3. Dinamika kristalne resetke
3.1. Titranje atoma u kristalima

Kristalna struktura kristala = pravilan raspored stacionarnih atoma. U
stvarnosti atomi titraju oko polozaja ravnoteze, ¢ak i na temperaturi apsolutne
nuli atomi moraju titrati oko ravnoteznih polozaja = nulto gibanje/titranje i
pripadna minimalna energija je nulta energija- u skladu sa sa
Heisenbergovim principom neodredenosti  ApAx > #

S povecanjem temperature povecavaju se amplitude titranja = u tom titranju
je uskladistena unutarnja energija kristala (raste s pove¢anjem temperature!)

Y
vir)

= Ako Je r < a == sila nastoji
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' Lmanijiti ».
', r Ba | ravnotezna vrijednost

- — kada je sila = 0.

Svaki pomak atoma iz ravnoteznog polozaja uzrokuje povratnu silu koja
nastoji vratiti atom u ravnotezni polozaj = atomi titraju oko polozaja ravnoteze

Kao da su atomi medusobno vezani elastiCnim oprugama (postoje
elastiCne/povratne sile).
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Titranje se prenosi s jednog atoma na drugi = kolektivnho gibanje svih
atoma u obliku elasticnog vala koji se siri kroz kristal. Ti elastiCni valovi
nose odredenu energiju —zovemo ih fononi (o tome vise kasnije).

Atom mozemo zamisliti kao mali lokalni harmonicki oscilator;
tri koordinatna smjera = tri stupnja slobode

u svakom smjeru harmonicki oscilator moze biti u stanju ili kineticke ili
pf)tgngijalne energije = dva stupnja slobode Ukupno: 3 x 2 = 6 stupnjeva
slobode

U slu€aju N atoma (po molu) = 6N stupnja slobode

Prema principu ekviparticije energije svakom stupnju slobode pripada
12KT toplinske energije = ukupna unutarnja energija

6N x V2KT = SNKT

Toplinski kapacitet jednak je dU/dT = 3NKili 3R (Dulong-Petit-ovo
pravilo za Cvrsta tijela).

U slaganju sa eksperimentima na sobnoj temperaturi!!!

Ali sa snizavanjem temperature toplinski kapacitet smanjuje se kao T?,
dakle navedeni model nije dobar i treba naci bolji.

Uociti: titranje atoma ne prestaje ni na apsolutnoj nuli. Ve¢ smo
napomenuli da je razlog Heisebergova relacija neodredenosti p,a, >



Einsteinov model: svi atomi titraju s istom frekvencijom —

za toplinski kapacitet je dobio eksponencijalni pad prema
nuli dok se eksperimenti pokazivali smanjenje s T5.

Debyev model: Kristalna resetka moze titrati s razlicitim
frekvencijama, ali najmanja i najveca frekvencija su
definirane kristalnom strukturom.
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Podsjetnik: ako je v brzina Sirenja vala

A= VI=V/V =2V, =V/A i =Wt =27V A i

Definiramo valnl vektor k=27/A = k., =27/, =K ,=7a
O k=K V=V




3.2. Linearna jednoatomska resetka

Jednodimenzijska kristalna resetka istovrsnih atoma mase M
medusobno udaljenih za a (parametar jediniCne cCelije)
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Polozaj I-tog atoma, kad ne bi bilo titranje: x=/a, odnosno

e 3 - ua e = =
A — e — o
..... (-1)a la (I+1)a (I+2)a........

Uslijed titranja amplitudom u,trenutacni polozaji atoma su
x=la + u, te se prema tome mijenjaju i medusobni razmaci
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Pretpostavke:
1. atomi titraju oko ravnoteznih plozaja x=Ia

2. Meduatomske sila su kratkog dosega, medudjeluju samo
prvi susjedi, amplitude titranja su male u usporedbi s a>>u

Pretpostavka 2. nam omogucava primjenu harmonicke
aproksimacije =potencijalna energija je kvadraticna
funkcija atomskih pomaka iz ravnoteznih polozaja. Za
oprugu U,= V#(Aa)?, k=konstanta opruge; u nasem slucaju
Ada=ur-u,,, a za konstantu meduatomskog djelovanja
stavimo f-odreduje jadinu meduatomske veze. Za cijeli
linearni niz atoma/ harmonickih oscilatora

U, =§Z(uz _”l+1)2
Pogledajmo detaljnije gibanje/titranje |-tog atoma; njegova
potencijalna energija ovisi 0 pomaku prema lijevom
odnosno desnom atomu



p 2 2
Upl :3 (g —uyq)” +(uy —up )
Sila je jednaka negativnoj derivaciji 5Up

g g — Mul
potencijalne energije ]
Slijedi deriviranjem: (IZRACUNATI: ZADATAK 1.-konacni rezultat;

disperzivna relacija sustava )
Mu; == 2u; —u;_y — )

Uvrstimo redom /=1, 2, 3,...... , dobivamo sustav diferencijalnih
jednadzbi koji odreduje dinamiku kristalne reSetke.

Pretpostavimo da se pomaci atoma u,sporo mijenjaju od atoma do
atoma (aproksimacija s elasticnim kontinuum); za male pomake

moZemo razviti u red S a’ S%u
U4 =u(x,t)ta—+
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Dobivamo 524 ) ,Ba2 52y
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Prisjetimo se izraza za valnu jeczinadibu za 2éirenje valova brzinom
v, u elastiénom kontinuumu §“y » O°U

_— =V —
2 0 2
Usporedivanje daje o ox
B imali smo w=kv= aF=ak?f/M

V0:Cl ﬁ
W = ak ﬁ
odnosno M

Titranjem atoma se dakle prenose zvucni valovi brzine v,
Rjesenje valne jednadzbe su ravni valovi

M(X,t) — Aei(kx_a)t) k=271/A



A titranje kristalne resetke dano je nizom diferencijalnih jednadzbi

Mu, =—[Q2u; —u;_| —uy )

Mozemo pretpostaviti da ¢e rjesenje biti ravni valovi osim sto
stavljamo x=la

u (x,1) = Ae'K9=@) i uvrstimo u gornju dif jedn.

(derivirati; dijeliti s u;; koristiti 2cosa=e'*+e'%; 1-coso= 2sin?(0/2))

dobiva se: " ,
(k) = \/ﬁﬁsinzf frekvencija mora biti pozitivha=
B .. ka uz / £ slijedi
k)=2,]-—|sin— w, (k)=2,— Sl
axk) el Y
. ka . . .
k)=, S|n7 < disperzivna relacija sustava




Kombinirajuéi relacije p | LB

V, =da,— W, (k) =2,[—
0 Y, (k) =24~
2
@, = o — imali smo a)m:ﬂ'V—O kako je 7 =2

a a
moze se reci da imamo slaganje s nasim modelom o minimalnoj

valnoj duljni odnosno maksimalnoj frekvenciji

Kako je v,=10° cm/s i a=10°%cm = @, =10"3 Hz

odnosno prema @,,=v k.= k. =108 cm

Povecajmo (translatirajmo) valni vektor za iznos vektora
reciproCne resetke: k—k+2x/a odnosno za visekratnik k—k+n2r/a

27m
o (k+—)a 4
ok +n—) =, |sin za =, sin(7+ ni) = (k)
a

Frekvencija se ne mijenjal!!!!; frekvencija je periodiCna funkcija
valnog broja s periodom 2x/a



Sve moguce frekvencije dobivamo uzimajuci valni broj iz intervala
0 do 2m/a sto se obiCno pise

T T
~Z<k<E

a a

Podrucje odreduje prvu Brillouinovu zonu u jednoj dimenziji, a
valne vektore nazivamo reduciranim valnim vektorima.

U jednodimenzijskoj resetki vektor reciproCnog prostora je
2z
En =7 7N n=0, +1, +2,...... Znadi ako valni vektor

povecamo za 2rn/a na k+2rn/a (k’=k+g,), tim su toCckama
pridruzene iste frekvencije o(k+g,)= ®(k)



Grupna brzina

Brzine ravnih valova koja su nesenja sustava jednadzbi line-
arne atomske resetke nemaju istu brzinu sirenjal

vikl A

Uvodi se pojam grupne br-
ZIne:

(Grupna brzina opisuje gibanje
" valnog paketa koji se sastoji
> 0d vise valova razlititih valnih
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duljina (vainih brojeva).

Grupna brzina ima maksimalnu vrijednost za male k-ove, te
TC
pada na nulu za k= +—.

el



Za k=0 grupna brzina iznosi v(0)= a\/Z sto je ekvivalentno

Izrazu za brzinu zvuka M

dobivenog primjenom

aproksimacije elasti¢nog kontinuuma: Yo =%~ =
v(0) = v,

Isti rezultat bilo k—0 ili a—0, odnosno ka<<1 ; uslijed k=27/4

znaci A>>a ; razumljivo, jer Sto je veca valna duljina, to ¢e biti
manje izrazena svojstva kristala.

Za male k odnosno velike A (dugovalna aproksimacija), vrijedi

sin (ka/2) = kal2 +..... = a)(k)zz/'g.kazvok
M

Graficki izgled disperzivne relacije =



@, (k) =2 £
M

U podrucju malih valnih

Vektora, k<<k, ., izraz za

frekvenciju se slaze s izrazon

dobivenim iz valne jednadzbe

(linearna ovisnost)

_I bid
a a

Ako je kristal beskonacan, valni broj moze biti bilo koji realni broj
unutar intervala [-n/a,+ m/a].

Za kristal konacnih dimenzija, skup mogucih vrijednosti valnog
broja je prebrojiv. Prebrojimo!



Ng rjeégnje " u; (x,1) = Ael(kla—a%) postavljamo r.ubni
uvjet—invarijantnost za prostornu translaciju L=Na (N= broj atoma u
intervalu L)= u,,\=U,=

A ei[k(l+N)a-wt] _ Agilkla-at) _ gikNa _ 1 _ 10 kNa = 271

odnosno  j _ 27
Na

Za L=Na jako velik, razlika izmedu dvije uzastopne vrijednossti valnog
broja postaje proizvoljno mala=prakticki je valni broj kontinuiran.

- znaci valni broj je kvantiziran!!

X : T T N N
Uvrstavanjemu _Z <} <2 - _l<p<l

a a 2 2

znaci broj reduciranih valnih vektora jednak je broju atoma u intervalu L.
UocCimo da smo imali jedan atom po jedini¢noj Celiji.
Sto ako imamo vie atoma po jediniénoj éeliji



3.3. Linearna dvoatomska resetka

Jednodimenzijska kristalna resetka s dva razliCita atoma (M,>M,) u elemantarnoj
celiji medusobno udalienih za a/2, parametar jediniCne Celije je a)

— = e
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..... 2L2)a2 (2F-)a2 2la (2l+1)a2 ...

U parnim ravnoteznim polozajima smjesteni su atomi vece mase. Potencijalna
energija meduatomskog djelovanja kvadratna je funkcija pomaka. Jednadzbe
gibanja dvaju susjednih atoma (2/-tog i 2/+1-vog) prema analogiji s jednoatomsko
reSetkom glase:

.ﬂ- g
M, a2 M,

Myuy = —PB(2uy—uyp —uy_y)

Mruyp = —P (Qungr —uzgr —un)
Rjesenja trazimo u obliku ravnih valova

Uy = Agf['tﬂﬂ%_“]

B+ — ] uvrstimo u

M3 ]



IZRACUNATI disperzivnu relaciju (ZADATAK 2.) Trebat ¢e koristiti vezu
2c0s x =e* + e
Dobiva se homogeni sustav od dviju jednadzbi s nepoznanicama A i B (amplitude

titranja
2 [—-Mie®* +2B]-4 - 2P ms{‘z_”} B =0

— 2B cos {‘Z—H}-d + [- Mo + 2B]-B =0

RjeSenje postoji (amplitude A i B su razli¢ite od nule) samo ako je determinanta
jednaka nuli

[—Mlmz + Eﬂ] — 2P cos [%]

= (.
2 cos(5) [~M0? + 2]

det

Dobivamo jednadzbu (rijesiti gornju determinantu!!)
M, +M, 4B*
2 M My | 457 G io
MM, MM, 2

o? - 24w

koja povezuje frekvenciju titranja, konstantu meduatomskog djelovanja, mase
atoma, razmak istovrstnih atoma i valni broj. RjeSenjem gornje kvadrati¢ne
jednadzbe s nepoznanicom «¥ dobivamo dvije disperzivne relacije
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Jednadzba ima dva rjeSenja w,?(k) i ®2(k) , dvije disperzivne relacije!!
Zbroj kvadrata frekvencija jednak je za sve valne brojeve-pravilo zbroja.

M, +M
w? (k) + @’ (k) =212
MM,
Translacijom valnog broja k — k + 27 frekvencija ostaje nepromijenjena
a
. ka .| a 27m . ka . _ka
sin— — sin| —(k + )| = sin(—+nx) - sin—
2 2 a 2 2
" 2z . . o .
Znati @k +—n) = (k) te je dovoljno uzimati valne vektore u intervalu
a4 0 do 2n/a
Odnosno ograniciti na prvu Brillouinovu zonu 7 <r<Z



Pomocu periodi¢nosti rjesenja jednadzbi kvantizirajmo valni broj
Postavljamo rubni uvjet—invarijantnost za prostornu translaciju L=Ga
(G= broj kristalnih Celija; broj atoma u intervalu L je N=2G) = u,\=u,=

a
| k(1+N)=—ot ikl 2 - kN2
Ae{ ( )2 w} _ Ael(klz wt) _ e/kN2 _ gikGa _ ikt

27 27T

slijedi KL=2/m =k =—n odnosno uslijed L=Ga k =—n
L Ga

valni broj je kvantiziran!!

Uslied _ % o, o7 imamo _%Sngg

a a

znaci broj reduciranih valninh vektora u prvoj Brillouinovoj zoni jednak e
broju kristalnih celija G.



Potrazimo omjer ampliduda A/B uzimajuci u obzir da postoje dva rjesenja (0,2(k)
[—-Miw® +2B]-4 —2B ms(‘z—”} B =0 (1)

(2)

— 2P cos {‘Z—a]-d + [-Myo? + 2B]-B =0

JednadZbu (2) preuredimo tako da s lijeve strane imamo omjer (A/B).. a na
desnoj strani uvrstimo za (M, 2(k) prije dobiveni izraz. Dobiva se (ZADATAK br.3)

A .
(_j _ 1k M+ M, 1J_r\/1_4 MM, zsmzﬁ
2

Pogledajmo omjer za velike valne duljine, odnosno male valne brojeve: ka<<1

= cos(ka/2)=1 i sin(ka/2)=0
A M,+M
—| =1-——2(1+1)
B ), 2M,
= A_=B. (*)odnosno A M, + B,M,=0 (**)
=U slu€aju (*) obje podresetke titraju s priblizno istim amplitudama. Tip titranja

kao kod jedanoatomske resetke—prenose se zvucéni valovi — frekvencije 0_(k)
nazivamo akusticke frekvencije.




M M M My M A, M M; A
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A B A B A B A B A

Frekvencijska ovisnost akustickog titranja sli¢na je titranju jednoatomske resetke.

Pomaci atoma Ai B su u fazi.
Za frekvencije o, (k) (A .M, + B,M,=0) atomi razli¢itih masa titraju izvan faze.
Pomaci/amplitude atoma su proporcionalni masama atoma i titraju tako da teziste
jedini¢ne celije ostaje priblizno nepomiéno.
M, A M A M M; M M M
e % o

]

A B A B A B A B A
Ako su atomi masa M, i M, nabijeni suprotnim predznacima = svaka celija
djeluje kao elektri¢ni dipol. O frekvenciji titranja ovisi dielektriéna funkcija koja
odreduje opticka svojstva sustava — zato m, (k) nazivamo opticka frekvencija.




OV|§nost o, (k) o valnom GRR M, + M,
broju <<% =7 T My Ms

a a

'{I- le JHI oy .IEZI]'
1 = 4/1 — sin” [ —
\/ (M + M,)? { 2 )

Dugovalna aproksimacija (mali valni brojevi)

ka<<1, koristimo 22
Sinz(ka)zk 7 te l—x:1—1x+....
2 2
M, +M M M
wik)=pf—1—2|1+(1- 72 k24%)
* 2
MM, 2(M;+M,)

Akusticka grana o (k)

2
k=0 => 0.=0; k20 = &’(k)=k> pa = w_(k) =ka p
2(M1+M2) 2(M1+M2)

Isto ako kod jednoatomske reSetke (kristalna resetka titra kao elasticni kontinuum)
o_(k) = vk ; faktor proporcionalnost jednak je brzini zvucnih valova
brzina ovisi 0 ukupnoj masi atoma unutar celije
2(

P za M.=M,=M dobivamo izraz kao kod
M+ M,y) . ; ) 3
) jednoatomske reSetke V=4 v
1




Opticka grana o (k) (k)= MM pq-—Ms 22
p g (K)o (k) ﬂMle +( 20, + M) a-)

k=0 = M, + M, :pomodu izraza
w2(0)=28 —L-=2 P . B
2(M1 + MZ))

MM,
pisemo 2, +Mm dobivamo @, (0) = 2v M+ My
p= 2 a MM,
Uz v=3x10° cm/s; a=5x10® cm; M, = 4M, dobivamo @, (0) =3x10'3 Hz (infracrveni

dio spektra) = maksimalna opticka frekvencija
Kratkovalna aproksimacija (maksimalni valni vektor tn/a ; rub Brillouinove zone)

M+ M AM M ka .
Wh (k)= B T - L2 sin2(nt/2) = 1
Bl=B5n [V \/1 M+ M2 '3 (/)
2 Ty pM My M= M)
wr(t—=)=p (1+ )
a MM, M, +M,

Akustic¢ka grana IZRACUNATI| Zadatak 4!! Opti¢ka grana

28

7, _ [28
w.(+—) = @, (* ",

T
a M, a

) =



p b

Uslijed M,>M, slijedi 7 > M, =0.> o

Nacrtano disperzivne relacije za akusticko i opticko titranje izgledaju:

p @ik

. . () . M+ AL
— _E'L--_ i T ok=0)= ‘l,*f 2B 1; M
:L‘ w (k) ] ©-(7) L
A ! B
o e | Vi &
I R“H-._-'I'-.l'- 1.-'-# I i {ﬂifk=—2|=< ||'_I""_B-
1 o 1 ) A
i | — (-
| w_(k} ik V s, :I
L L

I I
a i

AkusticCko titranje na rubu Brillouinove zone ima frekvenciju / pri ¢emu se pomi€u samo

2
tezi atomi (B=0), dok opticko titranje na rubu Bri. zone ima frekvencuu 'B a pomicu se
samo laksi atomi (A= 0) M,

Broj razlicitin vrsta titranja (akusticko, opticka) jednako je broju atoma po jedinicnoj Celiji. Samo
jedno od njih (akustiCko) ima frekvenciju jednaku nuli kada je valni vektor jednak nuli. Ostala
su titranja opticka.

U realnim kristalima koji su 3D, sa n atoma po jedini¢noj ¢eliji, postoje 3n titraja, od toga su 3
akusticCka titranja, a 3(n-1) su opticka.



Ako kristalna resetka u jednom molu atoma (N) ima G ¢elija, onda je broj atoma po
C%I(J;\I7G§V/G | broj optickih titranja po ¢éelije je 3(N/G)-3, odnosno za G ¢éelija
3

Pretpostavimo da je M>>M, = M, +M,=M, i M,/M, << 1 uslijed Cega se relacija
®,2 za male valne brojeve (k) = ﬂMl M| Ll MM,

> k%a?)
MM, 2(M| +M,)

28

v (IZRACUNATI! Zadatak 5!!!)
2

Svodi na a)+(kmali) -

A to je isto kao a)+(i£) _ |22 , Sto znaci da za M,>>M,, opticka frekvencija se
a M2

ne mijenja s valnim vektorom. To je bila osnovna pretpostavka Einsteinovog modela
iz 1907.9. Model se moze aproksimativno primijeniti za opisivanje opti¢kog titranja
u reSetkama izrazito asimetricne grade.



Na slici uoCavamo da je maksimalna akustiCka frekvencija niza od minimalne

opticke, da akusticka i opticka vrpca imaju odredenu frekvencijsku sirinu (A,,, A,)

kao i da postoji frekventni procijep (A,,,) izmedu akustiCke i opticke vrpce.
IZRACUNATI (Zadatak 6) 5 (k)
2 s
Aak = Vﬂ I e ':E'—E':E..'__ _ | I,
1 EL‘” o.(r) | o)
M M | |
A,y = Ay [—| J1+—= - L T
g k\/Mz [\/ M, J A HH_T E | vk R -ig!

APro = ak[ 1 _lj I —
\/ M, n
a

Povecanjem razlike masa atoma, povecéava se procijep, a smanjuje Sirina optickog
spekitra.

Smanjenjem razlike masa atoma, smanjuje se procijep, a sirina optiCkog spektra
povecava.

U granici (M,=M,), Sirina frekventnog procijepa pada na nuli, a Sirina optickog
spektra postaje maksimalna.
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