
- Radit ćemo po knjizi M.E. Peskina i D.V. Schroedera:
M.E. Peskin and D.V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Addison
Wesley, 1995.
- Uz tu knjigu ću ponekad rabiti knjigu S. Weinberga,
S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Cambridge University Press, 1995.

Te dvije knjige imaju dva potpuno različita pristupa. Weinbergov pristup je vǐse deduk-
tivan. On prvo razvija pojmove a tek ih onda rabi. Peskin i Schroeder pristupaju vǐse
induktivno. Djelomice razviju teoriju, upotrijebe je, a onda tu teoriju poslije detaljnije
objasne. U tom smislu je Weinbergova knjiga potpunija. Med–utim Peskin-Schroederova
knjiga puno brže priprema formalizam koji je potreban za račune.
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Notacija i konvencije

Jedinice

Rabi se prirodan sustav jedinica i kojem je

~ = c = 1. (1)

⇒ [duljina] = [vrijeme] = [(energija)−1] = [(masa)−1] . (2)

Primjer:

melectron = 9.109× 10−28g = 0.511MeV = (3.862× 10−11cm)−1 . (3)

Što se tiče jedinica iz elektrodinamike rabe se Heaviside-Lorentzove jedinice u kojima su
Coulombov potencijal i konstanta fine strukture dani sa (e = −|e| je naboj elektrona)

Φ =
Q

4πr
, (4)

α =
e2

4π
=

e2

4π~c
≈ 1

137
. (5)

Relativnost i tenzori

Lorenzovi indeksi označeni su grčkim slovima: µ = 0, 1, 2, 3 odnosno t, x, y, z. Prostorni
indeksi označeni su rimskim indeksima : i, j, k. Kada se indeksi ponavljaju, to znači da
se po njima sumira (tzv. Einsteinova konvencija).
Metrički tenzor, 4-koordinata, primjeri skalarnog umnoška, p2 za masivnu česticu, 4-
derivacija, potpuno antisimetrični tenzor ǫµνρσ:

gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1), (6)

xµ = (x0, ~x), xµ = gµνx
ν = (x0,−~x), (7)

p · x = gµνp
µxν = p0x0 − ~p · ~x, (8)

p2 = pµpµ = E2 − |~p|2 = m2, (9)

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂x0
,∇
)

(10)

ǫ0123 = +1 ( ⇒ ǫ0123 = −1) . (11)

Pojmovi iz QM
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Minimalna supstitucija, Paulijeve matrice (spin):

pµ = (E, ~p) = i∂µ (12)

σiσj = δij + iǫijkσk, (13)

σ± =
1

2
(σ1 ± iσ2), (14)

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (15)

Distribucije

Heaviside-ova step-funkcija, Diracova delta funkcija, delta funkcija u n dimenzija

θ(x) ≡
{

0 x < 0
1 x > 0

=
−1

(2πi)

∫ ∞

−∞

e−isx

s+ iǫ
ds, (16)

δ(x) =
d

dx
θ(x) =

∫
dk

2π
eikx,

∫ b

a

dx δ(x) = 1, 0 ∈ (a, b), (17)

δ(n)(x) =

∫
dnk

(2π)n
eikx,

∫

I

dnx δ(x) = 1, (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) ∈ I . (18)

Gama matrice i Diracovi spinori

Gama matrice: Cliffordova algebra; reprezentacija Lorentzove algebre; 4D: kiralna
(Weylova) reprezentacija gama matrica – generatori boostova i rotacija; Diracova algebra;
γ5 u kiralnoj reprezentaciji, projektori heliciteta PL,R, svojstva γ5 matrice;

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν × 1n; (19)

Sµν =
i

4
[γµ, γν ]; (20)

γµ =

(
0 σµ

σµ 0

)
,

σµ = (1, ~σ)
σµ = (1,−~σ) ; (21)

D. alg. : 1, γµ, σµν = iγ[µγν] =
i

2
[γµ, γν ], (22)

γαγ
5 =

i

6
ǫαµνργ

[µγνγσ],

γ[µγνγσ] = −iǫµνσαγαγ5 (23)

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = − i

4!
ǫµνρσγ

[µγνγργσ] = − i

4!
ǫµνρσγ

µγνγργσ, (24)

iγ[µγνγργσ] = ǫµνρσγ5; (25)
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γ5 =

(
−1 0
0 1

)
,

PL = 1
2
(1− γ5)

PR = 1
2
(1 + γ5)

, (26)

(γ5)† = γ5, (γ5)2 = 1, {γ5, γµ} = 0 ; (27)

Gama matrice i epsilon tenzor u 4-dim prostoru Minkowskog: tragovi γ-matrica,
kontrakcije γ-matrica, kontrakcije ǫ-tenzora

tr(1) = 4, (28)

tr(γµ1 . . . γµ2n+1) = 0, (29)

tr(γµγν) = 4gµν , (30)

tr(γµγνγργσ), = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ), (31)

tr(γ5) = 0, (32)

tr(γ5γµγν) = 0, (33)

tr(γ5γµγνγργσ) = −4iǫµνρσ, (34)

tr(γµγνγργσ . . .) = tr(. . . γσγργνγµ) ; (35)

γµγµ = 4, (36)

γµγνγµ = −2γν , (37)

γµγνγργµ = 4gνρ, (38)

γµγνγργσγµ = −2γσγργν ; (39)

ǫαβγδǫαβγδ = −24, (40)

ǫαβγµǫαβγν = −6δµν , (41)

ǫαβµνǫαβρσ = −2(δµρδ
ν
σ − δµσδ

ν
ρ), (42)

ǫαµ1µ2µ3ǫαν1ν2ν3 = −

∣∣∣∣∣∣

δµ1ν1 δµ1ν2 δµ1ν3
δµ2ν1 δµ2ν2 δµ2ν3
δµ3ν1 δµ3ν2 δµ3ν3

∣∣∣∣∣∣
, (43)

ǫµ1µ2µ3µ4ǫν1ν2ν3ν4 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

δµ1ν1 δµ1ν2 δµ1ν3 δµ1ν4
δµ2ν1 δµ2ν2 δµ2ν3 δµ2ν4
δµ3ν1 δµ3ν2 δµ3ν3 δµ3ν4
δµ4ν1 δµ4ν2 δµ4ν3 δµ4ν4

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (44)

Diracovi spinori:
Diracove jednadžbe u p-prostoru; normalizirani Diracovi spinori (ξ i η su 2-komp. spinori
normalizirani na jedinicu);

0 = (/p−m)us(p) = us(p)(/p−m) (45)

= (/p+m)vs(p) = vs(p)(/p+m); (46)
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us(p) =

( √
p · σξs√
p · σξs

)
, vs(p) =

( √
p · σηs

−√
p · σηs

)
. (47)
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1 Klein-Gordonovo polje

1.1 ”Nužnost” teorije polja

- Kvantna teorija polja (QFT) je primjena QM na dinamičke sisteme polja, dok se
kvantna mehanika (QM) bavi kvantizacijom dinamičkih sistema čestica. QFT je nužna
za razumjevanje fizike elementarnih čestica

- Razlozi zašto moramo studirati/znati kvantizaciju polja:
1. Problemi sa 1-čestičnim relativističkim jednadžbama: nekonzistentnosti: negativno-
energetska stanja, problem sa Bornovom interpretacijom gustoće vjerojatnosti, (vježbe),
2. Tvorba čestica (dozvoljena sa E = mc2) – čak i ispod energije na kojoj mogu nastati
čestice javljaju se kratkotrajna virtualna stanja ∆E∆t ≥ ~

3. Problem kauzalnosti – njega ćemo razmotriti detaljnije

- Problem kauzalnosti

1. Amplituda za propagaciju čestice iz točke ~x0 u točku ~x glasi

U(t) = 〈~x|e−iHt|~x0〉 . (48)

2. U nerelativističkoj (NR) QM je E = ~p2/2m. Stoga (
∫∞
−∞ dxe

−x2 =
√
π)

U(t) = 〈~x|e−i(~p2/2m)t|~x0〉

=

∫
d3p〈~x|e−i(~p2/2m)t|~p〉〈~p|~x0〉

=

∫
d3p

(2π)3
e−i(~p

2/2m)tei~p·(~x−~x0)

=
( m

2πit

) 3
2
eim(~x−~x0)2/2t . (49)

DZ : Pokažite da vrijedi gornji izraz.

- izraz (49) je različit od nule za svaki x i t – kauzalnost je narušena
- pogledajmo da li ako umjesto NR izraza za energiju stavimo relativistički,

E =
√
p2 +m2, (50)

da li to pomaže (uzimamo samo pozitivno energetsko rješenje Einsteinove jednadžbe).

3. Izraz za U(t) u rel. QM glasi

U(t) = 〈~x|e−it
√
~p2+m2|~x0〉

=

∫
d3p

(2π)3
e−it

√
~p2+m2

ei~p·(~x−~x0)

=
1

2π2|~x− ~x0|

∫ ∞

0

dpp2 sin(p|~x− ~x0|)e−it
√
p2+m2

. (51)
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Primjenom metode stacionarne faze (SPM: vidi Dodatak 1) (1444) i (1445) za rela-
tivističku masivnu slobodnu česticu nalazimo rješenje za p koji zadovoljava SPM uvjet,

φ = px− t(p2 +m2)1/2 ≈ 0 (52)

⇒ ∂φ

∂E
≈ E

p
x− t ≈ 0 (53)

⇒ p =
ixm√
x2 − t2

, E =
itm√
x2 − t2

(54)

⇒ iφ = −m
√
x2 − t2 . (55)

Uporabom (1451) za amplitudu propagacije iz točke ~x u točku ~x0 dobija se

U(t) ∼ e−m
√
x−(t−t0)2 , x = |~x− ~x0|. (56)

Dakle uvod–enjem relativističke energije jednočestičnog stanja nije riješen problem kauzal-
nosti. Ipak, udaljavanjem od svjetlosnog konusa amplituda eksponencijalno trne.

4. U QFT problem kauzalnosti je riješen na sljedeći način. QFT je mnogočestična teorija.
Za svaku česticu postoji pripadna antičestica iste mase i suprotnih aditivnih naboja.
Širenje čestice se ne može razlikovati od širenja antičestice u upravo suprotnom smjeru
u prostoru i vremenu. Za prostornolike intervale zbroj U(t) amplituda za česticu i
antičesticu se ponǐstavaju. To osigurava očuvanje kauzalnosti.

Neki problemi koje rješava QFT:

- može tretirati vǐsečestična stanja,
- može tretirati prijelaze izmed–u stanja sa različitim brojem čestica,
- rješava problem kauzalnosti uvod–jenjem antičestica,
- rješava problem veze spina i statistike,
- daje metodu za računanje udarnih presjeka i poluživota čestica.
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1.2 Osnove klasične teorije polja

A. Teorija polja preko Lagrangijana

- Osnovna veličina u klasičnoj mehanici je akcija (ili djelovanje)

S =

∫
L(t)dt . (57)

- U lokalnoj teoriji polja (TP) Lagrangijan se može prikazati preko gustoće La-
grangijana L koji je funkcija polja φ i prvih derivacija polja ∂µφ (Od sada nadalje ćemo
raditi samo sa gustoćama Lagrangijana – njih ćemo skraćeno zvati Lagrangijanima.),

S =

∫
L(t)dt =

∫
L(φ, ∂µφ)d4x . (58)

- Princip minimalne akcije i jednadžbe gibanja
– Princip minimalne akcije : sistem se razvija/evoluira duž staze za koju je S ekstremalna:

0 = δS

=

∫
d4x
{∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}

=

∫
d4x

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)}

. (59)

– Uz restrikciju da δφ ǐsčezavaja na prostornolikoj granici, površinski član ǐsčezava.
Kako integral mora ǐsčezavati za bilo koji izbor δφ, podintegralna funkcija mora biti
jednaka nuli, što vodi na Euler-Lagrangeove jednadžbe gibanja,

∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
− ∂L
∂φ

= 0 . (60)

– Lagrangijanska TP je podesna za relativističku dinamiku jer su i L i svi izrazi koji se
izvode iz njega eksplicitno relativistički invarijantni odnosno relativistički kovarijantni.
Poopćenje na sistem sa vǐse polja je očigledno.

B. Teorija polja preko Hamiltonijana

- Hamiltonijanska formulacija TP je pogodna za kvantizaciju

- Hamiltonijanska formulacija za sistem s jednom česticom :
– kanonski impuls za koordinatu q je p = ∂L/∂q̇ (q̇ = ∂q/∂t) – Hamiltonijan H = pq̇−L

- Hamiltonijanska formulacija za sistem s vǐse čestica :
– kanonski impuls za svaku koordinatu qi je pi = ∂L/∂q̇i (q̇i = ∂qi/∂t) – Hamiltonijan
H =

∑
piq̇i − L
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- Hamiltonijanska formulacija za kontinuirani sistem stupnjeva slobode : zamǐslja
se da je koordinata ~x diskretna i da svaki ~x predstavlja nezavisan stupanj slobode
– kanonski impuls p(~x) i gustoća kanonskog impulsa π(~x)

p(~x) ≡ ∂L

∂φ̇(~x)
∼ ∂

∂φ̇(~x)

∑

~y

L(φ(~y), φ̇(~y))∆Vi = π(~x)∆Vi, (61)

π(~x) =
∂L
∂φ̇(~x)

. (62)

(Volumen smo razdijelili na male dijelove iznosa ∆Vi. Volumen ∆Vi je označen sa nekom
točkom unutar njega – u prvoj aproksimaciji nije bitno kojom. Zato sumiramo po točkama
a ne integriramo po njima. Polja unutar svakog volumena ∆Vi su približno konstantna.)
- Hamiltonijan u diskretiziranoj formulaciji

H =
∑

~x

p(~x)φ̇(~x)− L, (63)

i pripadni izraz pri prijelazu na kontinuirane varijable,

H =

∫
d3x[π(~x)φ̇(~x)− L] ≡

∫
d3xH . (64)

Primjer : Sistem s jednim realnim skalarnim poljem

- Lagrangijan :

L =
1

2
φ̇2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

=
1

2
(∂µφ)

2 − 1

2
m2φ2, (65)

m je parametar, za koji će poslije biti interpretiran kao masa.

- jednadžba gibanja (tzv. (slobodna) Klein-Gordonova jednadžba (KGE)),

( ∂2
∂t2

−∇2 +m2
)
φ = 0, (∂µ∂µ +m2)φ = 0 (66)

(u ovom kontekstu to je klasična jednadžba).

- Hamiltonijan :

H =

∫
d3xH (62),(65)

=

∫
d3x
[1
2
π2 +

1

2
(∇φ)2 + 1

2
m2φ2

]
. (67)
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C. Noetherin teorem

- Noetherin teorem (NT) povezuje simetrije klasične teorije polja i zakone sačuvanja:
Za svaku kontinuiranu simetrijsku transformaciju polja postoji jedna sačuvana
struja (sačuvan naboj).

- Kontinuirane transformacije
NT je povezan sa kontinuiranim transformacijama polja kao što je φ, čiji infinitezi-
malni oblik glasi

φ(x) → φ′(x) = φ(x) + α∆φ(x) . (68)

Tu je α infinitezimalni parametar, a ∆φ(x) deformacija sistema polja.

- Simetrijska transformacija :
Transformacija (68) se naziva simetrijskom transformacijom ako ona ne mijenja
jednadžbe gibanja. To je osigurano ako je akcija invarijantna na transforma-
ciju (68) do na površinske članove (vidi treći član u jedn. (59)), zato jer oni ne
mijenjaju jednadžbe gibanja. Mogućnost postojanja proizvoljnih površinskih članova u
akciji dozvoljava sljedeću transformaciju Lagrangijana,

L(x) → L(x) + α∂µJ µ(x) = L(x) + α∆L(x) (69)

gdje je J µ(x) neka struja.

- Zakoni sačuvanja :
Usporedbom varijacije Lagrangijana ∆L(x) (69) sa varijacijom dobivenom varijacijom
polja dobija se

α∂µJ µ(x) = α∆L(x)

=
∂L
∂φ

(α∆φ) +
( ∂L
∂(∂µφ)

∂µ(α∆φ)
)

= α∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

∆φ
)
+ α

[∂L
∂φ

− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)]
∆φ . (70)

Uz pretpostavku da za sistem vrijede Euler-Lagrangeove jednadžbe gibanja dobiva
se sačuvana struja,

∂µj
µ(x) = 0, jµ(x) =

∂L
∂(∂µφ)

∆φ− J µ . (71)

– ako simetrija uključuje vǐse od jednog polja jµ(x) se mora zamijeniti sa sumom takvih
članova
– svakoj kontinuiranoj simetriji odgovara jedna takva sačuvana struja.
– zakon sačuvanja (71) je lokalan
– zakoni sačuvanja (71) mogu se izraziti preko sačuvanih naboja,

Q ≡
∫

3D prostor

j0d3x . (72)
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Primjer 1 : Bezmaseno skalarno polje, φ→ φ+ α

- Lagrangijan:

L =
1

2
(∂µφ)

2 . (73)

- Lagrangijan je očigledno invarijantan na transformaciju φ→ φ+ α

L → L ⇒ J µ = 0 . (74)

- Transformacija polja je

φ → φ+ α ⇒ ∆φ = 1 . (75)

- Stoga je struja prema (71) jednaka

jµ =
∂L

∂(∂µφ)
= ∂µφ . (76)

- Euler-Lagrangeove jednadžbe i provjera sačuvanja struje:

∂µ( ∂
µφ︸︷︷︸
∂L

∂(∂µφ)

) = 0 . (77)

Primjer 2 : Kompleksno skalarno polje, fazna transformacija, φ→ eiαφ

- Lagrangijan:

L = |∂µφ|2 −m2|φ|2 . (78)

- Transformacija na koju je Lagrangijan invarijantan, J µ:

φ → eiαφ, L → L ⇒ J µ = 0 . (79)

- Infinitezimalne transformacije polja:

φ
inf→ φ+ iαφ, φ∗

inf→ φ∗ − iαφ∗, (80)

⇒ ∆φ = iφ, ∆φ∗ = −iφ∗ . (81)

- Sačuvana struja:

jµ =
∂L

∂(∂µφ)
× (iφ) +

∂L
∂(∂µφ∗)

× (−iφ∗)

= i[(∂µφ
∗)φ− (∂µφ)φ

∗] . (82)

11



- Euler-Lagrangeove jednadžbe i provjera sačuvanja struje:

∂µ∂
µφ+m2φ = 0 ∂µ∂

µφ∗ +m2φ∗ = 0 (83)

⇒ ∂µj
µ = i[(∂µ∂

µφ∗)φ− (∂µ∂
µφ)φ∗] = 0 . (84)

- Interpretacija struje (82) (vidi poslije) : elektromagnetska gustoća struje, a pripadni
naboj je naboj pripadnog skalarnog polja.

Primjer 3 : realno skalarno polje, translacije

- Transformacija koordinata:

xµ → xµ − aµ . (85)

- Pridružena transformacija skalarnog polja, ∆φ

φ(x) → φ(x+ a) ⇒ φ(x)
inf→ φ(x) + aµ∂µφ(x) (86)

⇒ (∆φ)µ = ∂µφ(x) . (87)

- Lagrangijan je takod–er skalar (ponaša se kao realno skalarno polje), pa mora imati
istu konačnu i infinitezimalnu transformaciju kao realno skalarno polje (ovdje
navodimo infinitezimalnu transformaciju)

L → L+ aµ∂µL = L+ aν∂µ(δ
µ
νL) . (88)

- Odatle slijedi da postoje četiri struje J µ,

(J µ)ν = δµνL . (89)

- Sačuvane struje T µν slijede iz (71) uvrštavanjem izraza za (∆φ)µ, (87),

T µν =
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ− Lδµν . (90)

- Interpretacija : T µν je tzv. tenzor energije i impulsa. Četiri pridružene sačuvane
veličine su Hamiltonijan, koji je pridružen translaciji u vremenu (a0),

H =

∫
T 00d3x =

∫
Hd3x =

∫
d3x

(1
2
|π|2 + 1

2
|∇φ|2 + m2

2
|φ|2
)
, (91)

i operatori impulsa koji su pridruženi prostornim translacijama (ai),

P i =

∫
d3xT 0i =

∫
π∂iφd3x = −

∫
φ̇∇iφd3x . (92)
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Primjer 4 : Realno skalarno polje, Lorentzove transformacije

- Infinitezimalna Lorentz transformacija koordinata:

xµ → xµ − ωµνx
ν . (93)

- Pridružena transformacija skalarnog polja; ∆µνφ(x):

φ(x) → φ(x+ ωx) = φ(x) + (ωx)µ∂µφ(x)

= φ(x)− 1

2
ωµν(x

µ∂ν − xν∂µ)φ(x) (94)

(68)⇒ ∆µνφ(x) = −(xµ∂ν − xν∂µ)φ(x) . (95)

- Transformacija Lagrangijana (ponaša se kao realno skalarno polje):

L(x) → L(x)− 1

2
ωµν(x

µ∂ν − xν∂µ)L(x)

= L(x)− 1

2
ωµν(∂

νxµ − ∂µxν)L(x)

= L(x)− 1

2
ωµν ∂α(g

ανxµ − gαµxν)L(x)︸ ︷︷ ︸
∂α(J α)µν

(96)

(69)⇒ (J α)µν = (gανxµ − gαµxν)L(x) . (97)

- Sačuvane struje, Qµν :

Qµν (71),(62)
= −

∫
d3x
[
π(x)(xµ∂ν − xν∂µ)

−(xµgν0 − xνgµ0)
(1
2
(∂µφ(x))

2 − m2

2
φ2(x)

)]
, (98)

odakle

Qij = −
∫
d3xπ(x)(xi∂j − xj∂i)φ(x),

Q0i (62),(91)
= −

∫
d3x
(
x0π(x)∂iφ(x)− xiH(x)

)
. (99)
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1.3 Kvantizacija Klein-Gordonovog polja

Postupak :

a. Kreće se od klasične teorije polja.
b. Reinterpretiraju se klasična polja, zamjenujući ih operatorima koje zadovoljavaju
kanonske kvantizacijske relacije.
c. Teorija se ”rješava” nalaženjem svojstvenih vrijednosti i svojstvenih stanja Hamiltoni-
jana, rabeći analogiju sa kvantizacijom harmoničkog oscilatora.

Kvantizacija KG polja

Kvantizacija diskretnog sistema čestica

- Kvantizacija se provodi preko sljedećih komutacijskih relacija:

[qi, pj] = iδij; [qi, qj] = [pi, pj] = 0 . (100)

Kvantizacija skalarnog polja u Schrödingerovoj slici

-Kvantizacija skalarnog polja vrši se po analogiji sa kvantizacijom mnogočestičnog
sistema. To se radi u dva koraka. Prvi je da se prostor podijeli u male kockice koje se
numeriraju prirodnim brojevima. Kvantizacija se tada provodi kao za diskretni sistem
čestica. Komutacijske relacije koordinata i impulsa se dijele sa volumenom koji sadrži
kanonski impuls (p(~xi) = π(~xi)∆Vi). Zatim se napravi limes u kojem volumen kockica
∆Vi teži k nuli. Formalno to vodi na sljedeće zamjene s obzirom na kvantizaciju diskretnog
sistema čestica,

i → ~x,

q → φ,

p → π,

δij → δ(~x− ~y) . (101)

Primjetimo da ulogu diskretnog indeksa i preuzimaju kontinuirani indeksi - prostorne
koordinate skalarnog polja ~x; ulogu koordinate q (tj. koordinata qi) preuzima polje φ
(odnosno njegove vrijednosti φ(~x)); ulogu kanonskog impulsa (pi = ∂L/∂qi) p (tj. pi)
preuzima kanonska gustoća impulsa π (tj. π(~x)) (vidi (61) i (62)).
- Time se za polja u Schrödingerovoj reprezentaciji dobivaju sljedeće kanonske
komutacijske relacije

[φ(~x), π(~y)] = iδ(3)(~x− ~y);

[φ(~x), φ(~y)] = [π(~x), π(~y)] = 0 . (102)

- Gornje relacije vrijede u Schrödingerovoj slici. U Heisenbergovoj slici su operatori φ
i π funkcije vremena. Tada se treba staviti dodatni zahtjev da su vremena pridružena
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φ i π operatorima ista (to isto vrijedi i za operatore qi i pi), npr.

[φ(t, ~x), π(t, ~y)] = iδ(3)(~x− ~y); (103)

Nalaženje spektra Hamiltonijana

Identificiranje skalarnog polja sa beskonačnim skupom harmoničkih oscilatora

Za nalaženje spektra Hamiltonijana pogodnija je Heisenbergova slika u kojoj su polja
ovisna i o vremenu.
- KG polje i HO : Raspisom kvantiziranog skalarnog polja u Heisenbergovoj slici preko
Fourierovih komponenti,

φ(~x, t) =

∫
d3p

(2π)3
ei~p·~xφ(~p, t), (104)

i primjenom KG jednadžbe na to polje dobijamo jednadžbu za Fourierove komponente,

[ ∂2
∂t2

+ (|~p|2 +m2)
]
φ(~p, t) = 0, (105)

kao funkciju energije

ω~p =
√
~p2 +m2. (106)

- Jednadžba (105) se podudara sa jednadžbom za harmonički oscilator frekvencije
(106). To ukazuje na to da operator skalarnog poljamožemo shvatiti kao beskonačan
skup harmoničkih oscilatora. Za potvrdu toga treba naći i eksplicitnu formu Hamil-
tonijana i njegov spektar.

Spektar jednostavnog harmoničkog oscilatora

- Nalaženje spektra jednostavnog harmoničkog oscilatora

HSHO =
1

2
p2 +

1

2
ω2φ2, (107)

je poznato iz kvantne mehanike (Born, Heisenberg i Jordan et al. 1926). Svojstvene
vrijednosti Hamiltonijana nalaze se izražavanjem koordinate φ i pridruženog impulsa p
preko operatora podizanja i spuštanja,

φ =
1√
2ω

(a+ a†); p = −i
√
ω

2
(a− a†) . (108)

- Kanonska komutacijska relacija za φ i p, [φ, p] = i ekvivalentna je komutacijskoj
relaciji

[a, a†] = 1 . (109)
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DZ. Dokaži da su komutacijske relacije [φ, p] = i ekvivalentne komutacijskim relacijama
(109).

- Hamiltonijan (107) uporabom (108) pa (109) postaje jednak

H =
ω

2
(aa† + a†a) = ω(a†a+

1

2
) . (110)

- Hamiltonijan ima sljedeće komutacijske relacije sa operatorima a† i a,

[HSHO, a
†] = ωa†, [HSHO, a] = −ωa, (111)

koje pokazuju da bilo kojem stanju |α〉 operatori a† i a podižu odnosno spuštaju en-
ergiju za iznos ω.

DZ. Pokaži da iz (107), definicija (108) i komutacijskih relacija (109) slijedi izraz za
Hamiltonijan (110).

- Nadalje, kako je operator a†a pozitivno definitan (〈α|a†a|α〉 ≥ 0 za svako stanje |α〉)
najniža energija koju Hamiltonijan (110) može imati je ω/2. Hamiltonijan i ima tu svo-
jstvenu vrijednost, jer ako ne bi postojala, ne bi završavao niz stanja silaznih energija koje
se razlikuju za ω. Time bi bila narušena i pozitivnost energije HO i pozitivna-definitnost
operatora a†a.

DZ. Uz pretpostavku da Hamiltonijan ima oblik (110), pokaži ako u spektru Hamiltoni-
jana ne postoji energija ω/2 da Hamiltonijan nužno ima negativne energije i da ne postoji
stanje najniže energije.

- Stanje najniže energije |0〉 (tzv. vakuumsko stanje ili vakuum) zadovoljava relaciju

a|0〉 = 0, (112)

i ima već spomenutu svojstvenu energiju ω/2.
- Sva druga svojstvena stanja HO mogu se dobiti uzastopnim djelovanjem operatora
a† na HO,

|n〉 =
(a†)n√
n!

|0〉 . (113)

√
n! je faktor normalizacije. Svojstvene vrijednosti stanja (113) s obzirom na (110) su

(n + 1
2
)ω. Ta stanja čine potpuni skup stanja HO a pripadne svojstvene vrijednosti čine

potpuni spektar HO. Time je dijagonalizacija Hamiltonijana HO ostvarena.

DZ. Dokaži da su stanja (113) ispravno normalizirana.
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- Nadalje, interpretirajući stanja |n〉 kao stanja sa n čestica, operatori a i a† se mogu
interpretirati kao operatori ponǐstenja odnosno stvaranja čestica.

Spektar Hamiltonijana realnog KG polja

a. Izrazi za φ i π preko operatora stvaranja i ponǐstenja

Za sada znamo da je KG polje ekvivalentno beskonačnom skupu nezavisnih HO koji odgo-
varaju Fourierovim modovima/komponentama skalarnog polja.
- Skalarno polje i pripadna kanonska gustoća impulsa se raspisuje preko oper-
atora a†~p i a~p u analogiji sa (108),

φ(~x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2ω~p

(a~pe
i~p·~x + a†~pe

−i~p·~x)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2ω~p

ei~p·~x(a~p + a†−~p); (114)

π(~x) =

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√
ω~p
2
(a~pe

i~p·~x − a†~pe
−i~p·~x)

=

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√
ω~p
2
ei~p·~x(a~p − a†−~p) . (115)

Polja u jednadžbama (114) i (115) nemaju ovisnosti o vremenu, drugim riječima dana su
u Schrödingerovoj reprezentaciji (isto kao i operatori φ i p u jednadžbi (108).
- Iz izraza (114) i (115) te kanonskih komutacijskih relacija (102) slijede komutacijske
relacije za operatore stvaranja i ponǐstenja (vidi Dodatak 2)

[a~p, a
†
~p′ ] = (2π)3δ(~p− ~p′),

[a~p, a~p′ ] = [a†~p, a
†
~p′ ] = 0 . (116)

DZ. Provjerite da li relacije (116), (114) i (115) daju kanonske komutacijske relacije (102).

b. Hamiltonijan preko operatora stvaranja i ponǐstenja

- Uvrštavanjem izraze za operatore (114) i (115) u izraz za klasično realno skalarno polje
(67) dobija se operator Hamiltonijana realnog kvantiziranog skalarnog polja
preko operatora stvaranja i ponǐstenja,

H =

∫
d3x
[1
2
π2 +

1

2
(∇φ)2 + 1

2
m2φ2

]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2
ω~p

(
a†~pa~p + a~pa

†
~p

)
(117)

=

∫
d3p

(2π)3

(
ω~pa

†
~pa~p +

1

2
ω~p [a~p, a

†
~p]︸ ︷︷ ︸

δ(~0)

)
. (118)
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Izraz (117) (a takod–er i izraz (118)) ponovo pokazuje da se realno KG polje može shvatiti
kao beskonačan skup nezavisnih HO.
- Upotrebom komutacijskih relacija (116) vidi se da je zadnji član u (118) proporcionalan
δ(0), dakle beskonačni c-broj. On odgovara sumi svih energija osnovnog stanja ω~p
(suma ide po svim modovima ~p).
- Srećom (osim ako je gravitacija u pitanju) energija se može mjeriti samo relativno
prema nekoj vrijednosti. Obično se za tu referentnu vrijednost uzima energija os-
novnog stanja. Zbog toga se energija osnovnog stanja zanemaruje u svim računima
u teoriji polja.

c. Spektar energija, svojstvena stanja Hamiltonijana

- Iz izraza za Hamiltonijan (118) i komutacijskih relacija (116) slijedi

[H, a†~p] = ω~pa
†
~p, [H, a~p] = −ω~pa~p . (119)

DZ. Dokaži relacije (119).

- Spektar stanja Hamiltonijana i pripadne svojstvene vrijednosti sada se odmah
mogu napisati rabeći rezultate dobivene za obični HO. Svaki mod ~p odgovara jednom
HO. A svakom HO je pridružen spektar stanja ω~p(

1
2
+ n~p) i pridružena svojstvena stanja

|n~p〉.
- Vakuumsko stanje se definira kao produktno stanje vakuumskih stanja svh modova,

|0〉 = Π~p|0〉~p, (120)

i za njega se uzima da ima energiju nula (tj. energija se gleda relativno prema tom stanju).
Njegovo osnovno svojstvo jest da ga ponǐstava svaki operator ponǐstenja,

a~p|0〉 = 0 . (121)

- Sva druga stanja dobivaju se uzastopnim djelovanjem operatora stvaranja, a†~p, na
vakuumsko stanje, npr. stanje

a†~pa
†
~q . . . |0〉 (122)

je stanje energije ω~p + ω~q + . . . (Napomena: normalizacija stanja još nije odred–ena – vidi
poslije). Stanja (122) čine potpun skup a pripadne energije potpuni spektar Hamiltoni-
jana (realnog) skalarnog polja (118). Napomenimo još, da budući da je spektar stanja
kontinuiran, vrlo rijetko se mogu ostvariti stanja sa dvije iste energije.

d. Operator impulsa, interpretacija svojstvenih stanja Hamiltonijana

- Uporabom izraza za impuls klasičnog realnog skalarnog polja (92) i za operatore
(114) i (115) dobija se izraz za impuls kvantiziranog skalarnog polja,

~P =

∫
d3xπ(~x)(−∇)φ(~x) =

∫
d3p

(2π)3
~pa†~pa~p . (123)
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DZ: Dokažite izraz (123) za impuls kvantiziranog skalarnog polja.

- Svojstvena stanja Hamiltonijana (122) su takod–er svojstvena stanja operatora im-
pulsa (123),

~P (a†~pa
†
~q . . . |0〉) = (~p+ ~q + . . .)(a†~pa

†
~q . . . |0〉) . (124)

- Iz toga slijedi da se operator a†~p može shvatiti kao operator stvaranja čestice energije

E~p = ω~p = +
√
~p2 +m2 i impulsa ~p. Energija je uvijek veća ili jednaka nuli.

Bose-Einsteinova statistika

- Zahvaljujući komutativnosti operatora ap stanja zadovoljavajuBose-Einsteinovu statis-

tiku. Npr. a†~pa
†
~q|0〉 = a†~qa

†
~p|0〉.

Normalizacija stanja

a. Normalizacija vakuumskog stanja

- Vakuumsko stanje se normalizira na jedinicu,

〈0|0〉 = 1 .. (125)

Ta je normalizacija Lorentz invarijantna zato jer je vakuum po pretpostavci invarijantan
na Poincaréove transformacije.

b. Normalizacija jednočestičnih stanja

Lorentz invarijantna 3-mjera i 3-delta funkcija
- Ako bismo jednočestična stanja definirali kao |~p〉 = a†~p|0〉, njihova normalizacija,

〈~p|~q〉 = 〈0|a~pa†~q|0〉 = 〈0|[a~p, a†~q]|0〉
= (2π)3δ(3)(~p− ~q), (126)

nije Lorentz invarijantna. Naime iz Lorentz invarijantnog izraza

∫
d4pδ(p2 −m2)θ(p0) =

∫
d4p
(δ(p0 − E~p)

2E~p
+
δ(p0 + E~p)

| − 2E~p|
)
θ(p0)

=

∫
d3p

2E~p
, (127)

nalazimo da je mjera

d3p

2E~p
(128)
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Lorentz invarijantna. Nadalje, definiciju delta funkcije možemo izraziti preko te Lorentz
invarijantne mjere

1
def
=

∫
d3pδ(~p− ~q)

=

∫
d3p

2E~p
× 2E~pδ(~p− ~q) . (129)

Iz toga slijedi da je

2E~pδ
(3)(~p− ~q) (130)

Lorentz invarijantno, pa δ(3)(~p − ~q) a time i normalizacija (126) ne može biti Lorentz
invarijantna.

Lorentz invarijantna normalizacija
- Lorentz invarijantnost (130) prirodno sugerira definiciju jednočestičnog stanja sa
Lorentz invarijantnom normalizacijom,

|~p〉 =
√

2E~pa
†
~p|0〉,

〈~q|~p〉 = (2π)32E~pδ
(3)(~p− ~q) . (131)

Komentar: U gornjem izvodu rabili smo Lorentz invarijantni izraz (127). U tom izrazu su
očigledno invarijantni mjera d4p i delta funkcija δ(p2−m2). Med–utim na prvi pogled θ(p0)
nije nužno Lorentz invarijantna. Ona je Lorentz invarijantna zbog prisutnosti δ(p2 −m2)
funkcije, koja stavlja p0 na masenu ljusku čestice mase m > 0. Zbog tog uvjeta predz-
nak p0 je takod–er invarijanta svih Lorentzovih transformacija osim vremenske
inverzije.

DZ. Pokažite da za 4-impuls koji je na ljusci mase kontinuirane Lorentzove transformacije
ne mogu mijenjati predznak p0 (vidi npr. Weinberg I poglavlje 2.3).

c. Normalizacija vǐsečestičnih stanja

- Kod vǐsečestičnih stanja moramo uzeti u obzir i Bose-Einsteinovu statistiku. Npr.
za dvočestično stanje normalizacija glasi

〈~q1~q2|~p1~p2〉 = 〈~q1|~p1〉〈~q2|~p2〉+ 〈~q1|~p2〉〈~q2|~p1〉, (132)

gdje su 〈~qi|~pj〉 normalizacije odgovarajućih jednočestičnih stanja. Primjetite da se normal-
izacija sadrži normalizacije jednočestičnih stanja u svim mogućim relativnim premutaci-
jama 〈~pi| i |~qj〉 stanja.

DZ. Napǐsite izraz za normalizaciju 3-čestičnog stanja.
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Transformacija stanja u Hilbertovom prostoru i transformacija operatora stvaranja
na Lorentzove transformacije

- Za dani operator A hermitski pridružen operator definira se relacijom (vidi Dodatak 9
(1680)),

〈α|A|β〉 ≡ 〈α|Aβ〉 = 〈A†α|β〉, (133)

gdje su |α〉 i |β〉 proizvoljna stanja Hilbertovog prostora.

a. Transformacije stanja u Hilbertovom prostoru

- U Hilbertovom prostoru stanja su povezana operatorima simetrija, tj. operatorima koji
ne mijenjaju prijelazne vjerojatnosti. Lorentzove transformacije su u Hilbertovom pros-
toru takod–er prikazane takvim operatorima. Npr. stanje |~p〉 i stanje Lorentz transformi-
ranog 4-impulsa Λp, |Λ~p〉 su povezana operatorom koji ovisi o parametrima Lorentzove
transformacije

U(Λ)|~p〉 = |Λ~p〉. (134)

- Wigner je pokazao da operatori simetrija koji djeluju u Hilbertovom prostoru
stanja mogu biti samo unitarni i linearni,

〈Uα|Uβ〉 = 〈α|U †Uβ〉 = 〈α|β〉,
U(a1 |α1〉+ a2 |α2〉) = a1 U |α1〉+ a2 U |α2〉, (a1, a2 ∈ C), (135)

ili antiunitarni i antilinearni,

〈Uα|Uβ〉 = 〈U †Uβ|α〉 = 〈β|α〉,
U(a1 |α1〉+ a2 |α2〉) = a∗1 U |α1〉+ a∗2 U |α2〉 . (136)

- Ortokrone (Λ0
0 > 0) i svojstvene (det Λ > 0) Lorentzove transformacije ({Λ})

su neprekidno povezane sa jediničnim operatorom koji je unitaran i linearan. Stoga su
spomenute Lorentzove transformacije

U(Λ)|~p〉 = |Λ~p〉 (137)

takod–er unitarne i linearne. Time je pokazana unitarnost operatora U(Λ) iz jednadžbe
(134).

Napomena 1 : Transformacija stanja (134) odnosno (137) vrijedi samo za stanja koja
imaju spin jednak nuli (tzv. skalarne čestice). Transformaciju stanja sa spinom razmatrat
ćemo poslije.
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Napomena 2 : Sva stanja se definiraju preko stanja tzv. standardnog 4-impulsa

|k〉, (138)

koje je invarijantno na tzv. Wignerove rotacije (vidi poslije). Za stanja masivnih
čestica k je 4-impuls čestice u mirovanju, k = (m,~0).

Napomena 3 : Relacija (134) vrijedi samo ako se rabi Lorentz invarijantna normalizacija
stanja (131). Ako bi se rabila npr, normalizacija

〈~q|~p〉 = δ(3)(~p− ~q) . (139)

tada bi relacija (134) odnosno (137) glasila

U(Λ)|~p〉 =

√
EΛ~p

E~p
|Λ~p〉 . (140)

b. Transformacije operatora stvaranja

- Uporabom jednadžbe (134) odnosno (137), definicije jednočestičnog stanja s Lorentz-
invarijantnom normalizacijom (131) s Lorentz-invarijantnom normalizacijom te Lorentz
invarijantnost vakuuma nalazimo Lorentzovu transformaciju operatora stvaranja,

U(Λ)a†~pU
−1(Λ) =

√
EΛ~p

E~p
a†Λ~p . (141)

- Uočite da operatori stvaranja nisu Lorentz invarijantni.

c. Relacija potpunosti za jednočestična stanja

Sa normalizacijom (131) relacija potpunosti za jednočestična stanja glasi

(1)1-čestica =

∫
d3p

(2π)3
|~p〉 1

2E~p
〈~p| . (142)

Interpretacija stanja φ(x)|0〉
- Polazeći od izraza za realno KG polje preko operatora stvaranja i ponǐstenja (114) dobija
se

φ(~x)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
e−i~p·~x|~p〉, (143)

tj. linearna superpozicija 1-čestičnih stanja odred–enog impulsa.
- Taj se izraz do na faktor 1/2E~p podudara sa NR izrazom za svojstveno stanje
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položaja |~x〉. Stoga će se φ(~x)|0〉 interpretirati kao tvorba čestice na položaju ~x.
- Dodatna potvrda te tvrdnje dobija se iz izraza

〈0|φ(~x)|~p〉 = 〈0|
∫

d3p′

(2π)3
1√
2E~p′

(
a~pe

i~p′·~x + a†~pe
−i~p′·~x

)√
2E~pa

†
~p|0〉 .

= ei~p·~x (144)

- Taj se izraz može interpretirati kao x-reprezentacija jednočestičnog stanja |~p〉, i
jednak je odgovarajućem izrazu u NR kvantnoj mehanici,

〈~x|~p〉 ∝ ei~p·~x, (145)

za valnu funkciju stanja |~p〉.
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1.4 KG polje u prostoru-vremenu

Teme:
- analiza prostorno-vremenske ovisnosti KG polja u Heisenbergovoj slici
- analiza kauzalnosti – razlog za postojanje antičestica
- propagator KG polja
(- med–udjelovanje sa klasičnim izvorom)

A. Prostorno-vremenska ovisnost KG polja

- KG polje u Heisenbergovoj slici

- Vremenska ovisnost polja u Heisenbergovoj slici se ostvaruje ovako

φ(x) = φ(~x, t) = eiHtφ(~x)e−iHt,

π(x) = π(~x, t) = eiHtπ(~x)e−iHt . (146)

- Transformacija (146) čuva kanonska kvantizacijska pravila (103).

- Reprodukcija KG jednadžbe

Uporabom Heisenbergove jednadžbe gibanja

i
∂

∂t
O = [O, H] (147)

sa Hamiltonijanom (67),

H
(67)
=

∫
d3x
[1
2
π2 +

1

2
(∇φ)2 + 1

2
m2φ2

]

=

∫
d3x
[1
2
π2 +

1

2
φ(−∇2 +m2)φ

]
(148)

i za polja φ i π

i
∂

∂t
φ(~x, t) = iπ(~x, t) (149)

i
∂

∂t
π(~x, t) = −i(−∇2 +m2)φ(~x, t) (150)

slijedi

∂2

∂t2
φ = (∇2 −m2)φ, (151)

a to je KG jednadžba za (slobodno) realno skalarno polje.
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DZ. Provedite dokaz jednadžbe (151).

-Vremenska zavisnost KG polja preko vremenske zavisnosti operatora stvaranja
i ponǐstenja

- Iz jednakosti (119)

[H, a~p]
(151)
= −E~pa~p, [H, a†~p]

(151)
= E~pa

†
~p, (152)

i Hausdorffove formule,

eABe−A = B + [A,B] +
1

2
[A, [A,B]] + . . . (153)

slijede sljedeći identiteti,

eiHta~pe
−iHt = a~pe

−iE~pt eiHta†~pe
−iHt = a†~pe

iE~pt . (154)

DZ. Provjerite identitete (154).

- Iz jednadžbi (146), (154) i linearnosti djelovanja Hamiltonijana slijedi eksplicitna zavis-
nost Heisenbergovih operatora φ(x) i π(x) operatora o vremenu

φ(~x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

(
a~pe
−ip·x + a†~pe

ip·x
)∣∣∣

p0=E~p

, (155)

π(~x, t) =
∂

∂t
φ(~x, t) . (156)

- Prikaz ~x i t ovisnosti polja preko operatora impulsa i operatora energije

- Analognim postupkom sa operatorom impulsa ~P kao sa H može se povezati φ(~x) sa
φ(0),

e−i
~P ·~xa~pe

i ~P ·~x = a~pe
i~p·~x e−i

~P ·~xa†~pe
−i ~P ·~x = a†~pe

i~p·~x. (157)

Odatle

φ(x) = eiHt−
~P ·~xφ(0)e−iHt+

~P ·~x = eiP ·xφ(0)e−iP ·x, (158)

gdje je P µ = (H, ~P )

- Primjetite da su eiHt i e−
~P ·~x operatori translacije u vremenu i prostoru. Iako djeluju u

Hilbertovom prostoru one efektivno translatiraju koordinate polja,

eiP ·xφ(y)e−iP ·x = φ(y + x) . (159)
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DZ. Dokažite jednadžbu (159).

- Dualnost čestične i valne interpretacije

- Izraz za skalarno polje ujedinjuje čestična i valna svojstva. Čestična su sadržana u
operatorima stvaranja i ponǐstena koja djeluju u Hilbertovom prostoru. Valna su sadržana
u rješenjima KG valne jednadžbe eip·x i e−ip·x. Time je problem dualnosti istovremene
čestične i valne prirode veličina koje se mjere razriješen.
- Nadalje rješen je i problem negativnih energija: iako se u polju φ javljaju i pozitivne
e−ip

0x0 i negativne eip
0x0 faze (p0 > 0), rješenja pozitivne energije se javljaju uvijek uz

operatore ponǐstenja, a rješenja negativne energije uz operatore stvaranja. U tom se
smislu u teoriji javljaju samo pobud–enja pozitivne energije.

B. Kauzalnost

B.1. Kauzalnost za realno skalarno polje

- Amplituda širenja čestice iz točke y u točku x za realno skalarno polje

- Proučimo u Heisenbergovoj slici amplitudu širenja čestice iz točke y u točku x, D(x−y) =
〈0|φ(x)φ(y)|0〉. Uporabom svojstava vakuuma (121) i (122) te normalizacije 1-čestičnih
stanja (131) dobijamo,

D(x− y) ≡ 〈0|φ(x)φ(y)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
e−ip·(x−y) . (160)

a. Prvo razmotrimo D(x − y) za vremenoliki interval (x − y)2 > 0. D(x − y) ćemo
izračunati u sustavu u kojem je ~x− ~y = 0. Definiramo x0 − y0 = t. Odatle (vidi Dodatak
1.B)(”M” označava račum programom Mathematica) ,

D(x− y) =
1

4π2

∫ ∞

m

dE
√
E2 −m2e−iEt

M
=

−imK1(imt)

4π2t

mt≫1−→ −im1/2

(2i)1/24π3/2t3/2
e−imt ∼ e−imt . (161)

U koraku ”M” pretpostavljeno je da masam ima mali imaginarni dio. Uočimo da D(x−y)
nije simetrična na zamjenu x↔ y odnosno x0 ↔ y0

b. Drugo razmatranje D(x − y) provodimo za prostornoliki interval. D(x − y) ćemo
izračunati u sustavu u kojem je x0− y0 = 0. Definiramo ~r = ~x− ~y. Odatle (vidi Dodatak
1.C),

D(x− y) =
−i

2(2π)2r

∫ ∞

−∞
dp

peipr√
p2 +m2
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=
1

4π2r

∫ ∞

m

dρ
ρe−ρr√
ρ2 −m2

M
=

1

4π2r
mK1(mr)

m→∞−→ 1

4π2r3/2

√
π

2

√
me−mr ∼ e−mr . (162)

U drugom redu (162) provedena je integracija oko reza (vidi Dodatak 3.C) i uvedena
varijabla ρ = −ip.
- Izraz za D(x − y) je ovisan samo o r, stoga je simetričan za zamjenu x ↔ y odnosno
~x↔ ~y.
- Uočimo da ponovno amplituda širenja čestice iz točke y u točku x postoji izvan svjet-
losnog stožca, iako eksponencijalno trne sa odaljenosti od svjetlosnog stožca, r. To po
Peskin-Schroederu ukazuje da D(x− y) nije fizikalna odnosno mjerljiva veličina.

-Komutator realnih skalarnih polja u različitim prostorno-vremenskim točkama

- Po Peskin-Schroederu dva polja u različitim prostorno-vremenskim točkama ako su te
točke prostornoliko udaljene moraju komutirati jer bi se inače informacija mogla prenositi
iz jedne u drugu točku brže od svjetlosti. Komutativnost polja osigurava ”kauzalnost”
teorije.
- Po Weinbergu komutativnost skalarnih polja u prostornoliko udaljenim točkama je
posljedica zahtjeva komutativnosti operatora gustoće Hamiltonijana u pros-
tornoliko udaljenim točkama, a ta opet slijedi iz zahtjeva Lorentz invarijantnosti
teorije (polja).
- Proučimo stoga komutator dvaju realnih skalarnih polja,

[φ(x), φ(y)] =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∫
d3q

(2π)3
1√
2E~q

×[(a~pe
−ip·x + a†~pe

ip·x), (a~qe
−iq·y + a†~qe

iq·y)]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
(e−ip·(x−y) − eip·(x−y))

= D(x− y)−D(y − x) . (163)

- Komutator je jednak razlici amplituda D(x − y) i D(y − x) koje se razlikuju samo
u predznaku argumenta. Za prostornolike intervale je D(x − y) simetričan na zamjenu
x↔ y, dok za vremenolike intervale nije simetričan. To znači da komutator (163) ǐsčezava
van svjetlosnog konusa a različit je od nule unutar njega. Time je osiguran prijenos infor-
macija za vremenoliko udaljene točke i ujedno je zabranjen prijenos informacija brže od
svjetlosti. Kauzalnost (odnosno Lorentz invarijantnost) je time sačuvana.

B.2. Kauzalnost za kompleksno skalarno polje - antičestice

- U slučaju kompleksnog skalarnog polja imamo tri komutatora polja u različitim prostrono-
vremenskim točkama: [φ(x), φ(y)], [φ∗(x), φ∗(y)], [φ∗(x), φ(y)]. Iz komutacijskih relacija
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za operatore stvaranja i ponǐstenja (1465) vidi se da je samo zadnji komutator različit od
nule,

[φ∗(x), φ(y)] =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∫
d3q

(2π)3
1√
2E~q

×[(a†~pe
ip·x + b~pe

−ip·x), (a~qe
−iq·y + b†~qe

iq·y)]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
(e−ip·(x−y) − eip·(x−y))

= D(x− y)−D(y − x) . (164)

- Prvom od dvaju članova doprinose samo antičestični stupnjevi slobode i propagiraju
antičestice iz točke y u točku x. Drugom doprinose samo čestični stupnjevi slobode i
propagiraju čestice iz točke x u točku y. Ta dva se člana krate za prostornolike intervale
samo ako su mase čestica i antičestica jednake. Iz toga slijedi uvjet za kauzalnost – uz
čestice uvijek moraju postojati antičestice (čestice suprotnih aditivnih kvantnih brojeva)
iste mase.
- Kod realnog skalarnog polja čestice su identične antičesticama (naboj realnog skalarnog
polja jednak je nuli).

C. Propagator KG polja

C.1. Prikaz [φ(x), φ(y)]θ(x0 − y0) preko 4-dimenzijskog integrala

−Ep Ep

−Ep Ep

DR(x − y)

DA(x − y)

x0 > y0

x0 < y0

Figure 1: 1.1 Retardirana i avansirana Greenova funkcija

- [φ(x), φ(y)] je c-broj, stoga

[φ(x), φ(y)] = 〈0|[φ(x), φ(y)]|0〉 . (165)

- Pretpostavljajući da je x0 > y0 taj izraz možemo pisati

DR(x− y) ≡ 〈0|[φ(x), φ(y)]|0〉θ(x0 − y0) (166)
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=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
(e−ip·(x−y) − eip·(x−y))θ(x0 − y0)

(16)
=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
(e−ip·(x−y) − eip·(x−y))

∫ ∞

−∞

−ds
2πi

e−is(x
0−y0)

s+ iη
. (167)

=

∫
d3p

(2π)3
(−1)

∫ ∞

−∞

dp0

2πi

e−ip·(x−y)

(p0 − E~p + iη)(p0 + E~p + iη)
(168)

=

∫
d4p

(2π)4
ie−ip·(x−y)

p2 −m2 + 2ip0η
(169)

- U (167) koristili smo definiciju theta funkcije (16). η je pozitivan infinitezimalan broj.
- U (168) smo u prvom (drugom) članu dobili eksponente ei(−E~p−s)(x0−y0) (ei(E~p−s)(x0−y0)).
Zatim smo uveli zamjene p0 = E~p + s (p0 = −E~p + s) i sredili izraz. d3p i dp0 integracije
su razdvojene na takav način da olakšaju diskusiju o integracijskoj konturi.
- U (169) smo iskoristili relaciju E2

~p = ~p2 +m2.
- Iz (168) se vidi da se integral po p0 daje doprinos različit od nule za kontura koje
se zatvara beskonačnom polukružnicom u donjem dijelu poluravnine. Polovi
p0 = E~p − iη i p0 = −E~p − iη su malo ispod realne osi. To efektivno odgovara
integraciji po prvoj konturi na Sl 1.1 bez iη članova u (168) odnosno 2ip0η člana
u (168) u naziviku - tako se dobija rezultat naveden u Peskin-Schroederu. Uočimo
takod–er da iη članovi osiguravaju konačnost oscilatornih eksponenata.

- Ako umjesto x0 > y0 pretpostavimo x0 < y0 efektivno u (167) s mijenja predznak,
a u (168) i (169) efektivno cijeli podintegralni izraz mijenja predznak i pored toga η
mijenja predznak. Integral ima doprinos samo ako se kontura zatvara beskonačnom
kružnicom odozgo. Ovaj integral odgovara integraciji po drugoj konturi na Sl 1.1.
Dakle,

−DA(x− y) = 〈0|[φ(x), φ(y)]|0〉θ(y0 − x0)

= −
∫

d4p

(2π)4
ie−ip·(x−y)

p2 −m2 − 2ip0η
. (170)

Predznak −1 ispred DA(x− y) u (170) je potreban da bi bila ispunjena jednadžba (171).

C.2 Greenova funkcija za KG operator

- Primjetimo da (169) zadovoljava jednadžbu za KG Greenovu funkciju sa točkastim
izvorom,

(∂µ∂
µ +m2)

∫
d4p

(2π)4
ie−ip·(x−y)

p2 −m2 + 2ip0η

=

∫
d4p

(2π)4
ie−ip·(x−y)

−p2 +m2

p2 −m2 + 2ip0η
= −iδ(4)(x− y) . (171)
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- Potvrdu te jednakosti dobijamo djelovanjem sa KG operatorom na polazni izraz,

(∂2 +m2)DR(x− y)

= (∂2θ(x0 − y0))〈0|[φ(x), φ(y)]|0〉
+2(∂µθ(x

0 − y0))(∂µ〈0|[φ(x), φ(y)]|0〉)
+θ(x0 − y0)(∂2 +m2)〈0|[φ(x), φ(y)]|0〉

= −δ(x0 − y0)〈0|[π(x), φ(y)]|0〉
+2δ(x0 − y0)〈0|[π(x), φ(y)]|0〉

= −iδ(4)(x− y) . (172)

- U prvoj jednakosti smo primjenili KG operator na DR(x − y) i primjenili Leibnitzovo
pravilo deviviranja.
- U drugoj jednakosti smo rabili svojstvo δ funkcije f(x) d

dx
δ(x) = −df(x)

dx
δ(x), činjenicu da

se djelovanjem KG operatora na komutator (163) dobija nula i izraz za kanonski impuls
realno skalarnog polja (62).
- U trećoj smo upotrijebili kanonska komutacijska pravila (103) i sredili izraz.

- Time smo potvrdili da je DR(x− y) Greenova funkcija KG operatora.

- Potpuno ista diskusija vrijedi za funkciju DA(x− y), tzv. avansiranu Greenovu funkciju
KG operatora. Primjetite suprotan predznak u definiciji DA(x−y) (170) od onog u (166)

C.3. Rješenja slobodne KG jednadžbe za Greenovu funkciju; propagator

- Četiri načina obilaženja polova kod KG Greenove funkcije

- Izračunajmo DR(x− y) na drugi način. Greenovu funkciju DR(x− y) možemo napisati
kao 4-D Fourierov integral,

DR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)D̃R(p) . (173)

- Rabeći (172) i integralnu reprezentaciju 4-D delta-funkcije (18) dobijamo algebarsku
jednadžbu za Fourierov transformat DR(x− y),

(−p2 +m2)D̃R(p) = −i . (174)

- Uvrštavanjem izraza za D̃R(p) u (173) dobijamo

DR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

i

p2 −m2
. (175)

- To ”rješenje” je očigledno nepotpuno. U skladu sa gornjom diskusijom za potpunu
specifikaciju DR(x − y) treba još zadati način obilaženja polova p0 = E~p i p0 = −E~p.
Polovi se mogu zaobići na četiri moguća načina:
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a. zaobilaženje oba pola odozgo – daje DR(x− y),
b. zaobilaženje oba pola odozdo – daje DA(x− y),
c. zaobilaženje p0 = −E~p odozdo i p0 = E~p odozgo – vidi Sl. 1.2,
d. zaobilaženje p0 = −E~p odozgo i p0 = E~p odozdo – vidi Sl. 1.2 .

- Feynmanov propagator

- Slučaj c. je tzv. Feynmanova preskripcija obilaženja polova i ona vodi na tzv.
Feynmanov propagator,

DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

i

(p0 − E~p + iη)(p0 + E~p − iη)
(176)

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

i

(p2 −m2 + iη)
(177)

(176)
=

∫
d3p

(2π)3
e(−i(E~p−iη)(x0−y0)+i~p·(~x−~y))

2(E~p − iη)
θ(x0 − y0)

+

∫
d3p

(2π)3
e(−i(E~p−iη)(y0−x0)+i~p·(~y−~x))

2(E~p − iη)
θ(y0 − x0) (178)

= θ(x0 − y0)〈0|φ(x)φ(y)|0〉+ θ(y0 − x0)〈0|φ(y)φ(x)|0〉 (179)

≡ 〈0|Tφ(x)φ(y)|0〉 (180)

(177)
=

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)D̃F (p) . (181)

- (176) je Feynmanova preskripcija obilaženja polova.

−Ep

Ep −Ep

Ep

DF (x − y) DAF (x − y)

x0 > y0

x0 < y0x0 < y0

x0 > y0

Figure 2: 1.2 Feynmanov i Dysonov propagator

- (177) je integralni oblik Feynmanovog propagatora KG polja (čestice). On se iz (177)
dobiva sred–ivanjem izraza, upotrebom Einsteinove relacije energije, impulsa i mase i za-
mjenom 2E~pη → η. Ta je zamjena moguća zato jer je E~p pozitivno i zato jer je η
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infinitezimalna pozitivna veličina – njen eksplicitan iznos nije bitan.
- (178) se dobiva iz (176) integracijom po dp0. Prvi član odgovara polu p0 = E~p − iη i
odgovara integracijskoj konturi koja se zatvara u doljnjoj poluravnini. Ta integracijska
kontura dozvoljava samo vremena x0 > y0. Drugi član odgovara polu p0 = −E~p + iη i
odgovara integracijskoj konturi koja se zatvara u gornjoj poluravnini, koja pak dozvoljava
samo vremena x0 < y0. U biti se u (178) infinitezimalni broj η može zanemariti – on je
sadržan u θ funkcijama.
- (179) se dobiva iz (178) spomenutim zanemarivanjem infinitezimala η i primjenom izraza
za vakuumsku očekivanu vrijednost produkta dvaju skalarnih polja, D(x− y) (160).
- (180) je prikaz Feynmanovog propagatora preko T produkta dvaju skalarnih polja,

T (φ(x)φ(y)) = θ(x0 − y0)φ(x)φ(y) + θ(y0 − x0)φ(y)φ(x) . (182)

- (181) definira Feynmanov propagator KG čestice u impulsnom prostoru D̃F (p).

DZ. Primjenom KG operatora ∂2 +m2 na (180) odnosno (179) pokažite da je DF (x− y)
takod–er Greenova funkcija KG operatora.

DZ. Polazeći od (180) odnosno (179) kao definicije KG operatora pokažite da se on može
prikazati kao (177). Time ćete zaobići infinitezimal η koji se javlja u (178).

- Jednadžbe (177) i (180) su najbitnije jednadžbe u ovom poglavlju. One definiraju Feyn-
manov propagator za KG polje (česticu) u koordinatnom i impulsnom prostoru. Feyn-
manov propagator je dio Feynmanovih pravila koja su konačan cilj ovog kolegija.
- Primjetite da se kod Feynmanovog propagatora prvo cestica stvara a onda ponǐstava,
i isto vrijedi i za antičesticu, prvo se stvara a onda ponǐstava. to znači da Feynmanov
propagator ima svojstvo kauzalnosti.

- Dysonov propagator

- Slučaj d. daje tzv. Dysonov propagator. Provodeći analogne korake kao za Feynmanov
propagator nalazimo

DD(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

i

(p0 − E~p − iη)(p0 + E~p + iη)
(183)

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

i

(p2 −m2 − iη)
(184)

176
= −

∫
d3p

(2π)3
e(−i(E~p+iη)(x

0−y0)+i~p·(~x−~y))

2(E~p + iη)
θ(y0 − x0)

−
∫

d3p

(2π)3
e(−i(E~pr+η)(y

0−x0)+i~p·(~y−~x))

2(E~p + iη)
θ(x0 − y0) (185)

= −θ(y0 − x0)〈0|φ(x)φ(y)|0〉 − θ(x0 − y0)〈0|φ(y)φ(x)|0〉 (186)
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(177)
=

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)D̃D(p) . (187)

Primjetite da je Dysonov propagator anti-kauzalan - čestice i antičestice se prvo ponǐstavanju
a onda stvaraju.

- Zajednički opis sva četiri skalarna propagatora

Sva četiri propagatora koja zadovoljavaju nehomogenu KG jednadžbu za točkasti izvor
(171)

(∂µ∂
µ +m2)DX(x− y) = −δ(x− y), X = R,A, F,D (188)

(R=retardiran, A=avansiran, F=Feynmanov, D=Dysonov) mogu kompaktno zapisati
uvodeći dvije faze sA, sB = ±1 (R : sA = sB = 1, A : sA = sB = −1, F : sA = −sB = 1,
D : −sA = sB = 1)

DX(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

i

(p0 − Ep + isAη)(p0 + Ep + isAη)

=

∫
d3p

(2π)3
[sAθ(sA(x

0 − y0))
exp[−iEp(x0 − y0) + i~p(~x− ~y)]

2Ep

−sBθ(sB(x0 − y0))
exp[iEp(x

0 − y0)− i~p(~x− ~y)]

2Ep
]

R
= 〈0|θ(x0 − y0)(φ(x)φ∗(y)− φ∗(y)φ(x))|0〉 = DR(x− y)
A
= 〈0| − θ(y0 − x0)(φ(x)φ∗(y)− φ∗(y)φ(x))|0〉 = DA(x− y)
F
= 〈0|θ(x0 − y0)φ(x)φ∗(y) + θ(y0 − x0)φ∗(y)φ(x))|0〉 = DF (x− y)
D
= 〈0| − θ(y0 − x0)φ(x)φ∗(y)− θ(x0 − y0)φ∗(y)φ(x))|0〉 = DD(x− y)

(189)

Tu su D(x − y) = 〈0|φ(x)φ∗(y)|0〉 Greenove funkcije koje zadovoljavaju slobodnu KG
jednadžbu bez izvora,

(∂µ∂
µ +m2)D(x− y) = 0 (190)

.

Zašto gledamo T ured–ene produkta polja i komutatore polja

- U prva dva poglavlja ove skripte dan je pregled kvantizacije slobodnih bozonskih i
fermionskih polja. U trećem poglavlju opisano je med–udjelovanje kvantiziranih polja.
U tom poglavlju ćemo ćemo vidjeti da S operator – operator kojim se opisuju procesi
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raspršenja u teoriji polja – sadrži samo produkte vremenskih ured–enih gustoća Hamiltoni-
jana med–udjelovanja.

T (H(x1)H(x1) . . .H(xn)), n ∈ N . (191)

Ti vremenski ured–eni produkti su izvor vakuumskih očekivanih vrijednosti vremenski
ured–enih produkata parova polja, tzv. propagatora,

〈0|T (φi(xi)φj(xj))|0〉 . (192)

Gustoća Hamiltonijana je redovito polinom u poljima. Renormalizabilnost teorije u
Dysonovom smislu dozvoljava samo polinome do četvrtog reda u 4 prostorno-vremenske
dimenzije.
- Nadalje, pokazuje se da je za Lorentz invarijantnost S-operatora dovoljno (nužni uvjet
je vrlo sličan ali je nešto slabiji) da za prostornolike intervale ((xi − xj)

2 < 0) gustoće
Hamiltonijana med–udjelovanja komutiraju,

[H(xi),H(xi)] = 0 za (xi − xj)
2 < 0 . (193)

Posljedica toga jest da polja sadržana u gustoćama Hamiltonijana moraju ili komutirati
ili antikomutirati za prostornolike intervale ((xi − xj)

2 < 0). Iz svojstava komutatora
Hamiltonijana pokazuje se da bozonska polja moraju nužno komutirati, a fermionaka an-
tikomutirati da bi bile ispunjene relacije (193).

To su razlozi zašto je u teoriji polja nužno razmatrati i (anti)komutatatore polja vaku-
umske očekivane vrijednosti vremenski ured–enih produkata polja.

1.5 Med–udjelovanje čestice s vanjskim poljem

Sada već imamo dovoljno znanja da bismo opisali jedan tip med–udjelovanja, med–udjelovanje
čestice s vanjskim poljem.
Neka je dano Klein gordonovo polje koje med–udjeluje s vanjskim klasičnim poljem j(x).
Med–udjelovanje je opisano jednadžbom

(∂2 +m2)φ(x) = j(x), (194)

gdje je j(x) poznata funkcija prostora i vremena, koja je različita od nule za konačan
period vremena. Ako krenemo od vakuumskog stanja, pitanje je kakva stanja ćemo dobiti
nakon perioda med–udjelovanja s j(x).

Jednadžba gibanja slijedi iz Lagrangijana

L =
1

2
(∂µφ)

2 − 1

2
m2φ2 + j(x)φ(x) . (195)
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Kako je j(x) postoji samo za konačan period vremena bolje je problem rješavati direktno
iz jednadžbe gibanja. Prije nego što se j(x) uključi, polje φ(x) ima oblik

φ0(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

(a~pe
−ip·x + a†~pe

ip·x) . (196)

Ako ne bi bilo izvora, φ(x) bi zadržao taj oblik. Kada je izvor prisutan, rješenje jednadžbe
gibanja se može konstruirati rabeći retardiranu Greenovu funkciju,

φ(x) = φ0(x) + i

∫
d4yDR(x− y)j(y)

= φ0(x) + i

∫
d4y

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
θ(x0 − y0)× (e−ip(x−y) − eip(x−y))j(y) . (197)

Ako dovoljno dugo čekamo tako da su svi izvori j u prošlosti, theta funkcija poprima vri-
jednost 1 u cijelom području integracije. Tada φ(x) sadrži samo Fourierove transformate
izvora j,

j̃(p) =

∫
d4yeipyj(y), (198)

izračunatih za 4-impulse p na ljusci mase, p2 = m2. Grupiranjem pozitivno energetskih
doprinosa sa a~p i negativno energeskih doprinos sa a†~p dobijamo

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

{(
a~p +

i√
2E~p

j̃(p)
)
e−ipx + h.c.

}
. (199)

Sada se može izračunati (odnosno pogoditi izraz za Hamiltonijan nakon djelovanja izvora
j(x): u izrazu za Hamiltonijan slobodnog polja treba samo zamijeniti a~p sa a~p+

i√
2E~p

j̃(p):

H =

∫
d3p

(2π)3
E~p

(
a†~p −

i√
2E~p

j̃(p)∗
)(
a~p +

i√
2E~p

j̃(p)
)

(200)

Nakon iskljucenja izvora j energija sistema je

〈0|H|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2
|j̃(p)|2, (201)

gdje je |0〉 vakuumsko stanje slobodne teorije. Ti se rezultati mogu interpretirati preko
čestica identificirajući |j̃(p)|2/2E~p sa vjerojatnošću tvorbe čestice u modu p. Tada je
ukupan broj čestica koji se stvara jednak

∫
dN =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
|j̃(p)|2 . (202)

Primjetite da samo Fourierove komponente koje zadovoljavaju uvijet p2 = m2 doprinose
tvorbi čestica.

Analogni problem je tvorba fotona akceleriranim elektronom (zakočno zračenje).
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2 Diracovo polje

Teme:
- Lorentzove transformacije (koordinata) tvore grupu
- Lorentzove transformacija polja
- Reprezentacije Lorentzove grupe
- Diracova jednadžba, opis Diracove čestice
- Slobodna rješenja Diracove jednadžbe
- Kvantizirano Diracovo polje (Kvantizacija, Kvantizirano polje, Propagator)
- Diskretne simetrije Diracove teorije

- Osnovna postavka koju prate Peskin i Schroeder jest da jednadžbe koje opisuju rela-
tivistički sistem moraju zadovoljavati Lorentz invarijantne jednadžbe gibanja. Do sada
smo razmatrali samo skalarne čestice i polja. Nismo razmatrali ponašanje polja pri Lorent-
zovim transformacijama. To je nužno za nalaženje polja koja ispunjavaju uvjet Lorentz
invarijantnosti.
- Nužno je napomenuti da su teme koje se razmatraju u ovom poglavlju povezane i ponekad
je teško odvojiti jednu temu od druge. To posebno vrijedi za prve tri teme.

2.1 Lorentzove transformacije koordinata tvore grupu

- Lorentzove transformacije

- Dvije uzastopne Lorentzove transformacije očigledno opet tvore Lorentzovu transforma-
ciju (grupoidnost)

xµ → xµ1 = (Λ1)
µ
νx

ν

→ xµ2 = (Λ2)
µ
νx

ν
1 = (Λ2)

µ
ν(Λ1)

ν
ρx

ρ = (Λ2Λ1)
µ
ρx

ρ . (203)

- Postoji jedinična Lorentzova transformacija, Λµν = δµν ,

xµ → x′µ = δµνx
ν = xµ . (204)

- Za svaku Lorentzovu transformaciju postoji inverz

(Λ−1)µν = Λ µ
ν = (ΛT )µν , (205)
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što slijedi iz Lorentz invarijantnosti skalarnog produkta 4-vektora,

xµxµ → x′µx′µ = ΛµνΛ
ρ
µ x

νxρ

⇒ ΛµνΛ
ρ
µ = δ ρ

ν (206)

Λ−1=ΛT

⇒ (Λ−1) µ
ν Λ ρ

µ = δ ρ
ν (207)

⇒ ΛµνΛ
α
βgµα = gνβ (208)

⇒ ΛβαΛ
ρ
µg

αµ = gβρ, (209)

(u (208) upotrijebili smo Λ ρ
µ = gµαΛ

αρ i pomnožili smo (206) s gρβ; u (209) upotrijebili
smo Λ µ

ν = gµαΛνα i pomnožili (207) s gβν

- Stoga Lorentzove transformacije tvore grupu.
- Iz jednakosti (206) dodatno slijede moguće vrijednosti det Λ,

det Λ = ±1 . (210)

- Broj parametara Lorentzove grupe nalazi se iz infinitezimalne transformacije

xµ → x′µ = (δµν + ωµν)x
ν , (211)

i Lorentz invarijantnosti skalarnog produkta 4-vektora (206),

xµyµ → x′µy′µ
⇒ 0 = xµω

µ
νy

ν + ωµνx
νyµ = xµyν(ωµν + ωνµ)

⇒ 0 = ωµν + ωνµ . (212)

Stoga je ωµν antisimetrična 4× 4 matrica, i sadrži 6 nezavisnih parametara.
- Formalno grupno množenje možemo zapisati preko umnožaka matrica,

(Λ1)(Λ2) = (Λ1Λ2),

(Λ−1) = (ΛT ) . (213)

- Poincaréove transformacije

- Koordinate se mogu transformirati i translacijama

xµ → xµ + aµ . (214)

- Očigledno je da postoji inverzna translacija x− a i ”jedinična” translacija x+ 0,
pa i translacije za sebe tvore grupu.
- Kombinacija translacija i Lorentzovih transformacija tvori takod–er grupu, tzv. proširenu
Lorentzovu ili Poincaréovu grupu. Poincaréove transformacije su

xµ → x′µ = Λµνx
ν + aµ . (215)
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Umnožak Poincaréovih transformacija (Λ2, a2) i (Λ1, a1) definiran je sa

xµ → xµ1 = (Λ1)
µ
νx

ν + aµ1
→ xµ2 = (Λ2)

µ
νx

ν
1 + aµ2 = (Λ2)

µ
ν(Λ1)

ν
ρx

ρ + (Λ2)
µ
νa

ν
1 + aµ2 . (216)

- DZ. Dokaži da Poincaréove transformacije zadovoljavaju sljedeće parametarske relacije,

(Λ2, a2)(Λ1, a1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2), (217)

(1, 0)(Λ, a) = (Λ, a)(1, 0) = (Λ, a), (218)

(Λ, a)−1 = (Λ−1,−Λ−1a) . (219)

tj. da tvore grupu. Grupa je 10-parametarska (6 parametara od Lorentzovih trans-
formacija i 4 od translacija. Nadalje Poincaréova grupa je semidirektni produkt grupe
translacija i grupe Lorentzovih transformacija. Da bismo to pokazali, definirajmo semidi-
rektni produkt grupa N i H: G = N ⋊H je semidirektni produkt grupa N i H ako je N
normalna podgrupa G. Drugim riječima gNg−1 = N za svaki g ∈ G. Provjerimo sada da
li je grupa translacija normalna podgrupa Poincareovih transformacija:

(Λ, a′)(1, a)(Λ−1,−Λ−1a′) = (1,Λa), (220)

dakle translacija, dakle (Λ, a′)T (Λ, a′)−1 = T , za svaki (Λ, a′) ∈ P gdje je T = {(1, a)}
grupa translacija, a P = (Λ, a) grupa Poincareovih transformacija. Nadalje, kombinacija

(Λ′, a)(Λ, 0)(Λ−1,−Λ−1a′) = (Λ′ΛΛ′−1, a− Λ′ΛΛ′−1a) (221)

sadrži translaciju, dakle nije Lorentzova transformacija (Λ, 0). Dakle, Lorentzove transfor-
macije nisu normalna podgrupa Poincareove grupe. Stoga je grupa translacija T normalna
podgrupa Poincareovih transformacija P , ali grupa Lorentzovih transformacija L nije nor-
malna podgrupa Poincareovih transformacija P , pa vrijedi P = T⋊L: grupa Poincareovih
transformacija P je seminirektan produkt grupe translacija T i grupe Lorentzovih trans-
formacija L.

- Podgrupe Poincaréove grupe {(Λ, a)} :

1. {(Λ, 0)} : homogena Lorentzova grupa :

∗ (Λ, 0)(Λ, 0) = (ΛΛ, 0),
∗ (1, 0) ∈ {(Λ, 0)},
∗ (Λ−1, 0) je inverz. Q.E.D.

2. {(Λ, a), det Λ = 1} : svojstvena Poincaréova grupa :

∗ det ΛΛ = detΛ︸ ︷︷ ︸
=1

det Λ︸ ︷︷ ︸
=1

= 1,

∗ det 1 = 1,
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∗ det Λ−1 = (detΛ︸ ︷︷ ︸
=1

)−1 = 1 . Q.E.D.

Posebno {(Λ, 0), det Λ = 1} je tzv. svojstvena Lorentzova grupa.

3. {(Λ, a), Λ0
0 ≥ 1} : ortokrone Poincaréove transf.

∗ grupoidnost

(208)ν=0,β=0 ≡ (Λ0
0)

2 − (Λi0)
2 = 1, (222)

(209)β=0,ρ=0 ≡ (Λ0
0)

2 − (Λ0
i)
2 = 1, (223)

(222), (223) ⇒ (Λ0
0)

2 = 1 + (Λi0)
2 = 1 + (Λ0

i)
2, (224)

(217) ⇒ (ΛΛ)00 = Λ
0

0Λ
0
0 +

∑

i

Λ
0

iΛ
i
0

≥ Λ
0

0︸︷︷︸
coshω

Λ0
0︸︷︷︸

coshω

−
(
(Λ

0

0)
2 − 1

)1/2

︸ ︷︷ ︸
sinhω

(
(Λ0

0)
2 − 1

)1/2
︸ ︷︷ ︸

sinhω

≥ 1 . Q.E.D. (225)

U prvoj od (225) nejednakosti upotrebljena je nejednakost trokuta (Cauchy-Schwartz-
Bunyakovsky nejedakost),

∣∣∣
∑

i

Λ
0

iΛ
i
0

∣∣∣ ≤
[(∑

i

(Λ
0

i)
2
)(∑

i

(Λ0
i)
2
)] 1

2 (222,223)
=

(
(Λ

0

0)
2 − 1

)1/2(
(Λ0

0)
2 − 1

)1/2
.(226)

Identifikacija članova sa coshω i sinhω je očigledna.

∗ (1, 0) : Λ0
0 = 1 ≥ 1,

∗ (Λ, a)−1 : (Λ, a)(Λ, a)−1 = (1, 0) ⇒ (Λ−1)00 ≥ 1 . Q.E.D. (grupnost)

Prostorna inverzija i vremenski obrat

{(Λ, a)} ≡ L = L11 ∪ (L11 ⊗ P) ∪ (L11 ⊗ T ) ∪ (L11 ⊗ PT ), (227)

L11 ≡ {(Λ, a), detΛ = 1, Λ0
0 ≥ 1}, (228)

P = diag(1,−1,−1,−1), (229)

T = diag(−1, 1, 1, 1) . (230)

Grupne relacije se prenose na transformacije nad zrakama {R} i nad stanjima
u Hilbertovom prostoru {Ψ}

DZ. Provjerite grupnost ortokronih Lorentzovih transformacija.
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Table 1: Grupne relacije na x R i Hilbertovom prostoru
{x} {R} {Ψ ∈ R}

x′′ = (ΛΛ)x+ (Λa+ a) T (Λ, a)T (Λ, a) U(Λ, a)U(Λ, a)
(Λ, a)(Λ, a) = (ΛΛ,Λa+ a) = T (ΛΛ,Λa+ a) = U(ΛΛ,Λa+ a)

(1, 0) T (1, 0) U(1, 0) = 1

(Λ−1,−Λ−1a) T (Λ−1,−Λ−1a) U(Λ−1,−Λ−1a)

{(Λ, 0)} {T (Λ, 0)} {U(Λ, 0)}
{(Λ, a), det Λ = 1} {T (Λ, a), det Λ = 1} {U(Λ, a), det Λ = 1}
{(Λ, a),Λ0

0 ≥ 1} {T (Λ, a),Λ0
0 ≥ 1} {U(Λ, a),Λ0

0 ≥ 1}
(P , 0) T (P , 0) U(P , 0) ≡ P

(T , 0) T (T , 0) U(T , 0) ≡ T

2.2 Lorentzove transformacije polja

- Lorentz kovarijantnost jednadžbi

- Za dano polje φ ili sistem polja φi koji zadovoljava jednadžbu

Dijφj = 0, (231)

gdje je Dij diferencijalni operator koji i miješa polja (indeksi ”i”) kaže se da je Lorentz
kovarijantan ako jednadžba ima isti oblik nakon Lorentzove transformacije polja i koor-
dinata (x→ x′ = Λx, φi(x) → φ′i(x

′)), ili samo polja (φi(x) → φ′i(x)):

A. Dij(x, ∂)φj(x) = 0 → Dij(x
′, ∂′)φ′j(x

′) = 0,

B. Dij(x, ∂)φj(x) = 0 → Dij(x, ∂)φ
′
j(x) = 0, (232)

Pristup B. odgovara Lorentzovoj transformaciji polja u Hilbertovom prostoru, kada Lorent-
zova transformacija transformira samo operatore stvaranja i ponǐstenja od kojih je kvan-
tizirano polje izgrad–eno,

as~p → U(Λ)as~pU
−1(Λ). (233)

U(Λ) je unitarni operator koji pripada reprezentaciji Lorentzovih transformacija u Hilber-
tovom prostoru. Pri toj transformaciji se koordinata x ne mijenja. Samo se polje Lorentz
transformira.
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- Lagrangijanski formalizam

- Lagrangijan je po definiciji Lorentzov skalar. Akcija je Lorentz invarijantna tj. vrijedi
δS = 0 za varijacije na Lorentzove transformacije. Iz toga slijedi da su jednadžbe gibanja
definirane u Lagrangijanskom formalizmu Lorentz kovarijantne.

� Lorentzova transformacija KG polja i Lorentz invarijantnost (slobodne) KG
jednadžbe

- Definicija Lorentzove transformacije skalarnog polja – skalarno polje se definira
kao jednokomponentno polje koje se pri općoj Lorentzovoj transformaciji,

xµ → x′µ = Λµνx
ν , (234)

transformira na sljedeći način (vidi (232) A. i B.):

A. φ(x) → φ′(x′) = φ(x),

B. φ(x) → φ′(x) = φ(Λ−1x) . (235)

- Lorentzova transformacija KG Lagrangijana. Lagrangijan je po definiciji skalar
na Lorentzove transformacije. Provjerimo da li se Lagrangijan realnog skalarnog polja
(65),

(65) ≡ L =
1

2
(∂µφ)

2 − 1

2
m2φ2,

uz definiciju skalarnog polja (235) ponaša kao skalar. Prema A.

x→ x′ = Λx, ∂ → ∂′ = Λ∂, (236)

φ(x) → φ′(x′) = φ(x), (237)

⇓

1

2
m2φ2(x) → 1

2
m2φ′2(x′) =

1

2
m2φ(x)2 (238)

1

2
(∂µφ

2(x))2 → 1

2
∂′µφ

′2(x′))2

=
1

2
Λ α
µ ∂αφ(x)Λ

µ
β∂

βφ(x)

=
1

2
∂αφ(x)∂

αφ(x) (239)

⇓
L(x) → L′(x′) = L(x) . (240)

U (239) rabili smo

Λ α
µ Λµβ = δαβ, (241)
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koja slijedi iz Lorentz invarijantnosti skalarnog produkta dvaju četverovektora, npr. xµx
µ ≡

x2 ≡ x · x (Lorentz invarijantnost tog skalarnog produkta glasi x2 = x′2).

DZ. Dokaži (241) iz Lorentz invarijantnosti x2.

DZ. Dokaži Lorentz invarijantnost Lagrangijana realnog KG polja rabeći transformaciju
B. Drugim riječima morate dobiti

L(x) → L′(x) = L(Λ−1x) . (242)

Primjetite da dok u polaznom Lagrangijanu imate derivacije ∂xµ ≡ ∂
∂xµ

i polja φ(x), u La-
grangijanu L′(x) imate iste derivacije ali su polja φ′(x), a u Lagrangijanu L(Λ−1x) imate
polja φ(Λ−1(x)) i derivacije ∂Λ

−1x
µ ≡ ∂

∂(Λ−1x)µ
= (Λ−1∂x)µ.

- Lorentz kovarijantnost (slobodne) KG jednadžbe

DZ. Rabeći za KG polje A. verziju transformacije jednadžbi gibanja (232) pokaži da je
KG jednadžba Lorentz kovarijantna.

- Pokažimo Lorentz kovarijantnost KG jednadžbe rabeći B. verziju transformacije jed-
nadžbe gibanja,

0 = (∂xµ∂
xµ +m2)φ(x),

B.→ 0 = (∂xµ∂
xµ +m2)φ′(x),

0
(235),(234)

= (∂Λ
−1x

µ ∂Λ
−1xµ +m2)φ(Λ−1x) . (243)

U zadnjem retku (243) smo istovremeno upotrijebili izraz za B. transformirano KG polje
(235) i iskoristili Lorentz invarijantnost skalarnog produkta derivacija ∂µ∂

µ. Rezultat u
zadnjem retku potvrd–uje Lorentz kovarijantnost KG jednadžbe.

� Lorentzova transformacija vektorskog polja

-Transformacija vektorskog polja

- Vektorsko polje je sljedeće po kompliciranosti na Lorentzove transformacije. Vektorsko
polje ima 4 komponente koje su označene Lorentzovim indeksima µ (npr. jµ(x), Aµ(x)
itd.). Evo kako se kako se definira transformacija vektorskog polja V µ(x),

A. V µ(x) → V ′µ(x′) = ΛµνV
ν(x),

B. V µ(x) → V ′µ(x) = ΛµνV
ν(Λ−1x) . (244)

- Primjetite da kada se transformira i polje i koordinata da polje transformira ista Lorent-
zova transformacija koja transformira i koordinatu (slučaj A.). Ako se transformira samo
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polje (odgovara transformaciji u Hilbertovom prostoru) tada se i koordinata transformira
kao kod skalarnog polja – inverznom Lorentzovom transformacijom (slučaj B.).

Lorentz invarijantni Lagrangijani s vektorskim poljima

- Lorentz invarijantni Lagrangijani sa poljima (244) izgrad–uju se od članova kojima su svi
Lorentzovi indeksi kontrahirani, npr. Lagrangijan elektromagnetskog polja

LMaxwell = −1

4
(Fµν)

2 = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ)

2,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (245)

ili Lagrangijan za masivno vektorsko polje,

LM = −1

4
(Fµν)

2 − 1

2
m2VµV

µ,

Fµν = ∂µVν − ∂νVµ . (246)

- Napomena: Transformacija bezmasenih vektorskih polja ima svojih posebnosti. Može
se pokazati da ona nisu prava vektorska polja, tj. da ne zadovoljavaju točno transforma-
cijska pravila (244), već da se pri Lorentzovoj transformaciji javlja još jedan dodatni član
koji odgovara (je proporcionalan) derivaciji skalarnog polja (R(x) = λφ(x)),

A. V µ(x) → V ′µ(x′) = Λµν(V
ν(x) + ∂µR(x)),

B. V µ(x) → V ′µ(x) = ΛµνV
ν(Λ−1x) + ∂µR(Λ−1x) . (247)

Drugim riječima pri Lorentzovoj transformaciji se mijenja i baždarenje (gauge) bez-
masenog polja. Ipak, Lagrangijan (245) ostaje invarijantan pri Lorentzovoj transformaciji.

DZ. Pokažite da su gornji Lagrangijani Lorentz invarijantni. Posebno to provjerite za bez-
maseno vektorsko polje koje zadovoljava Lorentzovu transformaciju (247).

Primjeri jednadžbi s vektorskim poljima

- Iz tih Lagrangijana slijede Euler-Lagrangeove jednadžbe. Iz (245) se dobivaju dvije od
četiri Maxwelove jednadžbe (koje se inače javljaju uz naboj i struju, ali ovdje se radi o
jednadžbama u slobodnom prostoru u kojem je gustoća naboja i gustoća struje jednaka
nuli)

∂µFµν = 0, ili ∂2Aν − ∂ν∂
µAµ = 0, (248)

a iz (246) slijedi

∂µFµν = m2Vν . (249)

- Te su jednadžbe Lorentz invarijantne.
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- DZ. Izvedite jednadžbe (248) i (249).

- DZ. Pokažite eksplicite da su jednadžbe (248) i (246) Lorentz invarijantne.

� Opća Lorentz-transformacija polja

- Opća Lorentzova transformacija polja

- S primjerom vektorskog polja smo u principu ilustrirali kako se mogu konstruirati Lorentz
invarijantne jednadžbe tenzorskih polja – polja koje imaju samo Lorentzove indekse (nula
indeksa - skalarno polje, jedan indeks - vektorsko polje, dva indeksa - tenzorsko polje
drugog reda itd.). Med–utim pored takvih polja postoje i druga. Pitanje je kako ih naći,
a to pitanje je povezano s nalaženjem svih mogućih Lorentzovih transformacija polja.
- Može se pokazati da se Lorentzova transformacija bilo kojeg multipleta polja Φa s n
polja može opisati linearnom transformacijom:

A. Φa(x) → Φ′a(x
′) = Mab(Λ)Φb(x),

B. Φa(x) → Φ′a(x) = Mab(Λ)Φb(Λ
−1x) (250)

(Opet B. slučaj odgovara transformaciji polja u Hilbertovom prostoru.).

- Grupnost Lorentzovih transformacija

- Na primjeru koordinata pokazali smo da Lorentzove transformacije tvore grupu. ”Ko-
ordinatne” Lorentzove transformacije su samo jedna od mogućih reprezentacija Lorent-
zove grupe. Lorentzove transformacije polja su takod–er moguće reprezentacije Lorentzove
grupe. Svaka reprezentacija Lorenzove grupe mora zadovoljavati aksiome grupe,

A. Φa(x) → M(Λ′)abM(Λ′′)bcΦc(x), = M(Λ′Λ′′)acΦc(x)

B. Φa(x) → M(Λ′)abM(Λ′′)bcΦc((Λ
′′)−1(Λ′)−1x)

= M(Λ′Λ′′)acΦc((Λ
′Λ′′)−1x) . (251)

- Primjetite da svaka nova transformacija polja napada indeks polja - dakle najunutarniji
indeks. Zato su transformacije naizgled u suprotnom poretku. Nasuprot tome, transfor-
macija koordinate napada naj-vanjskiji indeks - indeks koji je postignut zadnjom Lorent-
zovom transformacijom. Zbog toga je prirodno da koordinate idu sa Λ−1 da bi se postiglo
isto grupno množenje parametarskih matrica Λ i za koordinate i za polja.
- Nalaženje matricaM koje zadovoljavaju (251) ekvivalentno je zahtjevu nalaženja mogućih
reprezentacija Lorentzove grupe.

2.3 Algebra i reprezentacije Lorentzove grupe

- Algebru Lorentzove grupe ćemo naći preko analogije algebre sa rotacijskom grupom.
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� Algebra 3-D rotacijske grupe SO(3)

- SO(3) grupa spada u tzv. Lieve grupe (vidi Dodatak 5.). (Unitarne) transforma-
cije pridružene grupnim elementima tih grupa se mogu označiti sa skupom kontinuiranih
parametara αi. Množenje transformacija,

U(g(α))U(g(β)) = U(g(γ(α, β))), (252)

ima svojstvo da su parametri γ koji se dobijaju množenjem analitičke funkcije param-
etara α i β. Grupni elementi u blizini jedinice mogu se prikazati preko tzv. generatora
(ta) i infinitezimalnih parametara αi,

U(g(α)) → 1+ iαata . (253)

Broj nezavisnih komutirajućih linearnih kombinacija generatora zove se rang grupe.
- Dijelovi SO(3) i SU(2) grupa povezanih s jedinicom su ekvivalentne. To znači da su
im algebre iste, pa možemo studirati algebru SU(2) grupe.
- SU(2) grupa ima reprezentacije dimenzionalnosti za sve n gdje je n ∈ N. Dimenzion-
alnost je povezana sa spinskim kvantnim brojem relacijom n = 2s+ 1.
- Najvažnija je fundamentalna reprezentacija dimenzije 2 i spina s = 1/2. U njoj su
grupni elementi prikazani unitarnim matricama

U = e−iθ
iσi/2 . (254)

- Ponašanje unitarnih transformacija grupnih elemenata u blizini jedinice (vidi
(1520)) definira komutacijske relacije Lieve grupe. Za SO(3) odnosno SU(2) in-
finitezimalne transformacije su

1 + iθiJ i, (255)

(Ji su generatori SO(3) odnosno SU(2) transformacija, tzv. operatori kutne količine
gibanja), a komutacijske relacije glase

[J i, J j ] = iǫijkJk, (256)

gdje je ǫijk potpuno antisimetričan tenzor.
- ”eksponencijacijom” transformacija grupnih elemenata u blizini jedinice (255) dobi-
jaju se konačne transformacije koje su kontinuirano povezane s jedinicom,

eiθ
iJi

. (257)

One predstavljaju konačne rotacije u 3-D prostoru.
- U fundamentalnoj reprezentaciji s = 1/2, J i operatori se mogu prikazati σi matri-
cama (vidi (1612) i (1613)),

J i → σi

2
. (258)
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Odatle eksponencijacijom (vidi (257)) slijedi izraz za prikaz bilo kojeg konačnog grupnog
elementa u fundamentalnoj reprezentaciji (254).

DZ. Dokažite (258) rabeći izraze za operatore J i koje znate iz kvantne mehanike za opću
reprezentaciju |jm〉,

(J
(j)
1 ± iJ

(j)
2 )m′m = (J

(j)
23 ± iJ

(j)
31 )m′m = δm′m±1

√
j(j + 1)−m(m± 1), (259)

(J
(j)
3 )m′m = (J

(j)
12 )m′m = mδm′m, (260)

gdje m = −j, . . . , j.

- Osim matričnih reprezentacija J i operatora postoji i njihov diferencijalni prikaz,
takod–er dobro poznat iz QM,

~J = ~x× ~p = ~x× (−i∇), (261)

zapisan u vektorskom obliku, odnosno tenzorski

J i =
1

2
ǫijk(−i)(xj∇k − xk∇j) =

1

2
ǫijkJ jk, (262)

gdje je

J ij = (−i)(xi∇j − xj∇i) = i(xi∂j − xj∂i) (263)

antisimetričan tenzor. Ova reprezentacija je podesna za prijelaz na Lorentzove trans-
formacije koje rotacije sadrže kao svoju podgrupu.

DZ. a. Nad–ite komutacijske relacije za operatore J ij ([J ij , Jkl]).
b. Rabeći taj rezultat provjerite da li operatori J i zadovoljavaju komutacijske relacije
SO(3) grupe (256).

� Generatori Lorentzovih transformacija

- Diferencijalni prikaz generatora Lorenztovih transformacija

- Generatori Lorentzovih transformacija dobijaju se prirodno generalizacijom antisimetričnih
operatora generatora rotacija J ij na 4 prostor,

Jµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) . (264)

- Ti operatori zadovoljavaju sljedeće komutacijske relacije,

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gνσJµρ − gµρJνσ + gµσJνρ), (265)

tzv. Lorentzovu algebru.
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DZ. Dokaži da operatori Jµν zadovoljavaju komutacijske relacije (265).

- Svaka druga reprezentacija Lorentzove algebre mora zadovoljavati iste komutacijske
relacije, uključivši i matrične itd. reprezentacije.

- Diferencijalni prikaz generatora Poincaréove algebre

- Prije nego nastavimo sa drugim reprezentacijama Lorentzove algebre, razmotrimoPoincaréovu
algebru, koja obuhvaća generatore Lorentzove algebre kao i generatore translacija u pros-
toru i vremenu. Generatori translacija u prostoru i vremenu su operator energije i
impulsa čiji diferencijalni oblik slijedi iz QM supstitucije,

pµ = (E, ~p) → (i
∂

∂t
,−i∇) = i∂µ ≡ P µ . (266)

DZ. Pokažite da operator

e−iaµP
µ

(267)

transformira 4-koordinatu xµ u translatiranu koordinatu xµ + aµ. e−iaµP
µ
je stoga oper-

ator konačne translacije koordinata.
Primjetite da transformacija (267) odgovara aktivnoj transformaciji koordinata – ne
mijenja se položaj sustava promatranja za aµ (pasivna transformacija) već se mijenja
koordinata za aµ u jednom sustavu – efekti pasivne i aktivne transformacije su suprotni.
Nadalje napomenimo da će u svakoj reprezentaciji generatora translacija operator
konačne translacije imati isti oblik.

- Poincaréovu algebru čine svi mogući komutatori generatora Jµν i P µ.

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gνσJµρ − gµρJνσ + gµσJνρ),

[Jµν , P ρ] = i(−gµρP ν + gνρP µ),

[P µ, P ν ] = 0 . (268)

DZ. Dokaži Poincaréovu algebru rabeći diferencijalni oblik generatora Poincaréovih trans-
formacija Jµν i P µ.

- Kao i kod Lorentzovih transformacija Poincaréova algebra (268) mora biti zadovoljena
za bilo koju reprezentaciju generatora Poincaréova grupe.

- Matrična (tenzorska) reprezentacija Lorentzovih generatora

- Infinitezimalna Lorentzova transformacija bilo kojeg vektora V µ, može se prikazati preko
skupa matrica J µν

V α → V ′α = (gαβ + ωαβ)V
β
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= (gαβ −
i

2
ωµν(J µν)αβ)V

β

≡ V α + δV α, (269)

(J µν)αβ = i(gµαg
ν
β − gµβg

ν
α) . (270)

Matrice J µν zadovoljavaju komutacijske relacije (265).

DZ. Dokaži da matrice J µν zadovoljavaju Lorentzovu algebru.

- Izborom antisimetrične matrice parametara definira se Lorentzova transformacija. Tako
npr. izbor ω12 = −ω21 = θ daje infinitezimalnu rotaciju oko z osi

δV µ =




0 0 0 0
0 0 −θ 0
0 θ 0 0
0 0 0 0




µ

ν

V ν , (271)

dok izbor ω01 = −ω10 = η daje infinitezimalni potisak (boost) u x smjeru

δV µ =




0 η 0 0
η 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




µ

ν

V ν . (272)

I opet je riječ o aktivnoj transformaciji koordinata koja zakreće 4-vektor u prostoru
odnosno potiskuje ga u prostoru, a ne o pasivnoj transformaciji koja dolazi zbog prom-
jene smjerova osi koordinatnog sustava. Efekt je upravo suprotan od onog koji se dobiva
pasivnom transformacijom koordinata (koja se rabi u Weinbergu).

DZ. Dokaži da izbor ω12 = −ω21 = θ vodi na izraz (271) za δV µ. Nad–i takod–er izraz za
konačnu transformaciju eksponencirajući infinitezimalnu transformaciju i usporedi je sa
izrazom za konačnu rotaciju u 3-D prostoru. Čemu odgovara parametar θ?

DZ. Dokaži da izbor ω01 = −ω10 = η daje za δV µ izraz (272). Nad–i takod–er izraz za
konačnu transformaciju. Djelujući s njom na 4-vektor položaja x, pokaži da ona odgovara
standardnom izrazu za potisak (boost) u x smjeru koji ste radili na općoj fizici. Pri tome
identificirajte chη = γ = (1− β2)−1/2, shη = βγ, β = v/c.

η je parametar koji se zove rapiditet. Produkt dvaju boostova u istom smjeru koji
odgovaraji rapiditetima η1 i η2 jednak je boostu koji odgovara rapiditetu η1 + η2, drugim
riječima taj parametar je aditivan za boostove u istom smjeru.

DZ. Pokažite da se dvije uzastopne boost transformacije u istom smjeru koje odgovaraju
rapiditetima η1 i η2 mogu prikazati kao jedna čiji je rapiditet jednak zbroju rapiditeta
η1 + η2.
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- Operatorska reprezentacija Poincaréovih generatora u Hilbertovom prostoru

Izvod Poincaréove algebre u Hilbertovom prostoru dan je u Dodatku 7. Uz identifikaciju
operatora (1555), (1556), (1557) i H = P 0, iz zahtjeva da komutacijske relacije zadovol-
javaju jednakosti (1558)-(1564) i iz zahtjeva da faza translatiranog jednočestičnog stanja
ima oblik eiEt−~p~x slijedi da je opći oblik operatora Poincaréova grupe u Hilbertovom pros-
toru

e−
i
2
ωµνJµν+iaµPµ

. (273)

DZ. Pročitajte Dodatak 7 i prod–ite kroz izvode.

Vratimo se reprezentacijama koje smo analizirali gore.

- Opća konačna Lorentzova transformacija slijedi eksponencijacijom (270) u bilo
kojoj matričnoj reprezentaciji Jµν operatora,

e−
i
2
ωµνJ µν

. (274)

-Napomena : Generatori Lorentzovih transformacija ne djeluju na isti način. Djelovanje
diferencijanog oblika generatora na 4-vektor odgovara množenju 4-vektora sa matričnim
oblikom generatora s desna. Da biste to detaljnije shvatili riješite sljedeći zadatak:

DZ. a. Pokažite da vrijedi sljedeća relacija

Jµνxα = −(J µν)αβx
β = xβ(J µν) α

β . (275)

Tu je Jµν diferencijani oblik generatora Lorentzovih transformacija (LT) a (J µν)αβ pri-
padni generator u matričnoj reprezentaciji.
b. Pokažite da vrijedi sljedeća relacija

JµνJρσxα = (−J ρσ)αβ(J
µνxβ)

= (−J ρσ)αβ(−J µν)βγx
γ

= xγ(J µν) β
γ (J ρσ) α

β . (276)

Zbog tog relativno ”transponiranog” djelovanja dvaju reprezentacija na četverovektore
uprkos relativnom predznaku u (275) obje reprezentacije zadovoljavaju istu tj. Lorentzovu
algebru.
c. Rabeći rezultate (275) i (276) pokažite da vrijedi

e−
i
2
ωαβJ

αβ

xµ = (e+
i
2
ωαβJ αβ

)µνx
ν = xν(e−

i
2
ωαβJ αβ

) µ
ν . (277)

Primjetite da je bitna razlika izmedu diferencijalnog operatora i matričnog operatora da
diferencijalni operator uvijek djeluje na najunutarniji indeks – konkretno uvijek osnovnu
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veličinu x, dok matrični operator djeluje uvijek na najvanjskiji indeks – odnosno na trans-
formiranu veličinu (x′, x′′ itd.).
- Kako je transformacija (274) definirana za matrične reprezentacije i kao množenje s
lijeva, prema (277) njoj odgovara transformacija suprotnog predznaka u diferencijalnoj
reprezentaciji,

e
i
2
ωµνJµν

. (278)

-Opća konačna Poincaréova transformacija dobija se kombiniranjem tih dvaju izraza
ili eksponencijacijom infinitezimalne Poincaréove transformacije (napisane preko diferen-
cijalnih operatora), 1 + i

2
ωµνJ

µν − iaµP
µ,

e+
i
2
ωµνJµν−iaµPµ

. (279)

Naglasimo da je riječ o aktivnoj transformaciji koja mijenja i polja i koordinate,
a ne o pasivnoj (takva se koristi se u Weinbergu – vidi (273) i (1535) koja
mijenja sustave i pri tome gleda promjenu (opisa) danih koordinata i polja).
Opća pasivna Poincaréova transformacija je inverz aktivnoj Poincaréovoj transformaciji,

e−
i
2
ωµνJµν+iaµPµ

. (280)

- Spinorna reprezentacija Lorentzove algebre

- Spinornu reprezentaciju Lorentzove algebre uveo je prvo matematičar Cartan
1913. U fiziku ju je neovisno uveo Dirac 1928. Ovdje slijedimo Cartanov pristup. Trik
je u uvod–enju n× n matrica koje zadovoljavaju tzv. Cliffordovu algebru,

{γµ, γν} = 2gµν × 1n×n, (281)

gdje je {, } oznaka za antikomutator ({A,B} = AB + BA). (Ubuduće jediničnu matricu
nećemo pisati osim ako to neće biti potrebno).
- S tako definiranim matricama γµ mogu se odmah napisati matrice koje zadovoljavaju
Lorentzovu algebru,

Sµν =
i

4
[γµ, γν ] . (282)

DZ.Dokažite da za bilo koje matrice koje zadovoljavaju Cliffordovu algebru, (281) matrice
Sµν definirane u (282) zadovoljavaju Lorentzovu algebru. Naputak: dokažite prvo relaciju

[Sµν , γα] = i(γµgνα − γνgµα). (283)
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- Relacije (281) i (282) vrijede i za Minkowski i za euklidsku metriku. Npr. u 3-D
euklidskom prostoru možemo staviti

γj ≡ iσj, (284)

gdje su σj Paulijeve matrice, odakle slijedi

{γi, γj} = −2δij . (285)

Matrice koje reprezentiraju Lorentzovu algebru su

Sij =
1

2
ǫijkσk . (286)

DZ. Za matrice (284) dokaži relacije (285) i (286).

� Diracove matrice, Diracova algebra

- Diracove matrice

- Jednadžba (284) definira reprezentaciju γµ matrica u 3-D prostoru
- Razmotrimo sada neka opća svojstva γµ matrica:

a. Trag γµ matrica jednak je nuli.
Zbog (281) i cikličnosti traga imamo (nema sumacije po µ, µ 6= ν)

gµµTrγν
(281)
= Trγµγµγν

(281)
= −Trγµγνγµ cikl

= −Trγµγµγν = 0 .

⇒ Trγν = 0 (287)

b. Svojstvene vrijednosti γ0 matrice su ±1 a svojstvene vrijednosti γi matrica su ±i.
Zbog (281),

γ0γ0 = 1, (288)

γiγi = −1 . (289)

Dijagonalizacijom γ0 odnosno pojedine od γi matrica slijedi gornja tvrdnja.

c. Dimenzionalnost γµ matrica je parna.
Ova tvrdnja slijedi iz a. i b.

- γµ matrice u 4-D prostoru, Diracov spinor

- Zbog svojstava a. i c. γµ matrice u 4-D ne mogu biti dvodimenzijske. Naime, ima
ih četiri (koliko je µ indeksa) a u 2-D prostoru ne postoje 4 nezavisne matrice bez traga.
Stoga je najniža dimenzija γµ matrica 4.
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- Ima beskonačno mnogo reprezentacija γµ matrica, ali se može pokazati da su one sve
med–usobno unitarno ekvivalentne, tj. za svake dvije reprezentacije γµA i γµB postoji
unitarna transformacija UAB koja ih povezuje,

γµA = UABγ
µ
BU
†
AB. (290)

- prvu reprezentaciju γµ matrica je prvi našao Dirac, i one prikazane preko 2×2 submatrica
glase

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (291)

koje su podesna za opis nerelativističkih problema.

- Ovdje ćemo rabiti tzv. Weyl-ovu ili kiralnu reprezentaciju Diracovih matrica,

γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
. (292)

koja je podesna za ultrarelativističke probleme.

DZ. Pokažite da matrice (292) zadovoljavaju Cliffordovu algebru (281).

- Uobičajeno je uvesti 2× 2 matrice

σµ = (1, ~σ), σµ = (1,−~σ) . (293)

Preko njih se Diracove matrice (292) mogu kompaktno zapisati

γµ =

(
0 σµ

σµ 0

)
. (294)

DZ. Rabeći (292) pokažite da za σµ i σµ matrice vrijedi

σµσν + σνσµ = 2gµν1 . (295)

- Generatori Lorentzovih transformacija u kiralnoj reprezentaciji - boostova i
rotacija - su

S0i =
i

4
[γ0, γi] = − i

2

(
σi 0
0 −σi

)
(296)

Sij =
i

4
[γi, γj] =

1

2
ǫijk
(
σk 0
0 σk

)
=

1

2
ǫijkΣk . (297)
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- Primjetimo da su generatori rotacije Sij hermitični, dok generatori boosta S0i nisu.
Stoga opća Lorentzova transformacija (274)

Λ 1
2

= e−
i
2
ωµνSµν

(298)

nije unitarna. Obrazloženje za to je sljedeće. Transformacija (298) nije transformacija
koja djeluje na stanja u Hilbertovom prostoru, već transformacija koja djeluje na in-
dekse 4-komponentnog polja (4-komponentno zato jer su Sµν tj. γµ 4 × 4 matrice), tzv.
Diracovog polja (ono je ujedno i Diracov spinor),

A. ψ(x) → ψ′(x′) = Λ 1
2
ψ(x),

B. ψ(x) → ψ′(x) = Λ 1
2
ψ(Λ−1x) . (299)

(B. Odgovara transformaciji operatora stvaranja i ponǐstenja u Hilbertovom prostoru,
koje se efektivno prenosi na indekse polja.)
Nadalje, zbog boostova prostor parametara koji opisuje Lorentzove transformacije
nije konačan (rapiditet η može poprimiti bilo koju realnu vrijednost) dakle nije kom-
paktan. Nekompaktne Lieve grupe nemaju konačnodimenzijskih unitarnih
reprezentacija. Med–utim reprezentacija generatora (298) je dimenzije 4, dakle konačno-
dimenzijska. Zbog toga ona ne može biti unitarna.
- Nadalje, zbog neunitarnosti (298) transformacija Diracovih matrica neće biti unitarna
transformacija matrica, γµ → Λ†1

2

γµΛ 1
2
već transformacija sličnosti,

γµ → Λ−11
2

γµΛ 1
2
. (300)

DZ. Pokaži da je inverz Lorentzove transformacije Λ 1
2
jednak

(Λ 1
2
)−1 = e

i
2
ωµνSµν

. (301)

Napomena: Objasnimo što mislimo pod transformacijom γµ matrica. Naime γµ matrice
su konstantne matrice. One se ne transformiraju. Transformiraju se polja. γµ matrice
se ne javljaju same, već u ”sendviču” izmed–u polja. Kada se matrične Lorentzove trans-
formacije polja pridjele γµ matricama dobija se transformacija γµ matrica. U tom smislu
ovdje govorimo o Lorentzovim transformacijama γµ matrica.

- Lorentzova transformacija Diracove matrice

- Komutator Diracove matrica s generatorima Lorentzovih transformacija glasi

[γµ, Sρσ] = (J ρσ)µνγ
ν . (302)

DZ. Dokaži jednakost(302).
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- Relaciji (302) je ekvivalentna infinitezimalna Lorentzova transformacija Diracove matrice
(300),

(1 +
i

2
ωρσS

ρσ)γµ(1− i

2
ωρσS

ρσ)

= (1− i

2
ωρσJ ρσ)µνγ

ν = γµ + ωµνγ
ν . (303)

- To pokazuje da se na Lorentzove transformacije (300) Diracove matrice transformiraju
kao vektori,

γµ → Λ−11
2

γµΛ 1
2

= Λµνγ
ν . (304)

- Diracova algebra

- Diracove matrice su 4× 4 matrice i ima ih četiri. Nezavisnih 4× 4 matrica ima 16. Do
sada smo još sreli jediničnu matricu i 6 Sµν matrica. Nedostaje još 5 matrica.
- Potpun skup matrica koje se mogu izgraditi od matrica koje zadovoljavaju Cliffordovu
algebru (281) uz jedničnu matricu tvore sve antisimetrične kombinacije γµ matrica,

1,

γµ,

γµν =
1

2
[γµ, γν ] ≡ γ[µγν] = −iσµν ,

γµνρ = γ[µγνγρ] ≡ 1

6
(γµγνγρ − γµγργν − γνγµγρ + γνγργµ + γργµγν − γργνγµ),

γµνρσ = γ[µγνγργσ], (305)

(Uočite da u gornjim izrazima [ ] nije samo antisimetrizator indeksa, već uključuje i djel-
jenje sa n! gdje je n broj indeksa. )
- Ukupno ih je koliko je antisimetričnih kombinacija, 16 (vidi 1529)). Sve su nezavisne
jer imaju različita transformacijska svojstva na Lorentzove transformacije i zbog toga što
γµνρσ antikomutira sa svim γµ matricama, što znači da nije proporcionalna jediničnoj
matrici.

DZ. Rabeći (281) pokažite da γµνρσ matrica antikomutira sa svim γµ matricama.

- Uvod–enjem matrice γ5 i uporabom (281) i (11),

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 = − i

24
ǫµνρσγ

µγνγργσ (306)

i totalne antisimetrije γµνρσ dobijamo

γµνρσ = −iǫµνρσγ5 . (307)
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Slično dobijamo

γµνρ = −iǫµνρσγσγ5 . (308)

DZ. Provjerite (308) za nekoliko odabira indeksa µ, ν, ρ.

- γ5 ima sljedeća svojstva neovisna o reprezentaciji γµ matrica

{γ5, γµ} = 0, (309)

(γ5)2 = 1, (310)

(γ5)† = γ5, (311)

[γ5, Sµν ] = 0 . (312)

Svojstvo (311) je posljedica (306) relacije

(γµ)† = γ0γµγ0 (313)

(koju je lako dokazati u kiralnoj reprezentaciji), te unitarne ekvivalencije matrica iz raznih
reprezentacija.
Komutativnost γ5 s generatorima Lorentzove transformacije slijedi iz (309).

DZ. Dokaži relacije (309), (310) i (311),

- Eksplicitni izraz za γ5 u kiralnoj reprezentaciji je

γ5 =

(
−1 0
0 1

)
. (314)

- Lorentzove transformacije (vidi (304)) matrica Diracove algebre su

Λ−11
2

1Λ 1
2

= 1, (315)

Λ−11
2

γµΛ 1
2

= Λµνγ
ν , (316)

Λ−11
2

σµνΛ 1
2

= ΛµαΛ
ν
βσ

αβ, (317)

Λ−11
2

γµγ5Λ 1
2

= detΛ Λµνγ
νγ5, (318)

Λ−11
2

γ5Λ 1
2

= detΛ γ5, (319)

i prema njima su gornje matrice redom nazivaju skalarna, vektorska, tenzorska, pseu-
dovektorna i pseudoskalarna. Razlika npr. skalara i pseudoskalara se javlja npr. kod
paritetne transformacije kod koje je det Λ = −1.

DZ. Provjeri relacije (315), (316), (317), (318), (319).
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2.4 Diracova jednadžba, opis Diracove čestice

- U ovom poglavlju ćemo se pozabaviti konstrukcijom diferencijalne jednadžbe koja opisuje
polje sa Lorentzovom transformacijom (299) te svojstvima te jednadžbe.

� Diracova jednadžba

- Jednadžba mora biti Lorentz invarijantna.
- Jedan način da to postignemo jest da pretpostavimo da za Diracovo polje ψ(x) vrijedi
(slobodna) KG jednadžba,

(∂2 +m2)ψ(x) = 0 . (320)

KG operator je Lorentzov skalar koji ne miješa indekse 4-komponentnog polja ψ(x), pa je
zbog toga jednadžba (320) Lorentz invarijantna. Ona djeluje na svaku od 4 komponente
polja ψ(x) neovisno. Informacija o spinu, koja se očituje u povezanosti komponenti ne
dolazi do izražaja.

DZ. Pokaži da je jednadžba (320) Lorentz invarijantna.

- Drugi način jest da pokušamo konstruirati relativistički invarijantnu jednadžbu koja će
povezivati spinorne indekse. Evo jedne takve formalno Lorentz invarijantne jednadžbe,

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0, (321)

tzv. Diracove jednadžbe (DJ).m je Lorentzov skalar i on mora biti sadržan u jednadžbi jer
jednadžba (321) mora reproducirati KG jednadžbu, koja sadrži masu. Zbog (304) linearni
operator γµ∂µ je formalno Lorentz invarijantan na istovremene Lorentzove transformacije
koordinata i γµ matrica.
- Pokažimo Lorentz invarijantnost (321) rabeći transformaciju (299) B. koja transformira
samo polje,

(iγµ∂xµ −m)ψ(x) = 0 → (iγµ∂xµ −m)ψ′(x) = 0

≡ (iγµ∂xµ −m)Λ 1
2
ψ(Λ−1x) = 0

≡ (iΛ−11
2

γµΛ 1
2
∂xµ −m)ψ(Λ−1x) = 0

≡ (iΛµνγ
ν∂xµ −m)ψ(Λ−1x) = 0

≡ (iγµ∂Λ
−1x

µ −m)ψ(Λ−1x) = 0 . (322)

U izvodu je eksplicite naznačeno po kojoj se varijabli derivira - ∂xµ npr. derivira po xµ,

dok ∂Λ
−1x

µ derivira po (Λ−1x)µ. Izvod eksplicite dokazuje Lorentz invarijantnost (pre-
ciznije kovarijantnost) Diracove jednadžbe (321).
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DZ. Dokažite Lorentz invarijantnost DJ rabeći transformaciju (299) A. To je najzgodnije
napraviti tako da umjesto da transformirate jednadžbu i koordinate izrazite ψ(x) preko
ψ′(x′) i pokušate polaznu jednadžbu izraziti preko x′ koordinata i polja ψ′(x′).

- Množenjem (321) operatorom (−iγµ∂xµ −m) iz DJ se dobiva KGJ.

DZ. Pokaži da iz DJ slijedi KGJ. (Naputak: pokaži da je (aµγµ)
2 = a2).

� Lagrangijan Diracovog polja, Diracov konjugat

- Lagrangijan je Lorentzov skalar. Stoga se mora posumirati po svim indeksima koji se
Lorentz transformiraju. Zbog toga se Diracova polja moraju javljati u parovima koji
imaju suprotne Lorentzove transformacije (isto kao što se kod tenzorskih polja uvijek
javljaju u paru indeksi µ i µ).
- Zbog nehermitičnosti Lorentz generatora boosta Lorentzova transformacija Λ 1

2
nije uni-

tarna pa kombinacija ψ†(x)ψ(x) nije Lorentz invarijantna.
- Inverzna Lorentzova transformacija postiže se kombinacijom hermitske konjugacije i
množenja sa γ0 matricama (primjenjujemo (313)),

γ0Λ†1
2

γ0 = e
i
2
ωµνγ0(Sµν)†γ0

= e
i
2
ωµνSµν

= Λ−11
2

. (323)

DZ. Dokažite da je

Sµν = γ0(Sµν)†γ0. (324)

Provjerite relaciju (323)

- Iz (323) i (288) slijedi da se polje

ψ(x) ≡ ψ†(x)γ0 (325)

transformira inverzno polju ψ(x). ψ(x) je tzv. Diracov konjugat polja ψ(x).

DZ. Dokaži da se ψ(x) transformira inverzno polju ψ(x),

ψ(x) → ψ(Λ−1x)Λ−11
2

(326)

- Iz Lorentzove transformacija polja ψ(x) (299) i ψ(x) (326) te jednakosti (315)-(319)
slijede transformacije struja (rabimo transformaciju (299) B. koju rabe Peskin i Schroeder)

ψ(x)ψ(x) → ψ(Λ−1x)ψ(Λ−1x), (327)
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ψ(x)γµψ(x) → Λµνψ(Λ
−1x)γνψ(Λ−1x), (328)

ψ(x)σµνψ(x) → ΛµαΛ
ν
βψ(Λ

−1x)σαβψ(Λ−1x), (329)

ψ(x)γµγ5ψ(x) → det(Λ)Λµνψ(Λ
−1x)γνγ5ψ(Λ−1x), (330)

ψ(x)γ5ψ(x) → det(Λ)ψ(Λ−1x)γ5ψ(Λ−1x) . (331)

koje se zbog tih transformacija zovu skalarna, vektorska, tenzorska, aksijalno-vektorska i
pseudoskalarna.
- Lagrangijan Diracovog polja sadrži skalarnu struju uz masu i vektorsku uz derivaciju po
koordinatama,

LDirac(x) = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x) . (332)

DZ. Provjerite da li Lagrangijan (332) daje ispravnu jednadžbu za Diracovo polje ψ(x).
Pri tome uzmite da su polja ψ(x) i ψ(x) med–usobno nezavisna i rabite izraz za Euler-
Lagrangeove jednadžbe (60).

DZ. Pokažite da Lagrangijan (332) vodi na jednadžbu

−i∂µψ(x)γµ −mψ(x) = 0 . (333)

� Weylovi spinori

- Weylovi spinori

- Generatori Lorentzovih transformacija u kiralnoj reprezentaciji (296) i (297) su blok-
dijagonalni, odakle slijedi da je reprezentacija Lorentzovih transformacija (298) reducibilna.

(Napomena : to vrijedi za Lorentzove transformacije koje su kontinuirano povezane s
jedinicom, tzv. svojstvene (det Λ = 1) ortokrone (Λ0

0 > 0) Lorentzove transformacije.
Med–utim jedna od dvaju diskretnih Lorentzovih transformacija, paritet, ima Λ 1

2
propor-

cionalnu γ0 matrici, koja je off-dijagonalna i stoga reprezentacija svih Lorentzovih trans-
formacija ipak nije reducibilna. Druga diskretna Lorentzova transformacija, vremenska
inverzija ima blok-dijagonalni oblik Λ 1

2
.)

- Zbog te blok-dijagonalnosti (svojstvenih ortokronih) Lorentzovih transformacija Λ 1
2

Diracova valna funkcija se može razdvojiti na dva dvokomponentna dijela, ψL i ψR,

ψ =

(
ψL
ψR

)
(334)

od kojih se svaki nezavisno transformira na (svojstvene ortokrone) Lorentzove transfor-
macije. Konkretno infinitezimalne transformacije su (vidi (298), (296) i (297))

ψL → (1− i

2
~θ~σ − 1

2
~β~σ)ψL, (335)
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ψR → (1− i

2
~θ~σ +

1

2
~β~σ)ψR, (336)

gdje je θi = 1
2
ǫijkωjk i βi = ω0i. ψL i ψR su tzv. lijevi odnosno desni Weylov spinor.

DZ. Nad–ite izraze za konačnu transformaciju ψL i ψR u eksponencijanom obliku, i izvri-
jednite te izraze.

- Transformacije (335) i (336) su med–usobno povezane kompleksnom konjugacijom – rabeći
identitet

σ2~σ∗σ2 = −~σ, (337)

nalazi se se σ2ψ∗L i ψR jednako transformiraju.

DZ. Dokažite identitet (337). Rabeći (337) pokažite da se σ2ψ∗L i ψR jednako transformi-
raju.

- Kiralnost

- Naziv lijevi i desni (Weylov spinor) je u vezi s kiralnošću odnosno svojstvenom vri-
jednošću na djelovanje γ5 matrice,

γ5
(
ψL
ψR

)
=

(
−ψL
ψR

)
(338)

odakle

1− γ5

2

(
ψL
ψR

)
=

(
ψL
0

)
,

1 + γ5

2

(
ψL
ψR

)
=

(
0
ψR

)
. (339)

1−γ5
2

i 1+γ5

2
su projektori lijeve odnosno desne kiralnosti.

DZ. Dokaži da 1−γ5
2

i 1+γ5

2
tvore potpun skup projektora. Drugim riječima da je zbroj

svih projektora jednak jedinici, da je kvadrat projektora jednak projektoru i da je produkt
projektora sa bilo kojim različitim projektorom jednak nuli.

- Weylove jednadžbe

- Iz Diracove jednadžbe raspisane preko Weylovih spinora,

0 = (iγµ∂µ −m)ψ

=

(
−m i(∂0 + ~σ∇)

i(∂0 − ~σ∇) −m

)(
ψL
ψR

)

=

(
−m iσµ∂µ
iσµ∂µ −m

)(
ψL
ψR

)
, (340)
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vidi se da se u njoj miješaju lijeve i desne komponente. Med–utim ako se stavi m = 0
jednadžbe za ψL i ψR postaju neovisne,

0 = i(∂0 − ~σ∇)ψL = iσµ∂µψL,

0 = i(∂0 + ~σ∇)ψR = iσµ∂µψR . (341)

To su tzv. Weylove jednadžbe. One su važne za opis neutrina koji su praktički bez-
maseni.
(Napomena: 1998 je definitivno potvrd–eno u eksperimentima s neutrinskim oscilacijama
da neutrini ne mogu imati masu jednaku nuli.)

� Sačuvane struje

Razmatramo sačuvane struje teorije opisane slobodnim Diracovim Lagrangijanom (332)
na sljedeće transformacije:
- globalne fazne (U(1)) transformacije: ψ(x) → e−iαψ(x) α je konstanta (xµ se ne mi-
jenja),
- translacije (inf.): xµ → xµ − ǫµ, ψ(x) → ψ(x+ ǫ),
- Lorentzove transformacije (inf.): xµ → xµ − (ωx)µ, ψ(x) → (1− δΛ1/2)ψ(x+ ωx),

- kiralne U(1) transformacije: ψ(x) → e−iαγ
5
ψ(x), α je konstanta (xµ se ne mijenja).

1. Fazna (U(1)) transformacija

- Transformacije polja:

ψ(x) → e−iαψ(x) . ⇒ ψ(x) → eiαψ(x) . (342)

- Lagrangijan (332) je očigledno invarijantan na te transformacije (α = konst),

L(x) → L(x) ⇒ ∆L(x) = 0 ⇒ J µ(x)
(69)
= 0 . (343)

- Infinitezimalne transformacije polja, ∆ψ(x), ∆ψ(x) (vidi (68)):

ψ(x)
inf→ ψ(x)− iαψ(x) ⇒ ∆ψ(x) = −iψ(x), (344)

ψ(x)
inf→ ψ(x) + iαψ(x) . ⇒ ∆ψ(x) = iψ(x) . (345)

- Sačuvana struja (vidi (71), (344) i (343)):

jµ(x) =
∂L(x)
∂∂µψ(x)

∆ψ(x) + ∆ψ(x)
∂L

∂∂µψ(x)︸ ︷︷ ︸
=0

−J µ(x)︸ ︷︷ ︸
=0

= ψ(x)γµψ(x) . (346)
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Usporedite (343) sa (79), (344) i (345) sa (81)!i (82) sa (346)
- Sačuvani naboj:

Q =

∫
d3xψ(x)γ0ψ(x) =

∫
d3xψ†(x)ψ(x) . (347)

Uočite da je za klasična kompleksna polja naboj Q pozitivan. To je posljedica toga što
je Diracova jednadžba prvog reda u derivaciji po vremenu. Pozitivnost nulte komponente
sačuvane struje koja se zapravo interpretirala po Bornovoj interpretaciji kao gustoća vjero-
jatnosti nalaženja čestice je bio jedan od glavnih, ako ne i glavni razlog zašto je Dirac
našao Diracovu jednadžbu jer je bio nezadovoljan sa KG jednadžbom, koja nema to svo-
jstvo. Kao što ćemo vidjeti poslije ta Diracova motivacija je bila potpuno pogrešna. U
teoriji polja nulta komponenta gustoće struje ψ†(x)ψ(x) je gustoća naboja i takod–er nije
pozitivno definitna.

2. Translacije

- Infinitezimalne transformacije polja (Napomena: transformacija koordinata je xµ →
xµ − ǫµ):

ψ(x) → ψ(x+ ǫ) = ψ(x) + ǫµ∂µψ(x)

⇒ ∆µψ(x) = ∂µψ(x), (348)

ψ(x) → ψ(x+ ǫ) = ψ(x) + ǫµ∂µψ(x)

⇒ ∆µψ(x) = ∂µψ(x) . (349)

- Infinitezimalna transformacija Lagrangijana: Lagrangijan se transformira kao realno
skalarno polje – vidi (79):

L(x) → L(x+ ǫ) = L(x) + ǫµ∂
µL(x)

⇒ ǫν∂µ(g
µ
νL(x))︸ ︷︷ ︸

(J µ)ν(x)

⇒ (J µ)ν(x) = gµνL(x) . (350)

- Sačuvane struje (jµ)ν ≡ T µν :

T µν(x) =
∂L(x)
∂∂µψ(x)

∆νψ(x) + ∆νψ(x)
∂L

∂∂µψ(x)︸ ︷︷ ︸
=0

−(J µ)ν(x)

= ψ(x) (iγµ∂ν − gµνiγ
α∂α +mgµν)ψ(x) . (351)

- Sačuvani naboji:

H ≡ P 0 =

∫
d3xT 00(x)
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=

∫
d3xψ(x)(−i~γ∇+m)ψ(x)

=

∫
d3xψ†(x)[− iγ0~γ∇+mγ0]ψ(x), (352)

P i =

∫
d3xT 0i(x) =

∫
d3xψ†(x)[− i∇i]ψ(x) . (353)

Uočite da je u uglatoj zagradi u (352) diferencijani operator Hamiltonijana koji se javlja
u jednočestičnoj teoriji Diracove čestice. U uglatoj zagradi u (353) je diferencijani oper-
ator QM impulsa koji se uvodi npr minimalnom supstitucijom. Hamiltonijan i impuls su
očekivane vrijednosti spomenutih QM diferencijanih operatora za danu Diracovu valnu
funkciju ψ(x).
Ovakav način izračunavanja Hamiltonijana i impulsa, preciznije operatora Hamiltonijana
i impulsa vrijedi i za kvantnu teoriju polja. Jedina razlika će biti da će se ”klasična”
Diracova polja zamijeniti sa kvantiziranim poljima – koja sadrže operatore stvaranja i
ponǐstenja.

3. Lorentzove transformacije

- Infinitezimalne transformacije polja (Napomena: infinitezimalne transformacije koordi-
nata su xµ → xµ − (ωx)µ) - (u izvodu rabimo (68), (299), (298), (297), (264))

ψ(x) → (1− i

2
ωµνS

µν)
︸ ︷︷ ︸

Λ−1
1
2

ψ(x− ωx︸ ︷︷ ︸
Λx

)

= ψ(x) +
1

2
ωµν (xµ∂ν − xν∂µ)︸ ︷︷ ︸

−iJµν

ψ(x)− i

2
ωµνSµνψ(x)

⇒ ∆µνψ(x) = −i(Jµν + Sµν)ψ(x), (354)

ψ(x) → ψ(x− ωx)(1 +
i

2
ωµνS

µν)

= ψ(x) +
1

2
ωµν (xµ∂ν − xν∂µ)︸ ︷︷ ︸

−iJµν

ψ(x) +
i

2
ωµνψ(x)S

µν

⇒ ∆µνψ(x) = −iJµνψ(x) + iψ(x)Sµν . (355)

- Infinitezimalne tranformacije Lagrangijana (transformira se kao skalarno polje)

L(x) → L(x− ωx) = L(x) + 1

2
ωαβ(xα∂β − xβ∂α)L(x)

= L(x) + 1

2
ωαβ∂µ (g

µβxα − gµαxβ)L(x)︸ ︷︷ ︸
(J µ)αβ

⇒ (J µ)αβ = (gµβxα − gµαxβ)L(x) . (356)
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- Sačuvane struje (jµ)αβ ≡ Mµαβ ( ∂L
∂∂µψ

= 0)

Mµαβ = −ψ(x)iγµ(iJαβ + iSαβ)ψ(x)

−(gµβxα − gµαxβ)
(
ψ(x)(iγλ∂λ −m)ψ(x)

)
(357)

- ”Sačuvani” naboji

Qαβ =

∫
d3x

(
ψ†(x)(Jαβ + Sαβ)ψ(x)− (g0βxα − g0αxβ)ψ(x)(iγλ∂λ −m)ψ(x)

)
(358)

Operatori momenta impulsa dani su sa

Qij =

∫
d3xψ†(x)

(
−i(xα∂β − xβ∂α)− i

4
[γα, γβ]

)
ψ(x) . (359)

Operatori boosta, su takod–er sačuvani. Oni imaju imaju eksplicitnu zavisnost o pros-
tornim koordinatama

Q0i =

∫
d3x

(
ψ†(x)(J0i + S0i)ψ(x) + xiψ(x)(iγλ∂λ −m)ψ(x)

)
(360)

4. Kiralna U(1) transformacija

- Kiralna U(1) transformacija ima u usporedbi sa faznom transformacijom u eksponentu
dodatni γ5 faktor:

ψ(x) → e−iαγ
5

ψ(x), (361)

ψ(x) → ψ(x)e−iαγ
5

. (362)

- Transformacija Lagrangijana:

L(x) = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x)

→ ψ(x)(iγµ∂µ −me−2iαγ
5

)ψ(x) . (363)

Stoga je Lagrangijan invarijantan na kiralnu transformaciju samo ako je polje ψ(x) bez-
maseno.
-Infinitezimalna kiralna transformacija daje (vidi (68))

∆ψ(x) = −iγ5ψ(x),
∆ψ(x) = −iψ(x)γ5 . (364)

- Sačuvana struja za bezmasenu Diracovu česticu slijedi iz Lagragijana,

jµ = ψ(x)γµγ5ψ(x) . (365)
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- Primjena: primjenjuje se kod lakih kvarkova u d i s, koji su skoro bezmaseni u uspored-
bom sa masama mezona koji su od njih izgrad–eni.
- Primjetite da ako teorija zadovoljava neku grupu simetrija G i ako su fermioni bez-
maseni, tada je ona je invarijantna na grupu G×GA gdje je GA pridružena grupa kiralnih
simetrija. Npr. ako teorija ima SU(2) simetriju, teorija s bezmasenim fermionima imat
će SU(2)× SU(2)A simetriju.

64



2.5 Slobodna rješenja Diracove jednadžbe

Diracovi spinori koji su slobodna rješenja KG jednadžbe

- U ovom poglavlju ćemo se pozabaviti rješenjima Diracove jednadžbe koja imaju oblik
ravnog vala, tj. koja su rješenja slobodne KG jednadžbe (66).
- Postoje dva rješenja

ψ(x) = u(p)e−ip·x,

ψ(x) = v(p)eip·x, (366)

što se tiče faze. Prvo odgovara pozitivno-energetskom rješenju, a drugo negativno-energetskom
rješenju za energiju i impuls (vidi (50))

E = ±
√
~p2 +m2 . (367)

Diracove jednadžbe u impulsnom prostoru

- Uvrštavanjem u Diracovu jednadžbu dobijamo pripadne Diracove jednadžbe u impul-
snom prostoru

0 = (γµpµ −m)u(p) =

(
−m σµpµ
σµpµ −m

)(
ξu(p)
χu(p)

)
, (368)

0 = (−γµpµ −m)v(p) =

(
−m −σµpµ

−σµpµ −m

)(
ξv(p)
χv(p)

)
, (369)

gdje smo 4-komponentne spinore prikazali preko dva dvokomponentna spinora.
- Algebarske jednadžbe (368) i (369) se mogu riješiti direktno, ali ih je jednostavnije riješiti
u sustavu mirovanja i boostirati ta rješenja u opći referentni sustav.

Rješenja DJ u sustavu mirovanja
- U sustavu mirovanja je p = p0 = (m, 0) i jednadžbe imaju oblik

0 =

(
−m m
m −m

)
u(p0), (370)

0 =

(
−m −m
−m −m

)
v(p0), (371)

s rješenjima

u(p0) =
√
m

(
ξ
ξ

)
, (372)

v(p0) =
√
m

(
ξ
−ξ

)
. (373)
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Tu je ξ opći spinor. Iako je faktor
√
m stvar konvencije on omogućuje da se spinori ξ

normaliziraju kao QM Paulijevi spinori, tj. na jedinicu, ξ†ξ = 1.

Broj stupnjeva slobode za rješenja DJ

- Nakon primjene Diracove jednadžbe samo je jedan od dva spinora u (368) i (369) neza-
visan. Drugim riječima, pozitivno (negativno) energetska rješenja DJ imaju maksimalno
dva stupnja slobode – dakle ukupno 4 stupnja slobode za pozitivno i negativno energetska
rješenja. Poslije ćemo vidjeti da za masivna rješenja DJ koja nose naboj spinori ξ stvarno
odgovaraju spinskim stupnjevima slobode.
- Ako su čestice bezmasene pozitivno (negativno) energetska rješenja imaju samo jedan
stupanj slobode koji odgovara helicitetu. Dakle ukupno dva stupnja slobode.
- Ako čestice ne nose naboj (Majorana spinori) tada pozitivno (negativno) energetska
rješenja DJ imaju dva stupnja slobode, ali su pozitivno energetska rješenja u identična
negativno energetskim v. Dakle ukupno 2 stupnja slobode.

Boostiranje rješenja (372) i (373)

- Boost u općem smjeru u vektorskoj reprezentaciji

- Boost za vektore u z-smjeru je (η = ω03; rabimo (269) i (270))

L(pẑ)µν = (eω(pẑ))µν = (e−iηJ
03

)µν

= exp




0 0 0 η
0 0 0 0
0 0 0 0
η 0 0 0


 =




cosh η 0 0 sinh η
0 1 0 0
0 0 1 0

sinh η 0 0 cosh η


 (374)

≡




γ 0 0 βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
βγ 0 0 γ


 (375)

=

(
cosh η sinh η ẑT

sinh η ẑ 1+ (cosh η − 1) ẑ ⊗ ẑT

)
, (376)

gdje su β = v/c i γ = 1/
√

1− β2 parametri s kojima ste u općoj fizici opisivali Lorent-
zove transformacije. U (376) smo z-boost zapisali u obliku koji je podesan za nalaženje
boosta u općem smjeru. U toj je formuli ẑ smjer 3-impulsa, odnosno smjer vektora boost
parametara (0, 0, η)T ; ẑT je njemu transponirani vektor.
- Iz (374) slijedi izraz za impuls preko rapiditeta η (vidi tekst ispod (272)),

p = (E, 0, 0, p) = (E, pẑ);

E = m cosh η, p = m sinh η . (377)

- Boost u p̂ smjeru možemo dobiti na dva načina.
a. Odabirom parametara ω0i = ηp̂i, ωij = 0 i direktnim računom eω.
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b. Djelovanjem na boost u ẑ smjeru rotacijskim matricama koje rotiraju ẑ → p̂.
- Razmotrimo ovaj drugi način. Neka je R(~p) rotacijska matrica koja rotira ẑ → p̂ i R(~p)
pripadna rotacija u 3-D prostoru

R(p̂) ẑ = p̂, ẑT R
T
(p̂) = p̂T , (378)

R(p̂) =

(
1 0
0 R(p̂)

)
. (379)

Odatle za boost u p̂ smjeru koji daje iznos 3-impulsa p̂ dobijamo (koristimo ortogonalnost

matrice R(p̂) tj. jednakost R
T
(p̂) = R

−1
(p̂))

L(~p) = R(p̂)L(pẑ)R−1(p̂)

=

(
cosh η sinh η p̂T

sinh η p̂ 1+ (cosh η − 1) p̂⊗ p̂T

)
. (380)

Primjetimo da se za masivne čestice boost u općem smjeru uvijek može prikazati preko
boosta u ẑ smjeru i rotacije koja rotira ẑ → p̂.
- pµ dobijamo iz p0 = (m, 0) boostiranjem sa L(~p),

L(~p)µν(p0)
ν = mL(~p)µ0 = (m cosh η, p̂ m sinh η) . (381)

DZ. Izračunajte boost matricu za opći smjer, L(~p) direktno iz izraza za eω(~p) gdje je
{(ω(~p))0i} = ηp̂, (ω(~p))ij = 0.

- Opći boost u spinornoj reprezentaciji

- Općem boostu u vektorskoj reprezentaciji L(~p) odgovara opći spinorni boost (vidi (296),
(298), (299) i (304))

Λ 1
2
(L(~p)) = e−iηp̂iS

0i

=

(
e−

η
2
p̂~σ 0

0 e
η
2
p̂~σ

)
(382)

=

( √
e−ηp̂~σ 0

0
√
eηp̂~σ

)
=



√

σµpµ

m
0

0
√

σµpµ

m


 . (383)

U prvoj jednakosti (383) pod korijenom matrice se podrazumijeva matrica koja se do-
biva dijagonalizacijom matrice, pa uzimanjem pozitivnih korijena svojstvenih vrijednosti
matrice. U drugoj relaciji (383) primjenjena je jednakost

e−ηp̂~σ = cosh η − p̂~σ sinh η =
σµpµ
m

, (384)
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i analogna jednakost za eηp̂~σ. Vrijedi takod–er

√
σ · p =

p · σ +m√
2(E +m)

. (385)

DZ. Nad–ite za eηp̂~σ izraz preko pµ.

DZ. Dokažite relaciju 385.

- Primjenom boosta (383) na spinore u sustavu mirovanja (372) i (373) dobijamo spinore
4-impulsa (381),

u(p) =

( √
σ · p ξ√
σ · p ξ

)
, (386)

v(p) =

( √
σ · p ξ

−√
σ · p ξ

)
. (387)

- Korisna relacija

- U računima sa spinorima (386) i (387) često se rabi relacija

(σ · p)(σ · p) = p2 = m2 . (388)

DZ. Provjerite da li spinori (386) i (387) zadovoljavaju Diracove jednadžbe u impulsnom
prostoru uvrštavanjem (386) u (368) odnosno (387) u (369).

Diracovi spinori odred–enog heliciteta

- Do sada smo pokazali kako možemo definirati stanja odred–enog 4-impulsa. Med–utim
potpun skup komutirajućih operatora Poincaréove grupe, uz pµ sadrži i operator koji
definira spin ili helicitet stanja.
- QM operator Hamiltonijana, −iγ0~γ∇ +mγ0 (vidi (352)) i QM operator impulsa −i∇i

(vidi (353)) u impulsnom prostoru,

Ĥ ≡ −iγ0~γ∇+mγ0 → γ0~γ~p+mγ0, (389)

~̂P ≡ −i∇ → ~p, (390)

komutiraju sa tzv. operatorom heliciteta,

h ≡ p̂~S ≡ 1

2
p̂

(
~σ 0
0 ~σ

)
. (391)
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DZ. Pokažite sljedeće dvije relacije

2Si
def≡ Σi =

i

2
ǫijk[γj, γk] (392)

= γ5γ0γi
def≡ γ5~α . (393)

Prva relacija, (392), povezuje ”spinsku matricu” sa γµ matricama a druga, (393), je
povezuje sa matricama αi ≡ γ0γi koje se javljaju u QM Hamiltonijanu (389).

DZ. Pokažite da operator heliciteta h komutira sa QM operatorima Hamiltonijana i im-
pulsa.

- Spinori (386) i (387) su svojstvena stanja heliciteta ako Paulijevi spinori ξ zadovoljavaju
relaciju

~σp̂ξ = ±ξ . (394)

.

DZ. a. Pokažite da su spinori (386) i (387) svojstvena stanja heliciteta ako 2-spinori ξ
zadovoljavaju relaciju (394).
Naputak: Raspǐsite izraz za boost u kojem se javlja η/2, (382). Nad–ite izraze za Diracove
spinore (386) i (387) rabeći taj oblik boosta. Primjenite na tako dobivene Diracove spinore
operator h (391) i zahtjevajte da je tako dobiven izraz proporcionalan polaznim spinorima.
b. Nad–ite eksplicitni oblik rješenja svojstvene jednadžbe (394).

DZ. a. Pokažite da za boost u ẑ smjeru valne funkcije u(p) i v(p) imaju oblik

u(p) =

(
[eη/2(1−σ

3

2
) + e−η/2(1+σ

3

2
)]
√
mξ

[eη/2(1+σ
3

2
) + e−η/2(1−σ

3

2
)]
√
mξ

)

=

(
[
√
E + p3(1−σ

3

2
) +

√
E − p3(1+σ

3

2
)]ξ

[
√
E + p3(1+σ

3

2
) +

√
E − p3(1−σ

3

2
)]ξ

)
, (395)

v(p) =

(
[eη/2(1−σ

3

2
) + e−η/2(1+σ

3

2
)]
√
mξ

−[eη/2(1+σ
3

2
) + e−η/2(1−σ

3

2
)]
√
mξ

)

=

(
[
√
E + p3(1−σ

3

2
) +

√
E − p3(1+σ

3

2
)]ξ

−[
√
E + p3(1+σ

3

2
) +

√
E − p3(1−σ

3

2
)]ξ

)
. (396)

b. Rabeći izraze (395) i (396) nad–ite izraze za u(p) i v(p) za sljedeće izbore ξ: ξ = (1, 0)T ,
ξ = (0, 1)T .
c. Rabeći izraze dobivene u b. podzadatku nad–ite izraze za (395) i (396) u limesu kada
je energija mnogo manja od mase. Uočite da tako dobiveni spinori imaju samo jedan
stupanj slobode za danu vrijednost p.

69



- Za masivne čestice helicitet ovisi o inercijalnom sustavu iz kojeg se čestica gleda. Na-
jjednostavnije je to vidjeti boostirajući duž smjera p̂ u negativnom smjeru. Operator h
je definiran s obzirom na smjer 3-impulsa čestice, dok je impuls čestice definiran i sm-
jerom 3-impulsa i rapiditetom koji definira iznos 3-impulsa. Ako se čestice boostira u
negativnom ~p smjeru boostom čiji je rapiditet veći od rapiditeta koji definira 4-impuls
čestice, smjer 3-impulsa čestice će se promijeniti. Formalno operator h je invarijantan na
sve boostove duž ~p osi. Zbog toga helicitet u gornjoj proceduri mijenja predznak.

DZ. a. Pokaži da bilo kakvo boostiranje duž p̂ osi ne mijenja h. b. Pokaži da za masivne
čestice boostiranjem valnih funkcija (386) i (387) u negativnom p̂ smjeru s rapiditetom
većim od η = Arch(E/m) = Log((E + p)/m) dobijamo spinore sa suprotnim smjerom
3-impulsa.

- Za bezmasene spinore se helicitet ne mijenja jer ne postoji boost koji bi preokrenuo
smjer 3-impulsa bezmasene čestice.
- Vidjet ćemo poslije da se dodatni spinski stupanj slobode masivnih čestica prirodno
opisuje spinom, a kod bezmasenih helicitetom.

Normalizacija spinora, relacije ortonormiranosti

- Normalizacija spinora u

- Uobičajeno je normalizaciju spinora definirati na Lorentz invarijantan način. Kako ψ†ψ
nije Lorentz invarijantno, zgodno je da nije ni u†u (vidi (386)),

u†(p)u(p) = (ξ†
√
σ · p, ξ†

√
σ · p)

( √
σ · pξ√
σ · pξ

)

= 2E~pξ
†ξ . (397)

Slično kako je ψψ Lorentz invarijantno, zgodno je ako je i uu (u = u†γ0, koristimo (292)
i (388)),

uu = 2mξ†ξ . (398)

DZ. Provjerite relacije (397) i (398).

Da bi se to postiglo uobičajeno je normalizirati dvokomponentne spinore ξ kao Paulijeve
spinore,

ξ†ξ = 1 . (399)

- Nadalje, uobičajeno je izabirati bazu ortonormiranih ξ spinora ξ1 i ξ2 ((ξi)†ξj = δij),
kao npr.

ξ1 =

(
1
0

)
, ξ2 =

(
0
1

)
. (400)
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- Tako dobijamo spinore

us(p) =

( √
σ · pξs√
σ · pξs

)
, s = 1, 2 , (401)

koji zadovoljavaju sljedeće normalizacijske uvjete i uvjete ortonormiranosti

ur(p)us(p) = 2mδrs, ur†(p)us(p) = 2E~pδ
rs . (402)

- Normalizacija spinora v

- Na potpuno analogan način se normaliziraju spinori v, (387). Spinori v se izražavaju
preko ortonormiranih Paulijevih spinora ηs ((ηs)†ηr = δsr),

vs(p) =

( √
p · σηs

−√
p · σηs

)
, s = 1, 2 . (403)

- Normalizacija tih stanja je

vr(p)vs(p) = −2mδrs, vr†(p)vs(p) = 2E~pδ
rs . (404)

DZ. Provjerite relacije (404)

- Relacije ortogonalnosti u i v

- Vrijede sljedeće dvije relacije ortogonalnosti u i v spinora

ur(p)vs(p) = vr(p)us(p) = 0, (405)

ur†(~p)vs(−~p) = vr†(−~p)us(~p) = 0 . (406)

Tu je v(−~p) ≡ v(E,−~p). Primjetite dok ortonormiranost vrijedi za u i v spinore odnosno
v i u spinore istog 4-impulsa p, za u† i v spinore odnosno v† i u spinore ortonormiranost
vrijedi ako u i v spinori imaju suprotne 3-impulse.

Opće rješenje slobodne DJ

- Na kraju napomenimo da se svako rješenje slobodne DJ (321) može prikazati kao linearna
superpozicija rješenja (401) i (403). U toj linearnoj superpoziciji u funkcije se javljaju uz
pozitivno energetske faktore e−ip·x a v funkcije uz negativno energetske faktore eip·x.

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pu

s(p)e−ip·x + b∗~pv
s(p)eip·x

)
. (407)

Gornji izraz nije još kvantizirano polje već nekvantizirano. To se očituje u tome što su as~p
i b∗~p obični kompleksni brojevi. Pri kvantizaciji as~p i b

∗
~p će postati operatori.
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DZ. Dokažite da ψ(x) definiran jednadžbom (407) zadovoljava Diracovu jednadžbu (321).

Spinske sume, relacija potpunosti

- U računu smetnje kvadrati amplituda u kojima učestvuju fermioni sadrže uvijek ten-
zorske produkte spinornih funkcija u ili v oblika,

us(p)⊗ us(p), vs(p)⊗ vs(p) . (408)

Ubuduće nećemo pisati tenzorski produkt ⊗ i on će se podrazumijevati. Gornji produkti
nose informaciju o polarizaciji fermionskih stanja i imaju kompliciranu spinsku i kutnu
zavisnost pri prijelazu iz jednog u drugi referentni sustav. Eksperimentalno se uglavnom
ne mjeri polarizacija početnih i konačnih fermionskih stanja, tako da se po spinu može
posumirati. U kvadratima amplituda koje sadrže sume tenzorskih produkata (408) kutno-
spinska zavisnost se gubi i lakše ih je izračunati. Nad–imo spinske sume (408).

- Spinska suma za tenzorski produkt u i u funkcija glasi

∑

s=1,2

us(p)us(p) =
∑

s

( √
p · σξs√
p · σξs

)
(ξs†
√
p · σ, ξs†√p · σ)

=

( √
p · σ√p · σ √

p · σ√p · σ√
p · σ√p · σ √

p · σ√p · σ

)

=

(
m p · σ
p · σ m

)
≡ γ · p+m . (409)

U drugom redu (409) upotrebljena je jednakost

∑

s

ξsξs† = 1 =

(
1 0
0 1

)
. (410)

U trećem rabimo prvo (388) a zatim (294).

- Analogno se nalazi spinska suma za tenzorski produkt v i v funkcija

∑

s

vs(p)vs(p) = γ · p−m . (411)

- Iz relacija (409) i (411) slijedi relacija potpunosti za Diracove spinore 4-impulsa
p,

∑

s

us(p)us(p)−
∑

s

vs(p)vs(p) = 2m . (412)

Nju je jako zgodno koristiti u kombinaciji sa relacijama ortonormiranosti (402), (404) i
(405)
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DZ. Dokažite relaciju (411)

DZ. Dokažite da

γ · p+m

2m
i

γ · p−m

2m
(413)

tvore potpun skup projektora ”pozitivno” i ”negativno” energetskih stanja.
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2.6 Kvantizacija Diracovog polja

2.6.1 POVIJESNI OKVIRI (Uzeto iz Weinberg I)

a. Paulijev princip isključenja (Pauli 1925) je opažen eksperimentalno u atomskoj
fizici tj. na atomskim elektronskim stanjima.

b. Jordan 1927 i Wigner 1928 su uočili da Paulijev princip isključenja omogućuje za
vrijednosti broja zauzeća istog kvantnog stanja samo vrijednosti nk = 0,1. To
je impliciralo da operatori ak i a†k koji se javljaju u Fourierovom transformatu polja ne
zadovoljavaju komutacijske već antikomutacijske relacije,

aka
†
j + a†jak = δjk, akaj + ajak = 0, a†ka

†
j + a†ja

†
k = 0. (414)

DZ. Pokažite da iz antikomutacijskih relacija slijedi da je (a†k)
2 = 0, tj. da se isto kvantno

stanje može popuniti maksimalno jednom. Za dani k uvedite bazu preko brojeva zauzeća,
|0〉k, |1〉k. Nad–ite operatore ponǐstenja ak i stvaranja a†k u toj bazi.

c. Diracova jednadžba je nad–ena 1928. Ona je imala pozitivno i negativno energet-
ska stanja.

d. Problem negativno energetskih stanja je ”riješio” Dirac 1930 rabeći Paulijev princip
– popunio je sva negativno energetska stanja (tj. uveo tzv. Diracovo more
čestica). Time je uveo vǐsečestičnu interpretaciju Diracove jednadžbe i po prvi puta
uveo vakuum (ovdje je to bilo Diracovo more), za koji je pretpostavio da se ne vidi —
sve se mjerilo relativno prema tom vakuumu. Nedostatak elektrona (šupljine) u vakuumu
tako postaju pozitivno nabijene čestice iste mase kao elektron (pozitroni).

e. Fock (1933) a zatim Furry i Oppenheimer (1934) su uočili da se polje ne može graditi
i od operatora stvaranja i operatora ponǐstenja, jer ti operatori imaju suprotan
naboj. Stoga su ih probali izgraditi samo od operatora ponǐstenja,

ψ(x) =
∑

k

uk(~x)e
−iωktak, (415)

gdje je {uk(~x)e−iωkt} potpun skup rješenja slobodne Diracove jednadžbe,

Huk = ~ωkuk, (416)

H ≡ −i~c~α∇+ βmc2, (417)∫
d3xu†k(x)ul(x) = δkl, (418)

~α = γ0~γ, β = γ0 (vidi (352)), a ak su Jordan-Wignerovi operatori ponǐstenja (414).

∗ Hamiltonijan su konstruirali prema idejama druge kvantizacije Heisenberga i
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Paulija, po kojima je Hamiltonijan jednak ”očekivanoj vrijednosti” operatora H (Eq.
(417)) s obzirom na ”valnu funkciju” ψ (Eq. (415)),

H =

∫
d3xψ†Hψ =

∑

k

~ωka
†
kak =

∑

k

+
~ωka

†
kak +

∑

k

−
~ωka

†
kak, (419)

gdje
∑+ (

∑−) označuju sume po pozitivnim (negativnim) frekvencijama.

DZ. Izvedite izraz za Hamiltonijan (419).

Problem s operatorom (419) je da nije pozitivno definitan.
∗ Furry i Oppenheimer su riješili taj problem primjenjujući Diracovu ideju da poz-
itron odgovara nedostatku negativno-energetskog elektrona,

ae
−

k ∼ (be
+

k
)†, (ae

−

k )† ∼ be
+

k
, (420)

i simetriju antikomutacijskih relacija operatora stvaranja i ponǐstenja,

[ak, a
†
ℓ]+ = δkℓ → [b†

k
, bℓ]+ = δk ℓ = δkℓ, (421)

gdje je k skup QB sa istim po iznosu a suprotnim po predznaku aditivnim QB od skupa
k.

- Izjednačavanjem operatora sa lijeve i desne strane relacija (420) dobili su

ψ(x) =
∑

k

+
uk(x)ak +

∑

k

−
uk(x)b

†
k
, (422)

uk(x) = uk(~x)e
−iωkt (423)

⇒ H =
∑

k

+
~ωka

†
kak +

∑

k

−
~|ωk|b†kbk + E0, (424)

E0 = −
∑

k

−
~|ωk| . (425)

- Redefinirali su vakuumsko stanje (inače bi redefinicija operatora (420) bila formal-
nost)

ψ̃0, akψ̃0 = 0

→ ψ0, akψ0 = 0, ωk > 0 (426)

bkψ0 = 0, ωk < 0 . (427)

⇒ energija vakuuma ψ0 je E0 (uoči da je negativna).
⇒ Ako se energija mjeri prema energiji vakuuma, fizikalni operator energije je H− E0

koji je pozitivno definitan.
⇒ Problem negativnih enegija je time riješen u TP za e−.
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2.6.2 PESKIN-SCHROEDEROV PRISTUP KVANTIZACIJI DIRACOVOG
POLJA

- Peskin-Schroederov pristup kvantizaciji baziran je na Paulijevom dokazu spin-statistika
teorema. Pauli je pokazao da ako se pretpostavi Lorentz invarijantnost, pozitivnost
energije fizikalnih stanja, pozitivnost normi tih stanja i kauzalnost da čestice
cjelobrojnog spina zadovoljavaju Bose-Einsteinovu statistiku a čestice polucjelobro-
jnog spina zadovoljavaju Fermi-Diracovu statistiku.
- Peskin-Schroederov izvod koji slijedi je ilustracija tog teorema.
- U prvom dijelu izvoda se pokušava kvantizirati Diracovo polje komutatorima i taj izvod
vodi na neslaganje sa Paulijevom pretpostavkom pozitivnosti energije čestica. Ostali
uvjeti su ispunjeni.
- U drugom dijelu se zahtjeva i pozitivnost energije čestica i to vodi na zaključak da
polja van svjetlosnog stošca moraju antikomutirati. Prirodno proširanje tog rezultata
jest kvantizacija fermionskih polja antikomutatorima i ono se uz redefiniciju vakuuma
pokazuje konzistentim sa zahtjevom pozitivne definitosti Hamiltonijana.

- Iz Lagrangijana (332),

L(x) = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x), (428)

slijedi da je kanonski impuls polja ψ jednak iψ†, a odatle Hamiltonijan (vidi (352); us-
poredi sa (419))

H =

∫
d3xψ(−i~γ · ∇+m)ψ =

∫
d3xψ†hDψ,

hD = −i~α · ∇+mβ . (429)

A. Pokušaj kvantizacije komutacijskim relacijama

-Komutacijske relacije

- Ako se pretpostave kanonske komutacijske relacije za ψ i pripadni kanonski impuls iψ†

slijedi,

[ψa(~x), ψ
†
b(~y)] = δ(3)(~x− ~y)δab, (430)

[ψa(~x), ψb(~y)] = 0, (431)

[ψ†a(~x), ψ
†
b(~y)] = 0 . (432)

gdje su a, b = 1, . . . , 4 komponente polja ψ. Polja ψ i ψ† su u Schrödingerovoj reprezentaciji.
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- Dijagonalizacija Hamiltonijana

- Kvantizacijom opće rješenje slobodne Diracove jednadžbe (407)

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pu

s(p)e−ip·x + bs~pv
s(p)eip·x

)
, (433)

ψ(~x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

ei~p·~x
∑

s

(
as~pu

s(~p) + bs−~pv
s(−~p)

)
, (434)

postaje operator (bs∗~p iz (407) zamjenjen je sa bs~p u skladu sa raspravom u Peskin-Schroederu).
Time koeficijenti as

~p i bs
~p postaju operatori. U (434) je opće rješenje Diracove jed-

nadžbe napisano u Schrödingerovoj reprezentaciji u obliku koji je podesan za nalaženje
koeficijenata as~p i b

s
~p.

DZ. Rabeći relacije ortonormiranosti (402), (404), (405) i (406) pokažite da su koeficijenti
as~p i b

s
~p jednaki

as~p =
1√
2E~p

us†(~p)

∫
d3xe−i~p·~xψ(~x), (435)

bs~p =
1√
2E~p

vs†(~p)

∫
d3xe+i~p·~xψ(~x) . (436)

DZ. Rabeći izraze (435) i (436) za as~p i bs~p i pretpostavljajući da vrijede komutacijske
relacije (430), (431) i (432) pokažite da vrijede sljedeće komutacijske relacije za operatore
as~p i b

s
~p,

[ar~p, a
s†
~q ] = [br~p, b

s†
~q ] = (2π)3δ(3)(~p− ~q)δrs; (437)

[ar~p, a
s
~q] = [br~p, b

s
~q] = [ar~p, b

s
~q] = [ar~p, b

s†
~q ] = [ar†~p , b

s
~q] = 0 (438)

(ima 16 komutacijskih relacija ali iz navedenih se kompleksnom konjugacijom ili zam-
jenom članova u komutatorima mogu dobiti sve relacije).

DZ. Pretpostavljajući komutacijske relacije (437) i (438), izraza za Diracovo polje (434)
i relacija potpunosti (409) i (411) pokažite da vrijede komutacijske relacije (430), (431) i
(432).

- Rabeći izraz za Hamiltonijan (429), izraz za Diracovo polje (434), Diracove jednadžbe
(368) i (369) te relacije ortonormiranosti (405) i (406) može se naći izraz za Hamiltoni-
jan preko operatora stvaranja i ponǐstenja,

H =

∫
d3p

(2π)3

∑

s

(
E~pa

s†
~p a

s
~p − E~pb

s†
~p b

s
~p

)
. (439)
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DZ. Provjerite izraz za Hamiltonijan (439)

- (439) predstavlja dijagonalizirani Hamiltonijan za Diracovo polje. Problem s njim je da
nije pozitivno definitan.
- Taj se problem ne može riješiti ni zamjenom b ↔ b†, jer komutacijska relacija (437)
za b i b† operatore nije simetrična na tu zamjenu. Stoga b ne može biti operator stvaranja.
Time komutacijska pravila (430) vode na problem negativno energetskih stanja.

- Kauzalnost

- Za provjeru kauzalnosti treba izračunati sve komutatore polja u Heisenbergovoj
slici i provjeriti da li su oni jednaki nuli za prostornolike intervale. Nadalje,
komutator bi morao predstavljati amplitude prijelaza pozitivno energetskih čestica,
budući da negativno-energetske čestice nisu opažene.
- Rabeći izraz za Hamiltonijan (439) i Hausdorffovu formulu (153) nalazimo

eiHtas~pe
−iHt = as~pe

−iE~pt, eiHtbs~pe
−iHt = bs~pe

+iE~pt . (440)

DZ. Provjeri relacije (440).

Iz relacija (440) i izraza za Diracovo polje u Schrödingerovoj slici (434) slijede izrazi za
polja ψ i ψ u Heisenbergovoj slici,

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pu

s(p)e−ip·x + bs~pv
s(p)eip·x

)
, (441)

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as†~p u

s(p)eip·x + bs†~p v
s(p)e−ip·x

)
. (442)

- Dok su komutator ψ sa ψ i komutator ψ sa ψ očigledno jednaki nuli, komutator ψ sa ψ
glasi

[ψa(x), ψb(y)]x0=y0 = (γ0)abδ(~x− ~y) (443)

za ista vremena, odnosno (vidi (163))

[ψa(x), ψb(y)] = (iγµ∂µ +m)ab[φ(x), φ(y)] (444)

za različita vremena, gdje je φ(x) skalarno polje iste mase kao ψ(x). Budući da je komuta-
tor KG polja [φ(x), φ(y)] jednak nuli izvan svjetlosnog stožca, isto vrijedi i za komutator
[ψ(x), ψ(y)]. Primjetite da je komutator [ψ(x), ψ(y)] c-broj.
- Uz pretpostavku da su as~p i b

s
~p operatori ponǐstenja (to diktiraju komutacijske relacije),

as~p|0〉 = 0, bs~p|0〉 = 0, (445)
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dobijamo

[ψa(x), ψb(y)] = 〈0|[ψa(x), ψb(y)]|0〉
= 〈0|ψa(x)ψb(y)|0〉 − 〈0|ψb(y)ψa(x)|0〉 . (446)

Samo prvi član doprinosi komutatoru. On predstavlja prijelaznu amplitudu izmed–u x
i y prostorno-vremenskih točaka. Med–utim, ta amplituda sadrži i prijenos pozitivno-
energetskih stanja (as~p) i negativno-energetskih stanja (bs~p). I opet se javlja problem
negativno energetskih stanja.

- Primjetimo da su svi Paulijevi uvjeti osim pozitivnosti energije u gornjem izvodu is-
punjeni. Lorentz invarijantnost – zato jer smo rabili polja koja zadovoljavaju Lorentz
invarijantnu, Diracovu jednadžbu. Pozitivnost norme – slijedi iz komutacijskih relacija
(437). Kauzalnost – eksplicite smo je pokazali.

B. Zahtjev pozitivnosti čestičnih energija - kvantizacija antikomutatorima

- Pozitivnost energije i fizikalno značenje operatora as†~p i bs~p

- Pretpostavimo da prijelazna amplituda koja zadovoljava uvjet kauzalnosti sadrži samo
amplitude koje opisuju propagaciju samo pozitivno energetskih čestica, tj. onih koji se
javljaju uz fazu e−ip·(x−y) za propagaciju iz y u x ili e−ip·(y−x) za propagaciju iz x u y i da se
ona može prikazati preko vakuumskih očekivanih vrijednosti produkata dvaju polja. Tada
ona mora biti izgrad–ena od amplitude 〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉 koja može imati samo doprinose od
as†~p i as~p operatora i od amplitude 〈0|ψ(y)ψ(x)|0〉 koja mora imati doprinos od bs~p i bs†~p .
Takod–er mora vrijediti

0 = as~p|0〉 = bs†~p |0〉,
0 = 〈0|as†~p = 〈0|bs~p , (447)

To ukazuje na potrebu za izmjenom definicije vakuuma – bs†~p ponǐstava vakuum. Nadalje,

po kvantnim brojevima koje nose, operatori as†~p i bs~p djelovanjem na vakuum |0〉 moraju
stvarati stanja impulsa ~p (svojstvena stanja impulsa ~p).
- Analizirajmo prvo amplitudu 〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉. Rabeći (447) za njen eksplicitni oblik
dobijamo

〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
e−ip·x+iq·y√
2E~p2E~q

∑

r,s

ur(p)us(q)〈0|ar~pas†~q |0〉 . (448)

- as†~p i bs~p kao operatori stvaranja, pozitivnost norme

- Ovdje ću odstupiti od Peskin-Schroederovog izvoda jer oni pokušavaju zaključiti o svo-
jstvima 〈0|ar~pas†~q |0〉 operatora iz translacijske i rotacijske simetrije nečega (nije rečeno
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čega). Operator 〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉 se pokazuje da je translacijski invarijantan, ali rotacijski
nije invarijantan, pa se taj argument ne može koristiti. Ja ću umjesto toga pretpostaviti
da operatore as†~q i bs~q mogu interpretirati kao operatore stvaranja čestica.
∗ Za daljnju raspravu uvedimo sljedeće oznake:
- opće kvantno stanje: Ψα

- vakuumsko stanje: Ψ0 = |0〉
- jednočestično stanje: Ψq; q je skup svih kvantnih brojeva jednočestičnog stanja
Uvodimo pozitivno definitnu normalizaciju jednočestičnih stanja koja je poopćenje relacije
(131),

〈Ψq|Ψq′〉 = |Nq|2δqq′ . (449)

Tu je δqq′ i Kronecker i δ-funkcija koja izjednačuje sve kvantne brojeve dvaju čestica (npr.
δ(~ps)(~qr) = (2π)3δ(~p−~q)δsr (faktor (2π)3 je konvencija Peskin-Schroederove knjige)), a Nq je
normalizacijski faktor (u Lorentz invarijantnoj normalizaciji (131) on je jednak (2E~p)

1/2).
∗ Definirajmo operator stvaranja jednočestičnog stanja,

Nqa
†
qΨ0 = Ψq, (450)

Nqa
†
qΨα = Ψqα, ili Nqa

†
qΨq1...qn = Ψqq1...qn , (451)

kao operator koji ubacuje kvantne brojeve jednočestičnog stanja ispred svih ostalih kvant-
nih brojeva.
∗ aq, hermitski konjugirani operarator operatoru a†q, se pokazuje da se ponaša kao oper-
ator koji ponǐstava kvantne brojeve jednog stanja. Pokažimo to za jednočestična stanja
jer je to dovoljno za izvod koji slijedi,

Nq〈Ψq1|a†q|0〉
(450)
= 〈Ψq1|Ψq〉 = |Nq|2δqq1 (452)

(133)
= Nq〈aqΨq1 |Ψ0〉 (453)

⇒ N∗q aq|Ψq1〉 = |Nq|2δqq1Ψ0 (454)

⇒ aqa
†
q1
Ψ0 = δqq1Ψ0 . (455)

U (452) smo rabili definiciju jednočestičnog stanja tj. operatora jednočestičnog stanja
(450) i normalizaciju jednočestičnog stanja (449). U (453) rabili smo definiciju hermitski
pridruženog operatora (133). Primjetite da u je polaznom matričnom elementu broj
jednočestičnih stanja u početnom stanju za jedan manji od broja jednočestičnih stanja u
konačnom matričnom elementu. U (455) smo pokazali kako djeluje kombinacija operatora
stvaranja, aqa

†
q1

na vakuumsko stanje.

∗ Interpretirajući as†~q i bs~q kao operatore stvaranja čestica dobijamo,

〈0|ar~pas†~q |0〉 = (2π)3δ(3)(~p− ~q)δrs, (456)

〈0|br†~p bs~q|0〉 = (2π)3δ(3)(~p− ~q)δrs . (457)
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Ovdje je primjenjen zahtjev pozitivnosti normi jednočestičnih stanja.

- Kvantne statistike

∗ Prije nego što izračunamo amplitude as†~p i as~p i b
s
~p i b

s†
~p proučimo izraze koji će naznačiti

koje su moguće statistike u teoriji polja:
a. Ako se u stanju sa identičnim česticama (čestice koje imaju sve kvantne brojeve osim
impulsa i spina jednake) zamijene identične čestice onda se dobija isto stanje. Stoga se
njihov prikaz u Hilbertovom prostoru može razlikovati do na fazu

Ψ...,q1....,q2,... = eiαΨ...,q2....,q1,... . (458)

Za fazu eiα može se pokazati da može biti jednaka samo ±1 (vidi izvod u Weinberg I
knjizi pogl. 4.1),

Ψ...,q1....,q2,... = ±Ψ...,q2....,q1,... . (459)

Ako čestice nisu identične zamjena takvih čestica u stanju u Hilbertovom prostoru nema
odred–enu fazu, ali je uvriježena konvencija da zamjena takovih stanja daje istu fazu kao
kada se zamjenjuju identične čestice.
b. Razmotrimo djelovanje aq2a

†
q1

i a†q1aq2 na jednočestično stanje,

a†q1aq2|Ψq〉 = Nqa
†
q1
δq2q|ψ0〉 =

Nq

Nq1

δq2q|Ψq1〉 (460)

aq2a
†
q1
|Ψq〉 =

1

Nq1

aq2 |Ψq1q〉 = δq1q2 |Ψq〉 ±
Nq

Nq1

δq2q|Ψq1〉 (461)

⇓
(aq2a

†
q1
∓ a†q1aq2)|Ψq〉 = δq1q2|Ψq〉 . (462)

Gornji predznak je za fazu +1 a donji za fazu −1 u (459). Rezultat (462) vrijedi za bilo
koje jednočestično stanje. Račun se može provesti za bilo koje vǐsečestično stanje i daje
isti rezultat (vidi Weinberg I Pogl. 4.2). Stoga jednakost vrijedi operatorski,

(aq2a
†
q1
∓ a†q1aq2) = δq1q2 . (463)

To pokazuje da operatori stvaranja zadovoljavaju ili komutacijska ili antikomutaci-
jska pravila kvantizacije. Gornji predznak (komutator) odgovara Bose-Einsteinovoj
statistici a donji Fermi-Diracovoj.

DZ. Razmatrajući aq1aq2|Ψqq′〉 pokažite da vrijedi relacija

(aq1aq2 ∓ aq2aq1)|Ψqq′〉 = 0 . (464)

Gornji predznak vrijedi za fazu +1 a donji za fazu −1 u (459). Pretpostavite da relacija
vrijedi za opće stanje Ψα tj. ako se zamijeni Ψqq′ → Ψα (postupak za dokaz imate u

81



Weinberg I pogl. 4.2).

DZ. Razmatrajući a†q1a
†
q2
|Ψ0〉 pokažite da vrijedi relacija

(a†q1a
†
q2
∓ a†q2a

†
q1
)|Ψ0〉 = 0 . (465)

Gornji predznak vrijedi za fazu +1 a donji za fazu −1 u (459). Pretpostavite da relacija
vrijedi za opće stanje Ψα tj. ako se zamijeni Ψ0 → Ψα. (postupak za dokaz imate u
Weinberg I pogl. 4.2).

- Naznaka da za fermione vrijedi Fermi-Diracova statistika

- Vraćamo se na Peskin-Schroederov izvod. Izračunajmo amplitude 〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉
i 〈0|ψ(y)ψ(x)|0〉 primjenjujući (456) i (457) i (409) dobijamo

〈0|ψa(x)ψb(y)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p

∑

s

usa(p)u
s
b(p)e

−ip(x−y)

=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
(/p+m)abe

−ip(x−y)

= (i/∂x +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
e−ip(x−y)

= (i/∂x +m)ab〈0|φ(x)φ∗(y)|0〉
= (i/∂x +m)abD(x− y) . (466)

U prvom retku rabili smo (456). U drugom (409). U trećem smo rabili pµe−ip(x−y) =
i∂µe−ip(x−y). U četvrtom smo rabili (160) tj. (164), gdje je φ skalarno polje iste mase kao
spinorno polje ψ. Analogno nalazimo

〈0|ψb(y)ψa(x)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
(/p−m)abe

+ip(x−y)

= −(i/∂x +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
eip(x−y)

= −(i/∂x +m)ab〈0|φ∗(y)φ(x)|0〉
= −(i/∂x +m)abD(y − x) . (467)

Za prostornolike intervale, (x− y)2 < 0, D(x− y) je simetričan na zamjenu x↔ y. Stoga
za (x− y)2 < 0 vrijedi

〈0|ψa(x)ψb(y) + ψb(y)ψa(x)|0〉 = 0 . (468)

Rezultat (473) je nezavisna potvrda da fermione treba kvantizirati antikomutacijskim
pravilima.
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- Antikomutacijske relacije za operatore stvaranja i ponǐstenja i kanonske ko-
mutacijske relacije fermionskih polja; Kauzalnost za observable

DZ. Pretpostavljajući da vrijede antikomutacijska pravila, (463), (464) i (465) – donji
predznak,

{as~p, ar†~q } = (2π)3δ(3)(~p− ~q)δrs, (469)

{bs†~p , br~s} = (2π)3δ(3)(~p− ~q)δrs, (470)

svi ostali antikomutatori = 0, (471)

pokažite da vrijedi

ψa(x)ψb(x) + ψb(x)ψa(x) = 0, (472)

ψa(x)ψb(x) + ψb(x)ψa(x) = 0 . (473)

Dakle ψ antikomutira sa ψ i ψ antikomutira sa ψ neovisno o izboru točaka x i y. Napom-
ena: Pripazite, bs~p je operator stvaranja u (441) i (442).

Zbog sačuvanja spina u observablama (Hamiltonijan, operator impulsa, operator naboja
itd.) se fermionska polja javljaju samo u parovima, tj. u parnom broju u svakoj od
observabli. Za svaki par takvih observabli O1 i O2 vrijedi da komutiraju za prostornolike
intervale

[O1(x),O2(y)] = 0, (x− y)2 < 0 . (474)

Drugim riječima za observable je ispunjen uvjet kauzalnosti ako vrijede antiko-
mutacijske relacije (468), (472) i (472).

DZ. Za dva operatora oblika O1(x) = ψ(x)o1ψ(x) i O2(y) = ψ(y)o2ψ(y) pokažite da vri-
jede uvjeti kauzalnosti (474). Napomena: o1,2 su 4 × 4 matrice, ali mogu sadržavati i
derivacije, konstante i sl.

Rabeći (469), (470) i (471) lako je pokazati da vrijede istovremene kanonske antikomutaci-
jske relacije.

{ψa(x), ψ†b(y)}x0=y0 = δ(3)(~x− ~y)δab, (475)

{ψa(x), ψb(y)}x0=y0 = 0, (476)

{ψ†a(x), ψ†b(y)}x0=y0 = 0 . (477)

Zapravo relacije (476) i (477) direktno slijede iz općenitijih relacija (472) i (473) dok (475)
slijedi iz (469), (470) i (471),

{ψa(x), ψ†b(y)}x0=y0
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=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
((/p+m)γ0)abe

−ip(x−y)
∣∣∣
x0=y0

+

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
((/p−m)γ0)abe

+ip(x−y)
∣∣∣
x0=y0

=

∫
d3p

(2π)3
e+i~p(~x−~y)1ab = δ(3)(~x− ~y)δab . (478)

DZ. Provjeri (478).

DZ. U relacijama (435) i (436) nigdje nije pretpostavljeno da vrijede komutacijske ili
antikomutacijske relacije. Stoga (435) i (436) vrijede i za polja koja antikomutiraju.
Pretpostavite da vrijede kanonske antikomutacijske relacije (475), (476) i (477) i pret-
postavite da još ne znate da vrijede antikomutacijske relacije (469), (470) i (471) za
operatore stvaranja i ponǐstenja. Rabeći izraze (435) i (436) pokažite da vrijede antiko-
mutacijske relacije (469), (470) i (471).

- Pozitivna definitnost Hamiltonijana

- Polazeći od izraza za Hamiltonijan (352) odnosno (429), izraza za polje (434), relacija
ortonormiranosti (402), (404) i (406), te Diracovih jednadžbi u impulsnom prostoru (368) i
(369) dobija se izraz za Hamiltonijan preko operatora stvaranja i ponǐstenja (479). Upotre-
bom antikomutacijske relacije (470) dobija se (480).

H =

∫
d3p

(2π)3
E~p
∑

s

(as†~p a
s
~p − bs†~p b

s
~p) (479)

=

∫
d3p

(2π)3
E~p
∑

s

(as†~p a
s
~p + b̃s†~p b̃

s
~p)−

∫
d3p

(2π)3

∑

s

E~p (2π)
3δ(3)(0)

︸ ︷︷ ︸
E0

. (480)

U izvodu se javljaju izrazi s lijeve strane sljedećih jednakosti

(~α~p+mγ0)us(p) = Epu
s(p), (481)

(−~α~p+mγ0)vs(p) = −Epvs(p) . (482)

Jednakosti su posljedica Diracovih jednadžbi u impulsnom prostoru (368) i (369). (2π)3δ(3)(0)
se može identificirati sa volumenom u kojemu se uzima da se sve nalazi,

(2π)3δ(3)(~p− ~p) =

∫
d3x = V . (483)

- U jednadžbi (480) je −E0 fermionska energija vakuuma. Energija vakuuma se zane-
maruje u (pertubativnim) računima u teoriji polja. To odgovara formiranju tzv. normalno
ured–enog operatora Hamiltonijana,

: H : = H − 〈0|H|0〉 . (484)
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- Primjetite da je fermionska vakuumska energija negativna za razliku od bozonske
energije vakuuma, i da je po apsolutnom iznosu upravo jednaka energiji vakuuma kom-
pleksnog skalarnog polja iste mase (vidi (1507)).

DZ. Provjerite izraze (479) i (480) za Hamiltonijan.

- Kada bi se operator bs†~p interpretirao kao operator stvaranja tada bi Hamiltonijan bio
negativno definitan. Zahtjev pozitivne definitnosti Hamiltonijana vodi na isti rezultat
kao zahtjev propagacije samo pozitivno-energetskih čestica : bs~p se mora interpretirati kao
operator stvaranja.
- Redefinicijom

b̃s~p ≡ bs†~p , b̃s†~p ≡ bs~p, (485)

dobija se prirodan izraz za Hamiltonijan. Takod–er i definicija vakuuma (447) sada izgleda
prirodno,

as~p|0〉 = b̃s~p|0〉 = 0 . (486)

- Primjetimo da smo u raspravi o kauzalnosti rabili uvjete pozitivnosti energije čestica,
pozitivnosti norme, relativističke invarijantnosti (rabimo Diracova polja) i kauzal-
nosti (observable komutiraju za prostornolike intervale) – i dobili smo Fermi-Diracovu
statistiku. Ispravnost pristupa je potvrd–ena analizom pozitivne definitnosti Hamil-
tonijana. Uvedena je nova oznaka b̃s†~p za operator bs~p koji je po svojim svojstvima bio
operator stvaranja fermiona (uprkos neprikladnom imenu), a vakuum je definiran tako da
ga ponǐstavaju operatori as~p i b̃

s
~p.

- U formulama koje slijede ćemo operator b̃s~p označavati sa b
s
~p.

- Kvantizirano Diracovo polje – popis rezultata

- Operatori polja (vidi (441), (442))

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pu

s(p)e−ip·x + bs†~p v
s(p)eip·x

)
, (487)

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as†~p u

s(p)eip·x + bs~pv
s(p)e−ip·x

)
. (488)

- Antikomutacijske relacije operatora stvaranja i ponǐstenja su (vidi (469), (470)
i (471))

{ar~p, as†~q } = {br~p, bs†~q } = (2π)3δ(~p− ~q)δrs (489)

a sve ostale antikomutacijske relacije su jednake nuli.
- Kanonske antikomutacijske relacije za polja ψ i ψ† su (vidi (475), (476) i (477))

{ψa(x), ψ†b(y)}x0=y0 = δ(3)(~x− ~y)δab

85



{ψa(x), ψb(y)}x0=y0 = {ψ†a(x), ψ†b(y)}x0=y0 . = 0 (490)

- Vakuum je definiran kao stanje koje zadovoljava (vidi (486))

as~p|0〉 = bs~p|0〉 = 0 . (491)

- Hamiltonijan (normalno ured–en) (vidi (352), (480) i (484)):

H =

∫
d3x : ψ(x)(−i~γ · ∇+m)ψ(x) : (492)

=

∫
d3p

(2π)3
E~p
∑

s

(as†~p a
s
~p + bs†~p b

s
~p) . (493)

- Operator impulsa (normalno ured–en) (vidi (353)):

~P =

∫
d3x : ψ†(x)(−i∇)ψ(x) : (494)

=

∫
d3p

(2π)3
~p
∑

s

(as†~p a
s
~p + bs†~p b

s
~p) . (495)

- Operator naboja (normalno ured–en) (vidi (347)):

Q =

∫
d3xψ†(x)ψ(x) (496)

=

∫
d3p

(2π)3

∑

s

(as†~p a
s
~p − bs†~p b

s
~p) . (497)

DZ. Dokažite izraze za operator impulsa (495) i za operator naboja (497).

- Iz jednadžbi (493), (495) i (497) slijedi da operatori as†~p i bs†~p tvore čestice energije +E~p

i impulsa ~p te da as†~p stvara česticu naboja 1 a bs†~p česticu naboja −1.
Napomena: Primjetite da integral (496), prema (497) nije pozitivno definitna veličina
– dakle podintegralna funkcija se ne može se interpretirati kao gustoća vjerojatnosti.
Jedna od Diracovih osnovnih motivacija za nalaženje Diracove jednadžbe je bila Born-ova
interpretacija ψ(x) kao amplitude vjerojatnosti. Ovdje je pokazano da je ona neispravna.

- Jednočestična stanja,

|~p, s〉 ≡
√

2E~pa
s†
~p |0〉 (498)

su definirana tako da je njihov skalarni produkt,

〈~p, s|~q, r〉 = 2E~p(2π)
3δ(3)(~p− ~q)δrs (499)

Lorentz invarijantan.
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2.6.3 Lorentz transformacije i spin Diracove čestice

A. Transformacije polja sa stanovǐsta transformacija u Hilbertovom prostoru

- U Peskin-Scroederovoj knjizi se iz Lorentz invarijantnosti norme (499) zaključuje o
transformaciji operatora stvaranja i ponǐstenja na Lorentzove transformacije,

U(Λ)as~pU
−1(Λ) =

√
EΛp

Ep
asΛp, (500)

uz komentar da to vrijedi ako je os kvantizacije paralelna boostu ili osi rotacije. Taj
rezultat nije točan jer zanemaruje Wignerovu rotaciju. Kako se u polju integrira po svim
mogućim smjerovima impulsa komentar o osi kvantizacije nije dovoljan da osigura trans-
formaciju bez Wignerove rotacije (500).

- Lorentz transformacija stanja u Hilbertovom prostoru, Lorentz transforma-
cija operatora stvaranja i ponǐstenja

- Ispravan rezultat se dobiva iz Lorentzove transformacije stanja u Hilbertovom prostoru.
Stanja u Hilbertovom prostoru, Ψpσ, su svojstvena stanja operatora 4-impulsa P µ (vidi
(1567)) i još jednog operatora koji komutira sa P µ (obično treća komponenta momenta
impulsa J3). Može se pokazati da je kvantni broj σ diskretan – preciznije da može imati
samo cjelobrojne i polucjelobrojne vrijednosti. Lorentzova transformacija stanja Ψpσ daje
stanje 4-impulsa Λp (vidi (1574)) ali ne nužno i iste vrijednosti svojstvene vrijednosti
σ (vidi (1574)). Za nalaženje matrica koje opisuju miješanje svojstvenih vrijednosti σ
potrebno je uvesti pojam standardnog 4-impulsa kµ, preko kojeg se može izraziti bilo koji
4-impuls čestice (vidi (1577)). Stanje Ψpσ se onda definira preko stanja Ψkσ relacijom
(1578). Lorentz transformacija toga stanja U(Λ)Ψpσ može se prikazati preko stanja stan-
dardnog impulsa Ψkσ na kojeg djeluju dvije Lorentzove transformacije - prva koja ne
mijenja standardni impuls kµ i druga koja predstavlja boost koji čestici daje 4-impuls
Λp, U(L(Λp)), (vidi (1579)). Prva transformacija miješa samo svojstvene vrijednosti σ,
zove se Wignerova rotacija (W (Λ, p)), i može se prikazati matrično (vidi (1582)), preko
matrica Dσ′σ(W (Λ, p)). Skup svih Lorentzovih transformacija koje ne mijenjaju 4-vektor
kµ zove se m

¯
ala grupa Lorentzovih transformacija s obzirom na smjer kµ (analogno se

definira mala grupa bilo koje grupe s obzirom na neki smjer u vektorskom prostoru stanja
na koji ta grupa djeluje). Konačan rezultat djelovanja opće Lorentzove transformacije na
stanje Ψpσ glasi (vidi (1584))

U(Λ)Ψpσ
(1579,1582)

= N(p)Dσ′σ(W (Λ, p))U(L(Λp))Ψkσ′

(1578)
=

(
N(p)

N(Λp)

)
Dσ′σ(W (Λ, p))ΨΛp,σ′ (501)

(1607)
= Dσ′σ(W (Λ, p))ΨΛp,σ′ . (502)
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U (502) je uvrštena Peskin-Schroederova normalizacija stanja. Iz (502), (498) i invari-
jantnosti vakuuma na Lorentzove transformacije slijedi

U(Λ)as†~p U
†(Λ) =

√
EΛ~p

E~p
Ds′s(W (Λ, p))as†Λ~p, (503)

⇒ U(Λ)as~pU
†(Λ) =

√
EΛ~p

E~p
Dss′(W

−1(Λ, p))asΛ~p . (504)

(U (504) rabimo D∗s′s(W (Λ, p)) = D†ss′(W (Λ, p)) = D−1ss′ (W (Λ, p)) = Dss′(W
−1(Λ, p))).

Primjetite da se formule (500) i (504) razlikuju za Wignerovu rotaciju. Takod–er, iz defini-
cije Wignerove rotacije (1580) i činjenice da se u izrazu za polje (487) integrira po svim
smjerovima impulsa ~p slijedi da se Wignerova rotacija ne može zanemariti zbog posebnog
izbora kvantizacijske osi ili smjera boosta.

- Skalarno polje - Lorentzova transformacija u Hilbertovom prostoru

- Transformaciju fermionskog polja pri Lorentzovim transformacijama naći ćemo indi-
rektno studirajući Lorentzovu transformaciju skalarnog polja u Hilbertovom prostoru.
Transformacija skalarnog polja je jednostavnija jer stanja skalarnih čestica po definiciji
nemaju spina, a i samo polje nema spina (iako je to očigledno jer je polje jednokompo-
nentno – to ćemo eksplicite pokazati u Dodatku 10), pa stoga nema Wignerove rotacije
ni za operatore stvaranja i ponǐstenja ni sa samo polje. Formule (503) i (504) vrijede
za stanja čestica bilo kojeg spina, pa stoga i za skalarnu česticu. Odatle, rabeći (155)
odnosno (1504) nalazimo

U(Λ)φ(x)U−1(Λ)

=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
(U(Λ)

√
2E~pa~pU

−1(Λ)︸ ︷︷ ︸√
2EΛ~paΛ~p

e−ip·x + U(Λ)
√
2E~pb

†
~pU
−1(Λ)

︸ ︷︷ ︸√
2EΛ~pb

†
Λ~p

eip·x)

=

∫
d3p′

(2π)3
1

2E~p′
(
√
2E~p′a~p′ e

−i(Λ−1p′)x
︸ ︷︷ ︸
e−ip′(Λx)

+
√
2E~p′b

†
~p′ e

i(Λ−1p′)x
︸ ︷︷ ︸
eip

′(Λx)

)

= φ(Λx) . (505)

Primjetite da je transformacija skalarnog polja u Hilbertovom prostoru upravo suprotna
od one u (235), slučaj B.

- Transformacija polja sa vǐse komponenti, transformacija spinornog polja

Iz transformacija koje smo napravili na primjeru skalarnog polja jasno je da će se pri
transformaciji operatora stvaranja i ponǐstenja zadanih sa (503) i (504) svakom polju
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efektivno mijenjati koordinata po pravilu

x → Λx . (506)

Iz toga slijedi da je transformacija općeg polja suprotna od one u (250) slučaj B.,

Φa(x) → U(Λ)Φa(x)U
−1(Λ) = Mab(Λ

−1)Φb(Λx) . (507)

Prirodno je pitanje zašto se Lorentzova transformacija polja Mab(Λ
−1) javlja sa Λ−1 a

ne sa Λ. Razlog tome jest što je transformacija koordinata matričnog tipa – ona se lovi
uvijek na vanjski indeks,

x → x′ = Λ1x→ x′′ = Λ2x
′ = Λ2Λ1x, (508)

dok je transfomacija U(Λ) . . . U−1(Λ) operatorskog tipa – ona se lovi uvijek na unutarnji
indeks (zanemarujem koordinatu x),

Φa → Mab(Λ
−1
1 )Φb → Mab(Λ

−1
1 )(Mbc(Λ

−1
2 )Φc)

= Mac(Λ
−1
1 Λ−12 )Φc = Mac((Λ2Λ1)

−1)Φc . (509)

U drugom retku (509) je upotrebljena činjenica da matrice M(Λ) čine reprezentaciju
Lorentzove grupe, a zatim je primjenjeno pravilo za množenje inverznih matrica. Prim-
jetite da ako bi zavisnost M matrica bila o Λ a ne o Λ−1 onda bi se u konačnom rezultatu
javljao suprotan poredak Λ matrica nego u transformaciji (508), što ne smije biti. Zbog
toga transformacije koordinata x i polja Φ moraju biti med–usobno inverzne.

- Rabeći Lorentzovu transformaciju za opće polje u Hilbertovom prostoru (507), možemo
odmah napisati Lorentzovu transformaciju za spinorno polje u Hilbertovom prostoru,

ψ(x) → U(Λ)ψ(x)U−1(Λ) = Λ−11
2

ψ(Λx) (510)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

ss′

(
as

′

Λ~pe
−ip·x

√
EΛ~p

E~p
Dss′(W

−1(Λ, p))us(p)

+bs
′†
Λ~pe

ip·x

√
EΛ~p

E~p
D∗ss′(W

−1(Λ, p))vs(p)

)
(511)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pe
−ip·(Λx)Λ−11

2

us(p) + bs†~p e
ip·(Λx)Λ−11

2

vs(p)
)
. (512)

Prvi redak je transformacija za spinorno polje koje smo našli iz općih argumenata. Drugi
redak je raspis U(Λ)ψ(x)U−1(Λ) preko (503) i (504). Treći redak je raspis Λ−11

2

ψ(Λx).

Primjetite da iz (510) tj. raspisa te jednadžbe u (511) i (512) slijede netrivijalne veze
izmed–u reprezentacija Lorentzove transformacije u Hilbertovom prostoru i reprezentacije
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Lorentzove transformacije koja definira polje. Te veze definiraju kojim reprezentacijama
Lorentzove grupe pripadaju polja za danu reprezentaciju Lorentzove grupe operatora
stvaranja i ponǐstenja. One takod–er definiraju spin polja. Takod–er one definiraju ob-
lik koeficijentnih tj. valnih funkcija us(p) i vs(p). Vǐse detalja o tome možete naći u
Dodatku 10.

- Nalaženje spina fermionskog polja i fermionskih čestica preko Noetherine
sačuvane veličine J3

- Za sada znamo da operatori stvaranja as†~p i bs†~p imaju dva stanja s = 1, 2 ali ne znamo
kako su ta stanja povezana sa spinom. Da bismo to saznali treba nam operator kutne
količine gibanja u teoriji polja.
- Rabeći sačuvane Noetherine naboje za Lorentzove transformacije za fermionsko polje
(359),

Qαβ =

∫
d3xψ†(x)(Jαβ + Sαβ)ψ(x)

=

∫
d3xψ†(x)[

(
i(xα∂β − xβ∂α) +

i

4
[γα, γβ]

)
+ (g0βxα − g0αxβ)ψ(x)(iγλ∂λ −m)ψ(x)](513)

koje smo izveli za transformaciju polja,

ψ(x) → (1− i

2
ωµνS

µν)
︸ ︷︷ ︸

Λ−1
1
2

ψ(x− ωx︸ ︷︷ ︸
Λx

) (514)

(pripadna transformacija koordinata je x→ x−ωx) nalazimo za operatore kutne količine
gibanja,

Qij =

∫
d3xψ†(x)(J ij + Sij)ψ(x)

=

∫
d3xψ†(x)

(
i(xi∂j − xj∂i) +

i

4
[γi, γj ]

)
ψ(x)

= ǫijk

∫
d3xψ†(x)(Lk +

1

2
Σk) (515)

Tu je Σ3 jedna od tri matrice

~Σ =

(
~σ 0
0 ~σ

)
. (516)

Stoga

~J ≡ (Q23, Q31, Q12)

=

∫
d3xψ†(x)(−1)

(
~L+

1

2
~Σ
)
ψ(x) . (517)
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Uvrštavajući izraze

ψ(x) =
∑

s

∫
d3p

(2π)3
[u(p, s)b(p, s)e−ipx + v(p, s)d†(p, s)eipx] (518)

ψ†(x) =
∑

s′

∫
d3p′

(2π)3
[u(p′, s′)b(p′, s′)e−ip

′x + v(p′, s′)d†(p′, s′)eip
′x] (519)

rabeći

i(xi∂j − xj∂i)e±ipx = i(∂ipp
j − ∂jpp

i)e±ipx (520)

parcijalno integrirajući po p, integrirajući po d3x i provodeći integraciju po ∂ip dobijamo

Qij = i

∫
d3x

∑

ss′

∫
d3p′d3p

(2π)6
√
2Ep′2Ep

[u†(p′, s′)b†(p′, s′)eip
′x((xi∂j − xj∂i +

1

4
[γi, γj])e−ipx)u(p, s)b(p, s)

+u†(p′, s′)b†(p′, s′)eip
′x((xi∂j − xj∂i +

1

4
[γi, γj ])eipx)v(p, s)d†(p, s)

+v†(p′, s′)d(p′, s′)e−ip
′x((xi∂j − xj∂i +

1

4
[γi, γj])e−ipx)u(p, s)b(p, s)

+v†(p′, s′)d(p′, s′)e−ip
′x((xi∂j − xj∂i +

1

4
[γi, γj])eipx)v(p, s)d†(p, s)] (521)

= i

∫
d3x

∑

ss′

∫
d3p′d3p

(2π)6
√
2Ep′2Ep

[u†(p′, s′)b†(p′, s′)eip
′x−ipx(−∂ippj + ∂jpp

i +
1

4
[γi, γj])u(p, s)b(p, s)

+u†(p′, s′)b†(p′, s′)eip
′x+ipx(−∂ippj + ∂jpp

i +
1

4
[γi, γj])v(p, s)d†(p, s)

+v†(p′, s′)d(p′, s′)e−ip
′x−ipx(−∂ippj + ∂jpp

i +
1

4
[γi, γj ])u(p, s)b(p, s)

+v†(p′, s′)d(p′, s′)e−ip
′x+ipx(−∂ippj + ∂jpp

i +
1

4
[γi, γj ])v(p, s)d†(p, s)] (522)

= i

∫
d3x

∑

ss′

∫
d3p′d3p

(2π)6
√
2Ep′2Ep

[(u†(p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i +

1

4
[γi, γj])u(p, s))b†(p, s′)b(p, s)

+e2iEpt(u†(−~p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i +

1

4
[γi, γj])v(p, s))b†(−~p, s′)d†(p, s)

+e−2iEpt(v†(−~p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i +

1

4
[γi, γj])u(p, s))d(−~p, s′)b(p, s)

+(v†(p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i +

1

4
[γi, γj ])v(p, s))d(p, s′)d†(p, s)
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+u†(p, s′)u(p, s)b†(p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i)b(p, s)

+e2iEptu†(−~p, s′)v(p, s)b†(−~p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i)d†(p, s)

+e−2iEptv†(−~p, s′)u(p, s)d( − ~p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i)b(p, s)

+v†(p, s′)v(p, s)d(p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i)d†(p, s)] (523)

Rabimo relacije ortonormiransti

u†(p, s′)u(p, s) = v†(p, s′)v(p, s) = 2epδs′s

u†(−~p, s′)v(p, s) = v†(−~p, s′)u(p, s) = 0. (524)

Zamjenjujemo d(p′, s) i d†(p, s) u zadnjem sumadu i parcijalno integriramo po p

d(p, s′)(−∂ippj + ∂jpp
i)d†(p, s) → d†(p, s)(−∂ippj + ∂jpp

i)d(p, s′), (525)

Izražavamo valne funkcije u(p, s) i v(p, s) preko boosta (vidi (382) i (385))

Λ1/2(L(~p)) =



√

σṗ
m

0

0
√

σ·p
m


 =




p·σ+m√
2m(Ep+m)

0

0 p·σ+m√
2m(Ep+m)




=
p · γγ0 +m√
2m(Ep +m)

(526)

i pripadnih valnih funkcija u sustavu mirovanja,

u(p, s) =
p · γγ0 +m√
2m(Ep +m)

u(0, s), v(p, s) =
p · γγ0 +m√
2m(Ep +m)

v(0, s) (527)

Primjenjujemo operatore koji se javljaju u prva četiri člana u (523) na valne funkcije
u(p, s) i v(p, s),

(
− ∂ipp

j + ∂jpp
i +

1

4
[γi, γj ]

)
u(p, s) = (−pj∂ip + pi∂jp +

1

4
[γi, γj ])

p · γγ0 +m√
2m(Ep +m)

u(0, s)

=
p · γγ0 +m√
2m(Ep +m)

1

4
[γi, γj ]u(0, s),

(
− ∂ipp

j + ∂jpp
i +

1

4
[γi, γj ]

)
u(p, s) =

p · γγ0 +m√
2m(Ep +m)

1

4
[γi, γj ]v(0, s). (528)

Primjenom (524), (525), (526), (527) i (528) na (523) dobijamo

Qij =
∑

s

∫
d3p

(2π)3
[b†(p, s)i(−∂ippj + ∂jpp

i)b(p, s) + d†(p, s)i(−∂ippj + ∂jpp
i)d(p, s)]

92



+
∑

ss′

∫
d3p

(2π)3

[u†(p, s′)Λ1/2(p)
i

4
[γi, γj]u(0, s)b†(p, s′)b(p, s)

+e2iEptu†(−~p, s′)Λ1/2(p)
i

4
[γi, γj]v(0, s)b†(−~p, s′)d†(p, s)

+e−2iEptv†(−~p, s′)Λ1/2(p)
i

4
[γi, γj]u(0, s)d(−~p, s′)b(p, s)

+v†(p, s′)Λ1/2(p)
i

4
[γi, γj ]v(0, s)d(p, s′)d†(p, s)] (529)

Nad–imo izraz za Q12. Matrica i[γ2, γ2]/4 jednaka je spinskom operatoru

i

4
[γ2, γ2] =

1

2

(
σ3 0
0 σ3

)
= S3 . (530)

Valne funkcije u(0, s) i v(0, s), s = 1, 2,

u(0, s) =
√
m

(
χs
χs

)
, v(0, s) =

√
m

(
χs
−χs

)
(531)

χ1 =

(
1
0

)
, χ2 =

(
0
1

)
(532)

su svojstvena stanja S3, sa svojstvenim vrijednostima ms = 1/2,−1/2 za s = 1, 2. Rabeći
to svojstvo, primjenjujući zatim operator boosta na stanja u mirovanju i primjenjujući
relacije ortogonalnosti (524) nalazimo za normalno ured–eni operator : Q12 :

: Q12 : =
∑

s

∫
d3p

(2π)3

[b†(p, s)i(−∂ippj + ∂jpp
i)b(p, s) +msb

†(p, s)b(p, s)

+d†(p, s)i(−∂ippj + ∂jpp
i)d(p, s)−msd

†(p, s)d(p, s)] (533)

Djelovanjem tog operatora na jednočestično stanje u mirovanju (pi),

: Q12 : b†(0, s)|0〉 = msb
†(0, s)|0〉

: Q12 : d†(0, s)|0〉 = −msd
†(0, s)|0〉 (534)

Stoga čestična stana za s=1,2 imaju projekciju spina 1/2,−1/2 dok antičestična stana za
s=1,2 imaju projekciju spina −1/2, 1/2.
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- Diracov propagator

- Kao i u konstrukciji KG propagatora u konstrukciji Diracovog propagatora rabimo am-
plitude prijelaza koje zadovoljavaju slobodnu jednadžbu gibanja (ovdje je to Diracova
jednadžba)

〈0|ψa(x)ψb(y)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p

∑

s

usa(p)u
s
b(p)e

−ip·(x−y)

= (i/∂x +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
e−ip·(x−y), = (i/∂x +m)ab〈0|φ(x)φ∗(y)|0〉 (535)

〈0|ψb(y)ψa(x)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p

∑

s

vsa(p)v
s
b(p)e

−ip·(y−x)

= −(i/∂x +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
e−ip·(y−x) = −(i/∂x +m)ab〈0|φ∗(y)φ(x)|0〉 . (536)

- Od tih amplituda se konstruiraju Greenove funkcije koje zadovoljavaju razne rubne
uvjete. Greenove funkcije moraju zadovoljavati jednadžbu gibanja (ovdje Diracovu jed-
nadžbu) za točkasti izvor,

(i/∂ −m)S(x− y) = iδ(4)(x− y)14×4 . (537)

Kao i kod KG polja, one se konstruiraju kao linearna kombinacija amplituda koje zadovol-
javaju homogenu slobodnu jednadžbu gibanja pomnoženih sa vremenskim θ funkcijama
(θ(x0 − y0) i θ(y0 − x0)),

saθ(sA(x
0 − y0))〈0|ψa(x)ψb(y)|0〉+ sBθ(sB(x

0 − y0))〈0|ψb(y)ψa(x)|0〉
= (i/∂ +m)ab[sAθ(sA(x

0 − y0))〈0|φ(x)φ∗(y)|0〉 − sBθ(sA(x
0 − y0))〈0|φ∗(y)φ(x)|0〉]

= (i/∂ +m)abDX(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)(/p+m)ab

(p0 − Ep + isAη)(p0 + Ep + isBη)
R
= θ(x0 − y0)〈0|ψa(x)ψb(y) + ψb(y)ψa(x)|0〉 = SR(x− y)ab
A
= −θ(y0 − x0)〈0|ψa(x)ψb(y) + ψb(y)ψa(x)|0〉 = SA(x− y)ab
F
= 〈0|θ(x0 − y0)ψa(x)ψb(y)− θ(y0 − x0)ψb(y)ψa(x)|0〉 = SF (x− y)ab
D
= 〈0| − θ(y0 − x0)ψa(x)ψb(y) + θ(x0 − y0)ψb(y)ψa(x)|0〉 = SD(x− y)ab (538)

gdje R (sA = sB = 1), A (sA = sB = −1), F (sA = −sB = 1) i D (−sA = sB = 1)
označavaju retardirani, avansirani, Feynmanov i Diracov uvijet (propagator).

DZ. Provjerite jednadžbu (538).

DF. Pokažite da je SF (x − y) kauzalan (da se čestice i antičestice prvo stvaraju a onda
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ponǐstavavaju. Provjerite ista ponašanja za propagatore SR(x−y), SA(x−y) i SD(x−y).

Od posebne važnosti je Feynmanov propagator,

SF (x− y) = 〈0|θ(x0 − y0)ψa(x)ψb(y)− θ(y0 − x0)ψb(y)ψa(x)|0〉
≡ 〈0|T (ψa(x)ψb(y))|0〉

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −m2 + iη
(539)

koji je sastavni fio Feynmanovih pravila koja se javljaju u pertubativnom računu smetnje
u kvantoj teoriji polja.
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3 Polja u med–udjelovanju i Feynmanovi dijagrami

3.1 Teorija smetnje - Bazične ideje i primjeri

- Med–udjelovanja :
Do sada smo razmatrali samo slobodne teorije polja (za skalarno i spinorno polje).
Za eksperimentano opažanje nužno je imati med–udjelovanje – članove sa 3 i vǐse polja
u Hamiltonijanu odnosno Lagrangijanu, dakle nelinearne članove u jednadžbama
gibanja.

- Kauzalnost (Lorentz invarijantnost i princip dekompozicije nakupina)
Za očuvanje kauzalnosti je nužna lokalna teorija polja. Preciznije, Lorentz invarijant-
nost teorije koja zadovoljava princip dekompozicije nakupina (vidi Weinberg I; princip
dekompozicija nakupina jest zahtjev da su udaljeni eksperimenti med–usobno nezavisni)
može se ostvariti samo sa lokalnom teorijom polja u kojoj se Hamiltonijan i Lagrangi-
jan može prikazati preko produkta polja i njihovih prvih 4-derivacija u jednoj točci
(L(x) = L(φi(x), ∂µφi(x)) ). Razmotrit ćemo tri teorije koje nemaju derivativnih vezanja
(ne sadrže ∂µφ(x) i za koje vrijedi

HINT = −LINT , (540)

A. φ4 teorija
B. Yukawa teorija
C. kvantna elektrodinamika

A. φ4 teorija
· Lagrangijan (gustoća):

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 − λ

4!
φ4, (541)

gdje je λ bezdimenzijska konstanta.
· javlja se u opisu Higgsa, statističkoj mehanici
· Euler-Lagrangeove jednadžbe gibanja (to su klasične jednadžbe) glase

∂2φ+m2φ = − λ

3!
φ3 . (542)

Jednadžba je nelinearna i ne može se riješiti Fourierovom analizom kao slobodna KG
jednadžba
· Kanonske komutacijske relacije: zahvaljujući tome što nema derivativnih vezanja u
Lagrangijanu, kanonski impuls je isti kao kod slobodne teorije, π = φ̇ (= ∂L/∂φ̇), pa je i
kanonska kvantizacijska relacija ista,

[φ(~x), π(~y)] = iδ(~x− ~y) (543)
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(ako bi LINT sadržavao ∂µφ(x) mijenjao bi se π).
· Hamiltonijan:

H =
1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 + m2

2
φ2 +

λ

4!
φ4,

H =

∫
d3x
[1
2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 + m2

2
φ2 +

λ

4!
φ4 .
]

(544)

· Heisenbergove jednadžbe gibanja (kvantne jednadžbe):
Rabeći Heisenbergove jednažbe gibanja za φ i pripadni π = φ̇ (ne pǐsemo koordinatnu
ovisnost zbog kratkoće zapisa),

i[H,φ] = φ̇ = π,

i[H, π] = ∇2φ−m2φ− λ

3!
φ3 = π̇ = φ̈

= φ̈−∇2φ+m2φ = − λ

3!
φ3 . (545)

Dakle kvantne jednadžbe (Heisenbergove jednadžbe gibanja) se podudaraju sa klasičnim
jednadžbama (Euler-Lagrangeove jednadžbe gibanja).

B. Yukawina teorija
· Lagrangijan:

LY ukawa = LDirac + LKG − gψψφ

= ψ(i/∂ −mψ)ψ +
1

2
(∂µφ)

2 − 1

2
m2
φφ

2 − gψψφ . (546)

· Teorija je slična QED, ali jednostavnija : nema problema sa baždarnom invarijantnošću.
Javlja se u efektivnim teorijama kao što je opis nukleon-pionskog vezanja (π−N−N), ali
i u SM u opisu med–udjelovanja Higgsa sa kvarkovima (H− q− q) i leptonima (H− ℓ− ℓ).
· Eulerove jednadžbe gibanja (klasične jednadžbe)

0 = (i/∂ −mψ)ψ − gφψ,

0 = ψ(−i
←
/∂ −mψ)− gψφ,

0 = ∂2φ+m2
φφ+ gψψ . (547)

·Kanonski impulsi i kanonske komutacijske relacije (Schrödingerova reprezentacija)
Kanonski impulsi su

πψ = iψ†,

πφ = φ̇ . (548)
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Odatle slijede kanonske komutacijske relacije

[ψ(~x), ψ†(~y)]+ = δ(~x− ~y),

[φ(~x), φ̇(~y)]− = iδ(~x− ~y) . (549)

· Hamiltonijan

H = ψ(−i~γ∇+mψ)ψ +
1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 + 1

2
m2
φφ

2 + gψψφ . (550)

· Heisenbergove jednadžbe gibanja (kvantne jednadžbe)
DZ. Izvedite (kvantne) Heisenbergove jednadžbe gibanja za polja φ, φ i φ i pokažite da
se one podudaraju sa (klasičnim) Euler-Lagrangeovim jednadžbama gibanja.

C. Kvantna elektrodinamika (QED)
· Lagrangijan

LQED = LDirac + LMaxwell + LINT
= ψ(i/∂ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν − eψγµψAµ (551)

= ψ(i /D −m)ψ − 1

4
FµνF

µν , (552)

gdje je e = −|e| naboj elektrona. Za opću nabijenu česticu naboja Q (naboj se mjeri u
jedinicama |e|) treba zamijeniti e → |e|Q. Ako ima vǐse nabijenih čestica svakoj od njih
treba pridružiti njen LDirac i LINT . U trećem redu uveli smo kovarijantnu derivaciju D,

Dµ = ∂µ + ieAµ . (553)

· U(1) baždarna invarijatnost Lagrangijana
Lagrangijan (551) odnosno (552) je invarijantan na sljedeću U(1) lokalnu baždarnu trans-
formaciju polja,

ψ(x) → ψ′(x) = eiα(x)ψ(x),

ψ(x) → ψ
′
(x) = e−iα(x)ψ(x),

Aµ(x) → A′µ(x) = Aµ(x)−
1

e
∂µα(x) . (554)

Posebno /Dψ se transformira jednako kao ψ na baždarne transformacije,

i /Dψ = (i/∂ − e/A)ψ

→ [i/∂ − (e/A− /∂α)](eiαψ) = eiα(i/∂ − e/A)ψ, (555)
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što osigurava invarijantnost Lagrangijana na baždarne transformacije.

· Eulerove (klasične) jednadžbe gibanja
Eulerove jednadžbe gibanja glase

0 = (i /D −m)ψ

−eψγνψ = −∂µ(∂µAν − ∂νAµ), (556)

≡ ejν = ∂µF
µν . (557)

· Kvantizacija
- Kvantizacija QED je komplicirana zato jer ne postoje svi kanonski impulsi, koje bi
očekivali u 4-dim zapisu Lagrangijana preko elektromagnetskog polja Aµ. Npr. ne postoji
kanonski impuls A0 komponente elektromagnetskog polja, π0 = −F 00 = 0. Takod–er ne
postoji ni kanonski impuls longitudinalne komponente polja proporcionalne ∇ ~A. To je
posljedica činjenice da foton ima samo dva helicitetna stanja, a opisuje se polarizacijskim
vektorom εµ(k, σ) koji ima 4 komponente. Upravo taj prevelik broj komponenti u opisu
elektromagetkog polja vodi na baždarnu invarijantnost LMaxwell. Stoga se kvantizacija
ne može provoditi standardno nego postavljanjem dodatnih, baždarnih uvjeta na teoriju.
Ima nekoliko rješenja koja se standardno javljaju u udžbenicima.
– Rješenje 1 : Kvantizacija u Coulombovom baždarenju
∇ ~A = 0, A0 nije dinamička varijabla već se na njega postavlja uvjet. Kanonske kvanti-
zacijske jednadžbe glase

[Ai(~x), Ȧj(~y)] = δijTR(~x− ~y)

=

∫
d3k

(2π)3

(
δij − kikj

~k2

)
ei
~k(~x−~y) . (558)

– Rješenje 2 : Kvantizacija u Lorentzovom baždarenju (∂µA
µ = 0)

Kvantiziraju se sve četiri komponente

[Aµ(~x), Ȧν(~y)] = −gµνδ(~x− ~y) . (559)

Pri tome se javlja problem sa negativnim vjerojatnostima, koji se rješava Gupta-Bleulerovom
metodom, koja oslabljuje Lorentzov uvjet,

∂µA
µ = 0 → 〈Ψ|∂µAµ|Ψ〉 = 0, (560)

gdje je Ψ fizikalno stanje (stanje koje se može opažati).
– Rješenje 3 : Kvantizacija preko integrala po putevima
Ovo je najelegantnija metoda. Nema operatora. Javljaju se samo klasična polja. Kvanti-
zacija se ostvaruje dozvoljavanjem da se sistem kreće po svim mogućim stazama a ne samo
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po stazi dozvoljenoj klasičnim jednadžbama gibanja. Svaka staza ima težinu koja odgo-
vara eksponentu akcije. Metoda je vrlo elegantna ako se kombinira sa Fadeev-Popovom
metodom ugrad–ivanja baždarnih uvjeta, jer ona omogućuje da se kvantizacija istovremeno
provede za veliku klasu baždarnih uvjeta.

Renormalizabilnost i moguće teorije polja

· Zahtjeva se konačnost teorije. Drugim riječima amplitude moraju biti konačne. Prob-
lem dolazi od vitrualnih čestica – one tvore petlje sa neodred–enim 4-impulsima (

∫ +∞
−∞ d4p).

Akcija je bezdimenzijska veličina. Svakom procesu odgovara neka efektivna akcija. Ako se
u Lagrangijanu javlja med–udjelovanje sa konstantom veze α koja je dimenzije (masa)−p,
p > 0, tada efektivna akcija koja odgovara nekom danom procesu oblika Seff = αSeff ,
gdje je Seff operator pozitivne dimenzije p. Ako se 4-impuls integrira do neke velike
gornje granice Λ, akcija će se ponašati kao Λp, dakle divergirat će. Stoga, zbog zaht-
jeva konačnosti teorije, konstante veze mogu imati samo dimenziju veću ili jednaku nuli.
Postupak uklanjanja divergencija iz teorije, tzv. renormalizacija, moguće je provesti u
svakom redu računu smetnje samo ako konstante veze imaju dimenzije veću ili jednaku
nuli. Takve teorije se zovu renormalizabilne (u Dysonovom smislu).
· Kako je akcija bezdimenzijska, a integracijska mjera d4x ima dimenziju −4 (m−4),
gustoća Lagrangijana ima dimenziju 4. Odatle je lako pokazati da skalarno polje i elek-
tromagnetsko (vektorsko) polje ima dimenziju 1, a Diracovo polje ima dimenziju 3/2.
Odatle slijedi da su Lagrangijani (Hamiltonijani) med–udjelovanja jako ograničeni. U
4-dimenzijskom prostoru, za skalarno, vektorsko i Diracovo polje postoje samo sljedeći
Lagrangijani med–udjelovanja koji zadovoljavaju uvjet renormalizabilnosti,

φ : µφ3, λφ4, (561)

φ, ψ, ψ : gψψφ, (562)

A,ψ, ψ : eψγµψAµ, (563)

A, φ : eAµφ
∗↔∂µφ, e2|φ|2AµAµ,(

L = |Dµφ|2 −m2|φ|2
)

(564)

A : A2∂µA
µ, A4 . (565)

- Med–udjelovanja (561), (562) i (563) smo već sreli.
- Med–udjelovanja (564) se javljaju npr. u skalarnoj elektrodinamici.
- Med–udjelovanja (565) se javljaju ne-Abelovim baždarnim teorijama.

· Pitanje : zašto se javljaju samo renormalizabilne teorije. Odgovor slijedi iz RG analize
teorije.

· Usporedba Hamiltonijana med–udjelovanja u teoriji polja i NR kvantnoj mehanici. U
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teoriji polja je Hamiltonijan jako ograničen, dok u NR QM nije.

· Teorija je nelinearna. Koje metode su na raspolaganju za izračun fizikalnih veličine koje
se javljaju u eksperimentu. Imamo samo pertubativni račun. Struktura amplituda
dana je Feynmanovim dijagramima. Postoje dva pristupa pertubativnom računu
A. Operatorski (Dyson, . . . )
B. Pristup preko integrala po putevima (Feynman, . . . )
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3.2 Perturbativni razvoj Greenovih (korelacijskih) funkcija

- Prvo ćemo razmotriti perturbativni razvoj korelacijskih (Greenovih) funkcija dvaju polja.
Tu analizu ćemo poopćiti kasnije na korelacijske (Greenove) funkcije vǐse polja, što će nam
omogućiti izračunavanje fizikalnih veličina: udarnih presjeka i širina raspada.

- Analizu Greenove funkcije dvaju polja provodimo u φ4 teoriji, u kojoj ona glasi

〈Ω|T (φ(x)φ(y))|Ω〉 . (566)

|Ω〉 je osnovno stanje teorije s med–udjelovanjem (λφ4 član), i u Heisenbergovoj slici i ono
je različito od osnovnog stanja stanja slobodne teorije |0〉. φ(x) je polje u Heisenbergovoj
slici. T je vremensko ured–enje
- Fizikalna interpretacija (566) je amplituda širenja čestice iz točke y u točku x, kao i
kod slobodne teorije. Kod slobodne teorije (566) je Feynmanov propagator,

〈0|T (φ(x)φ(y))|0〉 = DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −m2 + iε
. (567)

· Nas zanima kako se izraz (567) mijenja kada se uključi med–udjelovanje:
- Da bismo to dobili prvo razdvajamo Hamiltonijan na slobodni Hamiltonijan (H0) i
Hamiltonijan med–udjelovanja (Hint),

H = H0 +Hint = HKG +

∫
d3x

λ

4!
φ4(x) . (568)

- Cilj nam je dobiti izraz (566) u razvoju po konstanti med–udjelovanja λ
- Hamiltonijan med–udjelovanja nam se javlja na dva mjesta:
1. U definiciji Heisenbergovog polja

φ(x) = eiHtφ(~x)e−iHt . (569)

2. U definiciji |Ω〉
Moramo izraziti i φ(x) i |Ω〉 preko veličina s kojima znamo manipulirati: slobodnih polja
i vakuuma slobodne teorije polja.

� Izraz za φ(x):
- Za svako fiksno vrijeme φ se može raspisati po Fourierovim komponentama

φ(t0, ~x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

(ape
i~p~x + a†pe

−i~p~x) . (570)

- Za t 6= t0 φ(x) dobijamo djelovanjem operatora evolucije

φ(t, ~x) = eiH(t−t0)φ(t0, ~x)e
−iH(t−t0) . (571)
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- Za λ = 0 je H = H0, pa se polje (571) reducira na polje u slici med–udjelovanja (koje je
za H = H0 jednako polju u Heisenbergovoj slici)

φ(t, ~x)λ=0 = eiH0(t−t0)φ(t0, ~x)e
−iH0(t−t0) ≡ φI(t, ~x) . (572)

- Ako je λ malen (572) daje glavni doprinos polju. Kako se H0(=
∫

d3p
(2π)3

E~pa
†(~p)a(~p))

može dijagonalizirati φI(t, ~x) se može eksplicitno izvrijedniti

φI(t, ~x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

(a~pe
−ip·x + a†~pe

ip·x)|x0=t−t0 . (573)

• Izražavanje Heisenbergovog polja φ preko polja φI
- Formalno, rabeći (571) i (572), dobijamo

φ(t, ~x) = eiH(t−t0)e−iH0(t−t0)φI(t, ~x)e
iH0(t−t0)e−iH(t−t0)

≡ U †(t, t0)φI(t, ~x)U(t, t0), (574)

gdje je U(t, t0) unitaran operator,

U(t, t0) = eiH0(t−t0)e−iH(t−t0), (575)

tzv. operator evolucije u slici med–udjelovanja. (Izraz (574) je egzaktan.)
- želimo izraziti U(t, t0) preko polja φI kojeg možemo izraziti preko operatora a†~p i a~p.
- U(t, t0) je jedinstveno rješenje diferencijalne jednadžbe

i
∂

∂t
U(t, t0) = eiH0(t−t0) (H −H0)︸ ︷︷ ︸

Hint

e−iH0(t−t0)eiH0(t−t0)e−iH(t−t0)

= HI(t)U(t, t0), (576)

uz početni uvjet U(t0, t0) = 1 i definiciju Hamiltonijana med–udjelovanja u slici med–udjelovanja,

HI(t) = eiH0(t−t0)Hinte
−iH0(t−t0) =

∫
d3x

λ

4!
φ4
I(t, ~x) . (577)

- Rješenje (576) mora biti nešto kao U ∼ exp(−iHI(t)).
- Rješenje u razvoju po λ glasi

U(t, t0) = 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1HI(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2HI(t1)HI(t2) + . . . . (578)

Ono se dobija formalnim rješavanjem (576) u kojem se U(t, t0) javlja i kao rješenje i s desne
strane jednadžbe ali u vǐsem redu u razvoju po λ i uzastopnim uvrštavanjem tog rješenja
u desnu stranu jednadžbe. Rješenje se takod–er može i eksplicite provjeriti uvrštavanjem
u jednadžbu (576).

103



• Vremensko ured–enje
Izraz (578) je vremenski ured–en: kasniji HI su s lijeva od ranijih. Tu omogućuje jednos-
tavniji zapis rješenja. Npr. za drugi član u razvoju po λ imamo

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2HI(t1)HI(t2) =

∫ t

t0

dt2

∫ t

t2

dt1HI(t1)HI(t2)

=

∫ t

t0

dt1

∫ t

t1

dt2HI(t2)HI(t1)

=

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2
1

2

(
HI(t1)HI(t2)θ(t1 − t2) +HI(t2)HI(t1)θ(t2 − t1)

)

=

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2
1

2
T [HI(t1), HI(t2)] . (579)

U drugom redu smo zamijenili t1 i t2 integraciju uz prateću promjenu integracijskih
granica. U trećem smo preimenovali t1 ↔ t2. U četvrtom smo zbrojili rezultate iz prvog
i četvrtog retka, stavili ih pod istu integraciju, ali pri tome smo morali uvesti θ-funkcije.
Peti red je samo kraći zapis petog – preko T produkta.
Analogno se može dokaz provesti za bilo koji broj Hamiltonijana HI ,

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 . . .

∫ tn−1

t0

dtn HI(t1) . . . HI(tn)

=

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtn θ(t1 − t2) . . . θ(tn−1 − tn)HI(t1) . . . HI(tn)

=
1

n!

∑

P

∫ t

t0

dtP1 . . .

∫ t

t0

dtPn
︸ ︷︷ ︸

sim na perm

θ(tP1 − tP2) . . . θ(tPn−1 − tPn)HI(tP1) . . . HI(tPn)

=
1

n!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtn
∑

P
θ(tP1 − tP2) . . . θ(tPn−1 − tPn)HI(tP1) . . . HI(tPn)

=
1

n!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtn T{HI(t1) . . . HI(tn)} . (580)

Odatle slijedi kompaktni zapis U(t, t0),

U(t, t0) = 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1HI(t1) +
(−i)2
2!

∫ t

t0

dt1dt2T{HI(t1)HI(t2)}+ . . .

= T
{
exp[−i

∫ t

t0

dt′HI(t
′)
}

(581)

(za vremensko ured–enje T se uzima da je linearan operator).
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• Generalizacija U(t, t0) na U(t, t
′)

- Generaliziramo definiciju U operatora,

U(t, t′) = T
{
exp

[
− i

∫ t

t′
dt′′HI(t

′′)
]}

. (582)

- Svojstva U(t, t′):
1. diferencijalna jednadžba je ista kao za U(t, t0)

i
∂

∂t
U(t, t′) = HI(t)U(t, t

′) (583)

2. Početni uvjet jednadžbe je sada

U(t, t′)|t=t′ = 1 (584)

3. Oblik rješenja preko vremena t0 za koji smo zadali Fourierov razvoj polja (570),

U(t, t′) = eiH0(t−t0)e−iH(t−t′)e−iH0(t′−t0) = U(t, t0)U
†(t′, t0) (585)

4. Identiteti koje zadovoljava U(t, t′) (t1 ≥ t2 ≥ t3),

U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3), (586)

U(t1, t3)U
†(t2, t3) = U(t1, t2) . (587)

(Napomena: U(t, t′) postoji samo za t ≥ t′. Primjetite da U †(t, t′) ima isti oblik kao
U(t, t′) za zamjenjenim ulogama t i t′ i uz t′ ≤ t.

DZ. Provjerite jednadžbu (583) za definiciju (582). provjerite da li je (585) rješenje difer-
encijalne jednadžbe (583), (zbog jedinstvenosti su rješenja jednaka). Provjerite identitete
(586) i (587).

• Prikaz stanja |Ω〉 preko stanja |0〉 i Hamiltonijana HI

- Zamǐsljamo da krećemo od stanja |0〉, svojstvenog stanja slobodnog Hamiltonijana H0 i
vremenski ga evoluiramo ukupnim Hamiltonijanom H,

e−iHT |0〉 =
∑

n

e−iEnT |n〉〈n|0〉

= e−iE0T |Ω〉〈Ω|0〉+
∑

n 6=Ω

e−iEnT |n〉〈n|0〉 . (588)

Ubacili smo potpun skup stanja ukupnog Hamiltonijana H izmed–u e−iHT i |0〉. Med–u tim
stanjima je i osnovno stanje H, |Ω〉. U drugom retku smo izdvojili to stanje od ostalih.
- Moramo pretpostaviti da je preklop 〈Ω|0〉 6= 0 jer inačeHI ne bi bilo malo med–udjelovanje,
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pa sistem ne bismo mogli kasnije pertubativno razvijati po HI .
- Nultu energiju definiramo preko osnovnog stanja slobodnog Hamiltonijana,

H0|0〉 = 0 . (589)

- Kako je En > E0 (pretpostavka energetskog procjepa izmed–u osnovnog i ostalih stanja),
u (588) se možemo riješiti svih n 6= 0 stanja puštajući T u beskonačnost; preciznije
T → ∞(1− iε) tako da pri pri tom limesu imamo e−iEnT → 0. Odatle dobijamo

|Ω〉 = lim
T→∞(1−iε)

(e−iE0T 〈Ω|0〉)−1e−iHT |0〉 . (590)

- Kako je T vrlo velik možemo ga uvećati za malo konstantno vrijeme t0 (u kojem je
definiran Fourierov raspis polja),

|Ω〉 = lim
T→∞(1−iε)

(e−iE0(T+t0)〈Ω|0〉)−1e−iH(T+t0)|0〉

= lim
T→∞(1−iε)

(e−iE0(t0−(−T ))〈Ω|0〉)−1 e−iH(t0−(−T ))e−iH0((−T )−t0)︸ ︷︷ ︸
U(t0,−T )

|0〉

= lim
T→∞(1−iε)

(e−iE0(t0−(−T ))〈Ω|0〉)−1U(t0,−T )|0〉 . (591)

U prvom retku smo napravili zamjenu T → T + t0. U drugom smo ubacili ispred stanja
|0〉 faktor koji ga ne mijenja, eiH0(T+t0). Preuredili smo predznake ispred vremena tako
da smo od dva eksponencijana faktora dobili izraz koji je prema (585) jednak U(t0,−T ).
- Iz (591) slijedi da je stanje |Ω〉 do na komplicirani skalarni faktor jednako

|Ω〉 ∝ U(t0,−T )|0〉, (592)

tj. može se izraziti preko vakuumskog osnovnog stanja |0〉 i Hamiltonijana i operatora
za koji smo pokazali da se pertubativno može prikazati Hamiltonijana HI , koji je izražen
preko polja u slici med–udjelovanja φI .

- Slično nalazimo

〈Ω| = lim
T→∞(1−iε)

〈0|U(T, t0)
(
e−iE0(T−t0)〈0|Ω〉

)−1
. (593)

Dokaz:

〈0|e−iHT = 〈0|n〉〈n|e−iEnT

= 〈0|Ω〉〈Ω|e−iE0T +
∑

n 6=Ω

〈0|n〉〈n|e−iEnT . (594)

Puštajući T → ∞(1− iε) i zamjenjujući T → T − t0 dobijamo,

〈Ω| = lim
T→∞(1−iε)

〈0|e−iH(T )
(
〈0|Ω〉e−iE0T

)−1

T≫t0= lim
T→∞(1−iε)

〈0|e−iH(T−t0)
(
〈0|Ω〉e−iE0(T−t0)

)−1

= lim
T→∞(1−iε)

〈0| eiH0(T−t0)e−iH(T−t0)︸ ︷︷ ︸
U(T,t0)

(
〈0|Ω〉e−iE0(T−t0)

)−1
. (595)
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• Izraz za korelacijsku funkciju dvaju polja

Uvrštavajući izraze (574), (591) i (593) u izraz za korelacijsku funkciju dvaju polja
(566)dobijamo

〈Ω|T (φ(x)φ(y))|Ω〉 = lim
T→∞(1−iε)

〈0|U(T, t0)
(
〈0|Ω〉e−iE0(T−t0)

)−1

× (θ(x0 − y0)U †(x0, t0)φI(x)U(x
0, t0)U

†(y0, t0)φI(y)U(y
0, t0)

+θ(y0 − x0)U †(y0, t0)φI(y)U(y
0, t0)U

†(x0, t0)φI(x)U(x
0, t0))

×
(
e−iE0(t0−(−T ))〈Ω|0〉

)−1
U(t0,−T )|0〉

= lim
T→∞(1−iε)

(
e−iE02T |〈0|Ω〉|2

)−1

× 〈0|(θ(x0 − y0)U(T, x0)φI(x)U(x
0, y0)φI(y)U(y

0,−T )
+θ(y0 − x0)U(T, y0)φI(y)U(y

0, x0)φI(x)U(y
0,−T )|0〉 . (596)

- Uporabom normalizacije stanja Ω,

1 = 〈Ω|Ω〉, (597)

i izraza (591) i (593) dobijamo izraz za konstantni faktor koji se javlja u izrazu za ko-
relacijsku funkciju,

e−iE02T |〈0|Ω〉|2 = 〈0|U(T,−T )|0〉, (598)

a odatle slijedi konačan izraz za korelacijsku funkciju, tzv. Dysonova formula za ko-
relacijsku (Greenovu) funkciju dva skalarna polja,

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 = lim
T→∞(1−iε)

(〈0|U(T,−T )|0〉)−1

× 〈0|U(T, x0)φI(x)U(x0, y0)φI(y)U(y0,−T )
+ U(T, y0)φI(y)U(y

0, x0)φI(x)U(x
0,−T )|0〉

= lim
T→∞(1−iε)

〈0|T (φI(x)φI(y)U(T,−T ))|0〉
〈0)|U(T,−T )|0〉 (599)

= lim
T→∞(1−iε)

〈0|T{φI(x)φI(y) exp[−i
∫ T
−T dtHI(t)]}

〈0|T{exp[−i
∫ T
−T dtHI(t)]}

(600)

Formula (600) je egzaktna, med–utim njen oblik je podesan za pertubativni račun smetnje.

3.3 Wickov teorem

- Problem korelacijskih funkcija (dva polja; a kasnije ćemo pokazati isto za vǐse polja)
je Dysonovom formulom (600) sveden na problem izračunavanja očekivanih vrijednosti
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T -produkata polja

〈0|T{φI(x1)φI(x2) . . . φI(xn)}|0〉, n <∞ . (601)

- Za n = 2 (601) je Feynmanov propagator (za skalarno polje).
- Direktno nalaženje izraza (601) preko komutacijskih relacija za operatore a i a† je moguće
ali teško. Zato se primjenjuje sljedeća procedura koja olakšava račun. Proceduru ilustri-
ramo na primjeru dva φI polja.

1. Svako se polje razdvaja na pozitivno-energetski dio (koji sadrži samo a operatore i
pozitivno energetske faze e−iEt) i negativno-energetski dio (koji sadrži samo a† operatore
i negativno energetske faze e+iEt),

φ+
I (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

a~pe
−ip·x,

φ−I (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

a†~pe
ip·x . (602)

2. T produkt polja se razdvaja na normalni produkt polja i ostatak.

T (φI(x)φI(y)) = θ(x0 − y0)φI(x)φI(y) + θ(y0 − x0)φI(y)φI(x)

= θ(x0 − y0)(φ+
I (x)φ

+
I (y) + φ+

I (x)φ
−
I (y) + φ−I (x)φ

+
I (y) + φ−I (x)φ

−
I (y))

+ θ(y0 − x0)(φ+
I (y)φ

+
I (x) + φ+

I (y)φ
−
I (x) + φ−I (y)φ

+
I (x) + φ−I (y)φ

−
I (x))

= θ(x0 − y0)(φ+
I (x)φ

+
I (y) + φ−I (y)φ

+
I (x) + φ−I (x)φ

+
I (y) + φ−I (x)φ

−
I (y) + [φ+

I (x), φ
−
I (y)])

+ θ(y0 − x0)(φ+
I (x)φ

+
I (y) + φ−I (y)φ

+
I (x) + φ−I (x)φ

+
I (y) + φ−I (x)φ

−
I (y) + [φ+

I (y), φ
−
I (x)])

= N(φI(x)φI(y)) + φ(x)φ(y)) (603)

gdje je

φ(x)φ(y) ≡ θ(x0 − y0)[φ+
I (x), φ

−
I (y)] + θ(y0 − x0)[φ+

I (y), φ
−
I (x)] (604)

= θ(x0 − y0)〈0|φI(x)φI(y)|0〉+ θ(y0 − x0)〈0|φI(y)φI(x)|0〉
= θ(x0 − y0)D(x− y) + θ(y0 − x0)D(y − x)

= DF (x− y) . (605)

DZ. Dokažite da vrijede sljedeće relacije

T{φ(x)φ(y)} = T{φ(y)φ(x)}, (606)

N{φ(x)φ(y)} = N{φ(y)φ(x)} . (607)

Stoga zamjena dvaju skalarnih (ili još općenitije bozonskih polja) ne mijenja T produkt
odnosno N produkt tih polja. Takve jednakosti vrijede za T odnosno N produkt bilo
kojeg broja bozonskih polja.
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- Generalizacija (603) na bilo koji broj polja vodi na identitet

T{φ(x1)φ(x2) . . . φ(xn)} = N{φ(x1)φ(x2) . . . φ(xn) + sve moguće kontrakcije} (608)

koji je poznat kao WICKOV TEOREM (ovdje za skalarna odnosno bozonska polja).

- Primjer za m = 4 (koordinate zamjenjujemo indeksom zbog skraćenja notacije - npr.
φ(xi) ≡ φi)

T{φ1φ2φ3φ4} = N{φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

+ φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4} . (609)

- Normalni produkt kontrakcije polja koja nisu susjedna pretpostavljaju da se prvo da
se polja stave skupa (pri svakom preskoku jednog skalarnog polja preko drugog dobija se
predznak +1) i onda pokontrahiraju,

N(φ1φ2φ3φ4) = N(φ1φ3φ2φ4) = DF (x1 − x3)N(φ2φ4) . (610)

- Svojstvo normalno ured–enih operatora je da je njihova vakuumska očekivana vrijednost
jednaka nuli

〈0|N(bilo koji operator)|0〉 = 0 . (611)

Drugim riječima za bilo koji operator O

N(O) = O − 〈0|O|0〉 . (612)

Stoga vakuumska očekivana vrijednost T produkta 4 polja glasi (a mi baš takve gledamo
u (601))

〈0|T{φ1φ2φ3φ4}|0〉 = DF (x1 − x2)DF (x3 − x4)

+ DF (x1 − x3)DF (x2 − x4) +DF (x1 − x4)DF (x2 − x3) (613)

• Dokaz Wickovog teorema

- Dokaz se provodi matematičkom indukcijom. Za m = 2 polja smo ga već dokazali.
Pretpostavimo da je dokazan za m− 1 polja.
- Dokaz ne gubi na općenitosti ako se pretpostavi da je x01 ≥ x02 ≥ x03 ≥ . . . x0m. Ako bi
naime bio drugačiji poredak vremena mogli bismo preimenovati koordinate bez posljedica
na bilo koji član jednadžbe (608).
- Primjenom Wickovog teorema za polja φ2, . . . , φm imamo

T{φ1 . . . φm} = φ1φ2 . . . φm = φ1T{φ2 . . . φm}
= φ1N{φ2 . . . φm + sve kontrakcije bez φ1}
= (φ+

1 + φ−1 )N{φ2 . . . φm + sve kontrakcije bez φ1} . (614)
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- Ubacujemo φ+
1 i φ−1 pod normalno ured–enje (N). Npr. za prvi član u (614)

φ−1 N{φ2 . . . φm} = N{φ−1 φ2 . . . φm}, (615)

φ+
1 N{φ2 . . . φm} = N{φ2 . . . φm}φ+

1 + [φ+
1 , N(φ2 . . . φm)]

= N(φ+
1 φ2 . . . φm + [φ+

1 , φ
−
2 ]φ3 . . . φm + φ2[φ

+
1 , φ

−
3 ]φ4 . . . φm + . . .)

= N(φ+
1 φ2 . . . φm + φ1φ2φ3 . . . φm + φ1φ2φ3φ4 . . . φm + . . .) . (616)

Primjetite da su time za prvi član uvedene sve kontrakcije sa poljem φ1, preciznije svi
članovi koji imaju samo jednu kontrakciju i to polja φ1 sa bilo kojim drugim poljem. Na
analogan način se ponašaju svi drugi članovi u jedn. (614) koji već imaju kontrakcije –
uz član u kojem se φ+

1 samo dodaje u normalnom produktu javljaju se članovi u kojima
se φ+

1 kontrahira sa bilo kojim od polja koja već nisu pokontrahirana. Na taj način
dobijamo članove u kojima je φ+

1 samo dodan ispred svih polja i članove u kojima je φ+
1

pokontrahiran sa jednim od polja koja nisu već prije ubacivanja φ+
1 pod normalni produkt

bila kontrahirana i to na sve moguće načine. Skup svih tih članova daje jednakost (608)
za m polja,

T{φ(x1)φ(x2) . . . φ(xm)} = N{φ(x1)φ(x2) . . . φ(xm) + sve moguće kontrakcije} . (617)

Time je Wickov TM dokazan.

DZ Izvrijednite

〈0|T{φ1 . . . φ6}|0〉 . (618)

DZ Za Hamiltonijan skalarne kvantne elektrodinamike

HI = ieφ∗I
↔
∂µφIA

µ
I , (619)

(a
↔
∂µb = a∂µb− (∂µa)b) nad–ite izraz za

〈0|THI(x)HI(y)|0〉 . (620)

Pri tome će se javljati kontrakcija dva fotonska polja koju identificirajte sa fotonskim
propagatorom,

Aµ(x)Aν(y) . (621)

DZ Pokažite da vrijede sljedeće relacije

T (φ1N(φ2φ3)) = N(φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3), (622)

T (N(φ1φ2)N(φ3φ4)) = N(φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

+ φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4) . (623)
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Ta dva primjera ilustriraju opće pravilo da, pri primjeni Wickovog TM u raspisu T pro-
dukta polja preko normalno ured–enih polja i kontrakcija, ne treba uzimati u obzir kon-
trakcije polja koje se pod T -produktom javljaju u normalnom ured–enju.

Napomenimo da se normalno ured–enje ponekad označava sa ::,

N(AB) = :AB: . (624)

DZ. Primjenom (623) nad–ite za Hamiltonijan (619) izraz za

〈0|T (:HI(x): :HI(x):) . (625)

3.4 Feynmanovi dijagrami

- Ovo poglavlje se bavi nalaženjem amplituda na primjeru korelacijske funkcije s dva
polja, 〈Ω|T (φ(x)φ(y))|Ω〉, kombinatorikom tj. prebrojavanjem koliko puta se koji di-
jagram javlja, Feynamnovim pravilima za skalarno polje, vakuumskim doprinosima te
njihovim kraćenjem u Dysonovoj formuli (600).
- Napomena: Ovdje se rabi Peskinov pristup amplitudima u kojem se pretpostavlja da
Hamiltonijani nisu normalno ured–eni. Zbog toga se kod njega u izrazima javljaju do-
datni doprinosi vakuumskog i ”punoglavac” tipa kojih ne bi bilo kada bi Hamiltonijani
med–udjelovanja bili normalno ured–eni. To nema nikakvog utjecaja na udarne presjeke,
jer se u Dysonovoj formuli (600) vakuumski doprinosi krate, a punoglavac doprinosi se
uklanjaju renormalizacijom. Oba pristupa u konačnosti daju isti rezultat.

- Wickov TM omogućuje zapis izraza oblika

〈0|T{φI(x1)φI(x2) . . . φI(xn)|0〉 (626)

preko sume produkata Feynmanovih propagatora.

- Primjer 1 : Četiri polja u četiri različite prostorno-vremenske točke iz jed-
nadžbe (613). Prikaz te amplitude preko tzv. Feynmanovih dijagrama je

〈0|T{φ1φ2φ3φ4}|0〉 =

1 2

3 4

+

1 2

3 4

+

1 2

3 4

(627)

- Ta amplituda nije mjerljiva.
- Interpretacija amplitude je da se u dvije prostorno-vremenske točke kreiraju čestice,
svaka od njih se propagira do jedne od dvije preostale točke, i tamo se čestice anihiliraju.
Postoje tri mogućnosti odabira polaznih i konačnih točaka koje odgovaraju tri topološki
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različita Feynmanova dijagrama.

� Račun Greenove funkcije za dva polja

- Analiza Greenove funkcije dva polja je glavna tema ovog poglavlja.
- Greenova funkcija za dva polja glasi

(600) = 〈Ω|T{φ(x)φ(y)}|Ω〉 = lim
T→∞(1−iε)

〈0|T
{
φI(x)φI(y) exp

[
− i
∫ T
−T dtHI(t)

]}
|0〉

〈0|T
{
exp

[
− i
∫ T
−T dtHI(t)

]}
|0〉

.

• Grafički prikaz Greenove funkcije dva polja u prvom redu računa smetnje
- Sada ćemo vidjeti kako se grafički mogu prikazati procesi u kojima su uključena med–udjelovanja.
- Za početak zanemarimo nazivnik u Dysonovoj formuli (600). Brojnik s eksponencijalnim
faktorom razvijenim u red glasi

〈0|T
{
φI(x)φI(y) + φI(x)φI(y)

[
− i

∫
dtHI(t)

]
+ . . .

}
|0〉

= DF (x− y) + 〈0|T
{
φI(x)φI(y)

(−iλ
4!

)∫
d4zφI(z)φI(z)φI(z)φI(z)

}
|0〉 . (628)

- Kao što je naznačeno prvi član jednak je Feynmanovom propagatoru skalarnog polja.
- Drugi član je perturbativna korekcija prvom, i njega izračunavamo primjenjujući Wickov
teorem.
- Primjetite da Peskin ne pretpostavlja da je Hamiltonijan med–udjelovanja HI(t)
normalno ured–en. Zbog toga se u računu javljaju i doprinosi u kojima su polja svakog
pojedinog Hamiltonijana med–usobno pokontrahirana.
- Polja Hamiltonijana su ista i u jednoj točci, pa se ne mogu razlikovati. Šest skalarnih
polja možemo pokontrahirati ili tako da vanjska polja pokontrahiramo med–usobno (jedna
mogućnost) i polja Hamiltonijana med–usobno (tri mogućnosti) ili tako da vanjska polja
pokontrahiramo sa dva unutarnja (12 mogućnosti) i preostala dva unutarnja polja med–usobno
(jedna mogućnost). Sveukupno, to za doprinos prvog reda računa smetnje nazivniku
izraza za Greenovu funkciju dva polja daje rezultat

〈0|
{
φ(x)φ(y)(−i)

∫
d4z

λ

4!
φ4(z)

}
|0〉

= 3
(−i
4!
DF (x− y)

∫
d4zDF (z − z)DF (z − z)

)

+12
(−i
4!

∫
d4zDF (x− z)DF (y − z)DF (z − z)

)
. (629)

- Grafički se dva doprinosa iz jedn. (629) mogu prikazati sljedećim dijagramima,

(

x y z

)
+

(

x z y

)
. (630)
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- Svaka kontrakcija (odnosno propagator DF ) predočena je jednom linijom, a svaka
4-koordinata točkom. Pri tome razlikujemo vanjske točke i unutarnje točke. Un-
utarnje točke (pripadne koordinate su zi), tzv. vrhovi, predstavljaju HamiltonijaneHI(zi),
i javljaju se uz faktore (−iλ

∫
d4zi).

- Feynmanovi dijagrami su zapravo grafički prikaz amplitude koja opisuje stvaranje i
ponǐstenje čestica u pripadnim prostorno-vremenskim točkama.

• Faktori simetrije dijagrama
- Primjetimo da broj ekvivalentnih procesa 3 odnosno 12 djelomice ponǐstava faktor
1/4! koji je u Hamiltonijan HI uveden zbog identičnosti polja φI . Nadalje, odstupanja
od ponǐstenja faktora 1/4!, 1/8 i 1/2, tzv. faktori simetrije dijagrama, odgovaraju
simetriji pojedinih dijagrama na zamjenu polja.
-Tako dijagram u obliku osmice u jednadžbi (630) ima simetriju na zamjenu ulazno-
izlaznih polja u točku z i u gornjoj i doljnjoj kružnici, a osim toga je simetričan na
zamjenu gornje i doljnje kružnice.
- Sveukupno to daje faktor 2× 2× 2 = 8.
- graf u drugom sumandu jedn. (630) je simetričan na zamjenu ulazno-izlaznih polja, što
daje faktor 2.
- Npr. procesu koji odgovara amplitudi

〈0|φ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4)
(−iλ

4!

)∫
d4zφ(z)φ(z)φ(z)φ(z)|0〉 , (631)

i opisan je dijagramom

x1 x2

x3 x4

z
, (632)

takvog faktora nema zato jer se 4 polja iz Hamiltonijana HI(z) mogu povezati s četiri
vanjska polja u četiri različite prostorno-vremenske točke na 4! načina.
- Dakle faktori pokazuju simetrije dijagrama pokazuju koliko je broj kontrakcija u danom
dijagramu manji od produkta faktora tipa 4! zbog identičnosti nekih procesa na zamjenu
pojedinih polja uključenih u dani proces.
- Primjetimo i da je faktor simetrije dijagrama posljedica identičnosti polja u Hamiltoni-
janu. Ako su polja u Hamiltonijanu sva različita, faktor simetrije dijagrama je uvijek
jednak 1.
- Svaki dijagram ima svoj faktor simetrije. Evo još nekoliko primjera dijagrama koji imaju
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faktor simetrije različit od jedinice,

x y

S = 2, (633)

S = 2 · 2 · 2 = 8, (634)

x y
S = 3! = 6, (635)

x y

S = 3! · 2 = 12 . (636)

- Kada niste sigurni u faktor simetrije, treba prebrojati sve ekvivalentne kontrakcije u
izrazu za amplitudu.

• Feynmanova pravila u koordinatnom prostoru

- Sada možemo popisati Feynmanova pravila za φ4 teoriju koja smo sreli do sada (uglavnom)
u izračunu 〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉

- Feynmanova pravila u koordinatnom prostoru:

1. Za svaki propagator x y = DF (x− y),

2. Za svaki vrh z = (−iλ)
∫
d4z,

3. Za svaku vanjsku točku x = e−ipx,
4. Podjeliti s faktorom simetrije.

Faza koja je pridjeljena vanjskoj točci odgovara impulsu koji ulazi u točku x. Ako impuls
izlazi iz nje, faza ima suprotan predznak.

- Interpretacija:
1. (−iλ) je amplituda za emisiju (apsorpciju) čestica u vrhu.
2.
∫
d4z naznačuje da treba sumirati preko svih točaka u kojima se proces može desiti. To

je zapravo princip superpozicije u QM: kada se proces može ostvariti na razne načine,
treba pribrojiti amplitude svih mogućih načina ostvaranja dogad–aja.
3. DF (x − y) je amplituda prijelaza iz y u x. 4. Za izračun pojedine amplitude, Feyn-
manova pravila kažu da treba pomnožiti sve amplitude (propagatore i faktore vrhova)
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koje se javljaju u amplitudi danog procesa

Primjer 1: Napǐsimo amplitude koje odgovaraju dijagramima u (633), (634), (635), (636)
i (632):

Ma =
1

2
(−iλ)

∫
d4zeip2xDF (z − z)e−ip1z, (637)

Mb =
1

8
(−iλ)

∫
d4zDF (z − z)DF (z − z), (638)

Mc =
1

6
(−iλ)2

∫
d4z1d

4z2e
−ip2z2D3

F (z2 − z1), e
−ip1z1 (639)

Md =
1

12
(−iλ)3

∫
d4z1d

4z2d
4z3e

−ip2z1e−ip1z1DF (z1 − z3)DF (z1 − z2)

× D3
F (z2 − z3) . (640)

Me =
1

1
(−iλ)

∫
d4zeiz(p1+p

2+p3+p4) (641)

U dijagramuMb nemamo vanjskih linija, samo unutarnje, koje povezuju vrhove med–udjelovanja.
U dijagramima Ma, Mc i Md imamo dvije vanjske linije. U dijagramu Me imamo četiri
vanjske linije. Vanjske linije smo za sada uveli bez objašnjenja – objasnit ćemo ih poslije.

• Feynmanova pravila u impulsnom prostoru

- Rabeći integralnu reprezentaciju Greenovih funkcija,

DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iε
e−ip(̇x−y), (642)

i integrirajući po internim koordinatama (odgovarajuHI vrhovima), za svaki vrh dobijamo
sačuvanje 4-impulsa

p3

p2

p1

p4

z ↔

∫
d4ze−ip1ze−ip2ze−ip3ze−ip4z

= (2π)4δ(4)(p1 + p2 + p3 + p4) .
(643)

Ta sačuvanja 4 impulsa daju toliko uvjeta na neodred–ene 4 impulse propagatora koliko
ima vrhova. Time dolazimo do Feynmanovih pravila za φ4 teoriju u impulsnom prostoru

115



- Feynmanova pravila za φ4 teoriju u impulsnom prostoru:

1. Za svaki propagator p = i
p2−m2+iε

,

2. Za svaki vrh = −iλ ,

3. Za svaku vanjsku točku
p

x = 1 .

4. Zakon sačuvanja za svaki vrh (2π)4δ(
∑
pf −

∑
pi) .

5. Integracija po svakom

neodred–enom impulsu
∫

d4p
(2π)4

.

6. Djeljenje s faktorom simetrije.

• Integracija po vremenu (i integracija po prostoru)

U Dysonovoj formuli za Greenovu funkciju dva polja (600) javlja se integracija
∫ T
−T , gdje

T → ∞(1− iε). Pogledajmo tu integraciju u dva različita slučaja.

a. Za dijagram tipa (643) (povezani ne-vakuumski dijagram) integral glasi

lim
T→∞(1−iε)

∫ T

−T
dz0
∫
d3ze−i(p1+p2+p3+p4)·z, (644)

i on konvergira zahvaljujući malom imaginarnom faktoru −iε. Uvod–enje tog malog imag-
inarnog faktora ekvivalentno je integraciji po realnoj vremenskoj osi ako je svaki od 4-
impulsa zamjenjen sa 4-impulsom sa nultom komponentom sa malim imaginarnim članom,
p0 ∝ (1+ iε). U impulsnom prostoru integracija po p0 komponentama je dana konturom,

p0

. (645)

Ta ista kontura javlja se u definiciji Feynmanovog propagatora (642), a ostvaruje se do-
davanjem malog imaginarnog člana masi propagatora. U tom smislu za ovakvu vrstu
dijagrama T ǐsčezava iz izraza u limesu kada T → ∞.

b. Dijagrami vakuumskog tipa su koji imaju samo interne točke, kao što je npr.
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dijagram u jedn. (634), ili dijagram

p4

wz
p2

p1

p3

. (646)

U svim takvim dijagramima koji nisu povezani sa dijagramima koji imaju vanjske linije
(oni čine tzv. vakuumski dio ukupne amplitude) postoji jedna (i za povezani vakuumski
dijagram samo jedna) δ(4)-funkcija koja zbog drugih δ(4)-funkcija ima argument jednak
nuli. Značenje δ(4)(0) dobijamo iz njene definicije ako pretpostavimo da su prostor i
vrijeme veliki ali konačni (V i 2T )

(2π)4δ(4)(0) =

∫
d4zei·0 = (2T )V . (647)

•Odvajanje i kraćenje doprinosa vakuumskih dijagrama u korelacijskoj funkciji
za dva polja

- Dijagramatski ćemo ”dokazati” kako izgledaju doprinosi vakuumskih dijagrama u ko-
relacijskoj funkciji za dva polja.
- Tipičan dijagram je oblika

x y . (648)

On sadrži dio povezan sa x i y te djelove koji nisu povezani s njima (vakuumske djelove).
- Vakuumske dijagrame i pripadne amplitude ćemo označiti sa Vi.
- Ako se isti vakuumski dijagram (npr Vi) javlja vǐse puta kao u jedn. (648) on se u
amplitudi javlja sa faktorom 1/ni! (gdje je ni broj koliko puta se dijagram Vi javlja)
zbog simetrije amplitude na zamjenu tih identičnih doprinosa (zamjena ne vodi na novi
doprinos).
- Suma svih doprinosa Vi tog dijagrama stoga daje bilo kojoj amplitudi, povezanoj sa
točkama x i y, faktor

∞∑

ni=0

1

n!
(Vi)

ni = expVi . (649)

- Sve vakuumske amplitude daju bilo kojoj amplitudi povezanoj sa x i y faktor

∏

i

∞∑

ni=0

1

n!
(Vi)

ni =
∏

i

expVi = exp
(∑

Vi

)
. (650)

117



- Sveukupna amplituda koja se javlja u brojniku jedn. (600) jednaka je stoga sumi svih
amplituda povezanih sa x i y pomnoženih sa faktorom (650)

(∑
povezane ampl.

)
× exp

(∑

i

Vi

)
. (651)

- Dijagramatski taj izraz glasi

lim
T→∞(1−iε)

〈0|T
{
φI(x)φI(y) exp

[
− i

∫ T

−T
dtHI(t)

]}
|0〉

=


 + + +

x y x xy y
· · ·




× exp


 + + + · · ·


 . (652)

- S druge strane analogna analiza daje za nazivnik u jedn. (600)

〈0|T
{
exp

[
− i

∫ T

−T
dtHI(t)

]}
|0〉

= exp


 + + + · · ·




= exp
(∑

i

Vi

)

(598)
= e−iE02T |〈0|Ω〉|2 = 〈0|U(T,−T )|0〉 . (653)

koji slijedi iz izraza za |Ω〉 i 〈Ω|Ω〉 = 1.
- Stoga je izraz za Greenovu funkciju dva polja prema (600) jednak

〈Ω|T [φ(x)φ(y)] |Ω〉
= suma svih povezanih dijagrama s dvije vanjske točke

=


 + + +

x y x xy y
· · ·


 . (654)

- Primjetite da izraz sadrži samo amplitude koje su povezane sa x i y. Na sadrži vakuumske
doprinose Vi.
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• Fizikalna interpretacija vakuumskih dijagrama

- Iz jedn. (653) dobijamo

exp[
∑

i

Vi] ∝ exp[−iE0(2T )] . (655)

- Prema diskusiji kod jedn. (647) svaki vakuumski dijagam je proprorcionalan δ(0) =
V (2T ), pa stoga iz (655) slijedi izraz za gustoću vakuumske energije,

E0

V
=

i

(2π)4δ4(0))


 + + + · · ·


− i

ln |〈0|Ω〉|2
(2π)4δ4(0))

.

(656)

- Lijeva strane jednadžbe je neovisna o V i T .

• Generalizacija izraza za Greenove funkcije na Greenove funkcije za vǐse polja

- Do sada smo razmatrali samo korelacijske funkcije dva polja.
- Poopćenje relacije (654) vrijedi za bilo koji broj polja. Korelacijska funkcija n polja
ne sadrži u sebi vakuumske doprinose (tj doprinose čiji dijagrami nisu povezani niti sa
jednom vanjskom točkom). Npr. za korelacijsku funkciju 4 polja vrijedi sljedeća relacija,

〈Ω|Tφ1φ2φ3φ4|Ω〉

= + + + + + · · ·

+ + + + · · ·

+ + · · · + + · · ·

(657)

- Općenito

〈Ω|Tφ(x1) . . . φ(xn)|Ω〉

=

(
suma svih dijagrama bez vakuumskih
doprinosa s n vanjskih točaka

)
. (658)
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3.5 S-matrica i udarni presjek

� Mjerljive veličine – eksperiment

• Brzina procesa, luminozitet i udarni presjek 1

- Definicija po Particle Data Group

- U sudarivačima se udarni presjek definira preko luminoziteta,

R = Lσ . (659)

Tu je R broj dogad–aja (med–udjelovanja) u sekundi, L je luminozitet, a σ je udarni presjek.
Definicija (659) zavisi o definiciji luminoziteta.
- U sinhrotronima sa nasuprotnim snopovima (CERN itd. – sudarivači s dva snopa) se
u snopovima javljaju čestice u nakupinama. Broj čestica po nakupini u jednom odnosno
drugom snopu je približno isti za svaki sudarivač i svojstvo je danog sudarivača. Zbog
toga se obično definira luminozitet za dvije nakupine u snopovima

L =
fN1N2

4πaxay
≈ fN1N2

A
. (660)

Tu N1 i N2 označavaju (prosječan) broj čestica po nakupini prvog odnosno drugog snopa;
f je frekvencija kojom nakupine obilaze puni krug u akceleratoru; ax i ay su veličine
dimenzije duljine koje opisuju Gaussov oblik snopa; A ≈ 4πaxay je ”zajednička površina
dvaju snopova”.
- U definiciji luminoziteta (660) nije uključen broj nakupina u snopovima. Broj nakupina
u snopovima je lakše mijenjati i on se podešava tako da je mjerenje optimalno. Ako bi se
luminozitet definirao kao u (660) i ako bi broj nakupina u snopovima bio b1 i b2, onda bi
R bio dan sa

R = b1b2Lσ . (661)

Med–utim luminozitet se često definira na sljedeći način. Jedna od nakupina u jednom
od snopova se uzima kao da je meta (npr. u snopu 1), na kojem se raspršava cijeli drugi
snop. Time se za luminozitet dobija

L = b2
fN1N2

4πaxay
≈ b2

fN1N2

A

=
fN1N2

b1A
, (662)

gdje su N1 i N2 ukupni brojevi čestica u prvom i drugom snopu, a za R se dobija

R = b1Lσ . (663)

1Zahvaljujem se prof. Planiniću za informacije u vezi pojma luminoziteta
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- Peskinova definicija

- Peskin definira udarni presjek za raspršenje dvije nakupine čestica (A i B). Pretpostavlja
se da su nakupine duljine ℓA i ℓB, da je gustoća čestica ρA i ρB, te da imaju zajedničku
preklopnu površinu nakupina A dok jedna nakupina prolazi preko druge.

ρB

ℓB ℓA

ρA
v

- Uz pretpostavku da su gustoće nakupina konstantne za udarni presjek σ se može defini-
rati kao (usporedite sa (659) i (660)).

σ =
Broj raspršenja

ρAℓAρBℓBA
. (664)

- U realnim snopovima gustoće ρA i ρB nisu konstantne, ali su skale promjene gustoće i
širine snopa puno veće od dosega med–udjelovanja i širine paketa koji opisuje pojedinačne
čestice. Zbog toga možemo uzeti da su ρA i ρB glatke funkcije x pa se može provesti
integracija po širini snopa. To vodi na jednakost

Broj dogad–aja = σℓAℓB

∫
d2xρA(x)ρB(x) . (665)

- Eksperimentalni ured–aji mogu dati puno detaljniju informaciju o raspršenju od samog
broja raspršenih čestica:
1. Pri raspršenju dvaju čestica npr. e− na e+ ima puno kanala (e+e−, µ+µ−, τ+τ−,
e+e−γ, e+e−γγ, µ+µ−γ, itd.). Eksperimentalci mogu mjeriti broj raspršenja u svaki
od tih pojedinih kanala. Time se dobijaju udarni presjeci za pojedine kanale (npr.
σ(e+e− → µ+µ−γ))
2. Nadalje može se mjeriti i ovisnost broja raspršenja o vrijednostima konačnih impulsa i
spinova. To vodi na diferencijale udarne presjeke dσ/(d3p1d

3p3 . . . d
3pn), gdje su p1, . . . pn

4-impulsi vanjskih čestica (spinsku ovisnost nismo eksplicite naznačili).

• Širine raspada

- Širina raspada se definira kao mjera brzine raspada čestice. Pretpostavimo da imamo
nakupinu čestica A koje se raspadaju (pretpostavlja se da čestice miruju). Tada je
(ukupna) širina raspada čestice A definirana sa

ΓA ≡ Broj raspada čestica A u jedinici vremena

Trenutni broj čestica A ≡ −dNA/dt
NA

, (666)
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gdje je t vrijeme u sustavu mirovanja čestica A.
- Veza sa vremenom života čestice je

τA =
1

ΓA
(667)

(Poluvrijeme života je (t1/2)A = τA · ln 2.).
- U NR kvantnoj mehanici se širine raspada nestabilnih stanja (npr. u atomskoj fizici)
javljaju u eksperimentima kao rezonance. U blizini rezonantne energije E0 NR amplituda
raspršenja dana je Breit-Wignerovom formulom,

f(E) ∝ 1

E − E0 + iΓ/2
, (668)

odakle slijedi da udarni presjek u blizini rezonantne energije ima oblik

σ ∝ 1

(E − E0)2 + Γ2/4
. (669)

- U relativističkoj fizici generalizacija Breit-Wignerove formule (668) glasi

1

p2 −m2 + imΓ
≈ 1

2E~p(p0 − E~p + i(m/E~p)Γ/2)
. (670)

Mjerena brzina raspada čestice u općem sustavu je (m/E~p)Γ, gdje je Γ definiran u sus-
tavu mirovanja čestice. (m/E~p) dolazi zbog ”vremenske dilatacije”. Izraz s lijeve strane
jednadžbe (670) je relativistički invarijantan.
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� S matrica

- U karakterističnom eksperimentu u čestičnoj i nuklearnoj fizici, skiciranom na slici neko-
liko se makroskopski udaljenih čestica približava, sudara u mikroskopski malom području
i produkti med–udjelovanja se opet detektiraju na makroskopskim udaljenostima.

1

2

3

Ψ+
α

t = −∞

Ψ−
β

t = +∞

Figure 3: 3.1 Opća slika raspršenja

- 1, 3 : fizikalna stanja prije i poslije interakcije, udaljena med–usobno toliko da efektivno
ne med–udjeluju. Ta stanja su tzv. in (ulazna) i out (izlazna) stanja.
- Prijelazni matrični element izmed–u početnog i konačnog stanja definira tzv. S-matrični
element prijelaza izmed–u ta dva stanja.
- U eksperimentu se mjere distribucije vjerojatnosti — ovdje dajemo formalizam za nji-
hovo nalaženje.
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• In i out stanja

- Weinbergova definicija :
- Stanja koja opisuju procese kao na gornjoj slici su u Heisenbergovoj slici. Stoga
se ona ne razvijaju u vremenu. Med–utim ako se napravi translacija u vremenu koja
povezuje vremena polaznog (S) i konačnog (S ′) inercijalnog sustava relacijom t′ = t− τ ,
sustava tada stanja u dva sustava nisu ista već su povezana relacijom

Ψ′ = e−iHτΨ . (671)

- Stanja na slici odgovaraju dvama stanjima kakve vide promatrači u sustavima koji
su s obzirom na vrijeme med–udjelovanja translatirani u vrijeme τ → −∞ (stanje Ψ+

α )
odnosno τ → ∞ (stanje Ψ−β )
- Nadalje, zamǐslja se da se ukupni Hamiltonijan H može razdjeliti na slobodni Hamil-
tonijan H0 i Hamiltonijan med–udjelovanja Hint,

H = H0 +Hint, (672)

na takav način da je spektar slobodnih svojstvenih stanja φα i spektar stanja u
med–udjelovanju Ψα isti,

HΨα = EαΨα ,

H0Φα = EαΦα . (673)

Tako svakom stanju Ψα odgovara neko stanje slobodnog Hamiltonijana Φα iste energije.
(Primjetite da ovdje Weinberg odstupa od Peskina : Po Peskinu osnovno stanje kom-
pletnog Hamiltonijana |Ω〉 i osnovno stanje slobodnog Hamiltonijana |0〉 nemaju iste
energije).
- In (out) stanje se definira kao stanje koje zadovoljava relaciju

exp(−iHτ)
∫
dα g(α)Ψ±α

± : τ→∓∞−−−−−−−−→ exp(−iH0τ)

∫
dα g(α)Φα , (674)

za svaku glatku funkciju g(α) kvantnih brojeva α (tzv. test funkcija).
- Formalno se relacija (674) zapisuje

Ψ±α = Ω(∓∞)Φα , (675)

Ω(τ) = exp(iHτ) exp(−iH0τ) . (676)

Napomena : Jednakost (675,676) se uvijek mora interpretirati kao relacija (674).
Napomena : Realna stanja su lokalizirana u prostoru. Stoga ona jesu valni paketi
izgrad–eni od stanja odred–ene energije i impulsa. Nadalje, iako jesu valni paketi, ona
imaju jako dobro definiran impuls i energiju, dakle to su valni paketi koji su u impulsnom
prostoru lokalizirani oko nekog impulsa koji se mjeri kao impuls čestice (isto vrijedi i za
energiju).
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- Peskinova definicija:
- Peskin za in i out stanja uzima valne pakete

|φ〉 =

∫
d3k

(2π)3
1√
2E~k

φ(~k)|~k〉, (677)

koji su definirani u limesu t → ∓∞. Tu je φ(~k) Fourierov transformat neke prostorne
funkcije normirane na jedinicu,

∫
d3k

(2π)3
|φ(~k)|2 = 1 . (678)

a |~k〉 je svojstveno stanje kompletnog Hamiltonijana H (ono odgovara stanju Ψα u
Weinbergovoj notaciji).

- Ortonormiranost in i out stanja: Za slobodnu teoriju (tada bi |~k〉 odgovarao Φα

u Weinbergovoj notaciji) vrijedi |~k〉 =
√

2E~ka
†
~k
|0〉 i tada, uz normalizaciju (678), vrijedi

〈φ|φ〉 = 1 . (679)

Kako prema (675) stanje |ψ〉 u teoriji s med–udjelovanjem i stanje |φ〉 stanje u slobodnoj
teoriji povezuje unitaran operator, normiranost vrijedi i za in i out stanja.
- Sa slike 3 je intuitivno jasno da mi zapravo tražimo prijelaznu amplitudu

〈φ1φ2 . . .︸ ︷︷ ︸
budućnost

|φAφB︸ ︷︷ ︸
prošlost

〉, (680)

odnosno pripadnu vjerojatnost

P = |〈φ1φ2 . . .︸ ︷︷ ︸
budućnost

|φAφB︸ ︷︷ ︸
prošlost

〉|2 . (681)

Valni paketi (in i out stanja po Peskinu) φA, φB, i φ1, φ2, . . . su lokalizirani u prostoru, pa
kako su na velikim udaljenostima za t→ −∞ odnosno t→ ∞, med–usobno ne med–udjeluju
(po principu dekompozicije nakupina). Zbog med–udjelovanja Hint koja miješa stanja
prijelazna amplituda je (može biti) različita od nule.

- Konstrukcija in stanja |φAφB〉in
- In stanja, |φAφB〉in definiramo iz inercijalnog sustava vremenski translatiranog u t →
−∞ kao superpozicije stanja odred–enog impulsa i energije s obzirom na ukupni operator
impulsa i ukupni Hamiltonijan, |~k1~k2〉. Pri tome se zahtjeva da su valni paketi tj. test

funkcije φ(~ki) koji definiraju te valne pakete koncentrirani (imaju oštar maksimum) oko
nekih odred–enih vrijednosti impulsa ~pi.
- Pri tome je zgodno uvesti parametar sudara (engl. impact parametar) tj. relativnu

udaljenost dvaju valnih paketa s obzirom na relativni smjer gibanja, ~b,

|φAφB〉in =

∫
d3kA
(2π)3

∫
d3kB
(2π)3

φAφBe
−i~b·~kB

√
(2EA)(2EB)

|~kA~kB〉in . (682)
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B

B

B

B

B

A

~b

Figure 4: 4.5 Paketi in stanja i parametar raspršenja

- Out stanja out〈φ1φ2 . . . |
- Definiraju se analogno in stanjima ali u inercijanom sustavu translatiranom u vremenu s
obzirom na vrijeme raspršenja za t→ +∞. Opet se definiraju kao valni paketi svojstvenih
stanja odred–enog impulsa i energije,

out〈φ1φ2 . . . | =

(
∏

f

∫
d3pf
(2π)3

φf (~pf )√
2Ef

)

out〈~p1~p2 . . . | . (683)

Konačni rezultat za udarni presjek ne zavisi o tome da li se za out stanja uzimaju pro-
duktna stanja točno odred–enog impulsa ili produktno stanje valnih paketa. Stoga ćemo,
zbog jednostavnosti računa, uzeti da su out stanja dobro definiranog impulsa a ne valni
paketi.

• S matrica

- Vjerojatnost (681) odnosno prijelaznu amplitudu (680) najlakše je definirati preko in i
out stanja odred–enog impulsa.
- S matrični element je definiran kao amplituda vjerojatnosti prijelaza izmed–u in i out
stanja. Konkretno za stanja odred–enog impulsa

Sfi ≡ out〈~p1~p2 . . . |~kA~kB〉in ≡ lim
T→∞

〈~p1~p2 . . .︸ ︷︷ ︸
T

|~kA~kB︸ ︷︷ ︸
−T

〉

= lim
T→∞

〈~p1~p2 . . . |e−iH(2T )|~kA~kB〉 . (684)

- Izraz u drugom retku vrijedi u svakom referentnom sustavu.

- Struktura S matrice - T matrica, sačuvanje energije, invarijantni matrični
element
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- Čak ako teorija uključuje med–udjelovanje, postoji mogućnost da čestice ne med–udjeluju
tj. postoji dio S matrice koji je proporcionalan jediničnom operatoru. Da bi se izolirao
dio S matrice sa med–udjelovanjima definira se T matrica,

Sfi = δfi + iTfi . (685)

- Nadalje, kako S matrica (684) sadrži svojstvena stanja ukupnog Hamiltonijana i im-
pulsa, te ukupni Hamiltonijan, te kako operatori ukupnog Hamiltonijana i ukupog im-
pulsa med–usobno komutiraju, S matrica mora čuvati 4-impuls, tj. mora sadržavati kao
faktor δ(4)(kA + kB −

∑
pf ).

- Izvlačenjem tog faktora iz T matrice dobija se tzv. invarijantni matrični element

Tfi = (2π)4δ(4)(kA + kB −
∑

pf )M(kA, kB → {pf}), (686)

gdje su impulsi kA, kB i pf na ljusci mase.
- Gornje definicije dane S matrice, T matrice, prijelaznih matričnih elemenata itd. dane
su samo za prijelaz dvije početne čestice u neki skup konačnih čestica. Med–utim ista
definicija vrijedi i za prijelaz jedne, tri ili vǐse čestica u neki skup konačnih čestica.

• Udarni presjek

- U procesu raspršenja dvije početne čestice dobro definiranih impulsa se raspršavaju u
skup konačnih čestica čiji impuls nije vrlo precizno definiran. Zbog toga se u izrazima ne
javlja prijelazna vjerojatnost za točno odred–ene konačne impulse, već se oni integriraju.
U tu svrhu trebamo definirati diferencijalnu prijelaznu vjerojatnost,

P(AB → 12 . . . n) =

(
∏

f

d3pf
(2π)3

1

2Ef

)
|〈~p1 . . . ~pn|φAφB〉|2 . (687)

koja je tako definirana za odabir normalizacije u ovoj knjizi (sjetite se da je normal-
izacija stanja Lorentz invarijantna pa stoga i integracija po faznom prostoru mora takod–er
biti Lorentz invarijantna; takod–er pri ubacivanju potpunog skupa stanja se integrira po
Lorentz invarijantnoj mjeri)
- Za jednu česticu u meti (A) i mnogo upadnih čestica koje u područje med–udjelovanje

ulaze sa različitim vrijedostima ulaznih parametara ~b broj raspršenja (N) jednak je

N =
∑

sve ulazne
čestice i

Pi =

∫
d2bnBP(~b), (688)

gdje je nB broj čestica B po jedinici površine d2b.
- Uz pretpostavku da je nB konstantan na skali dosega med–udjelovanja, nB se može staviti
izvan d2b integracije.
- Tada se udarni presjek σ definira kao

σ =
N

nBNA
=

N

nB · 1
=

∫
d2bP(~b) . (689)

127



Primjetite da je definicija vrijedi i za općeniti slučaj kada je broj čestica mete NA različit
od jedinice.

- Diferencijalni udarni presjek
- Diferencijalni udarni presjek za dani diferencijalni element faznog prostora konačnih
čestica glasi

dσ =

(
∏

f

d3pf
(2π)3

1

2Ef

)∫
d2b

(
∏

i=A,B

∫
d3ki
(2π)3

φi(~ki)√
2Ei

∫
d3ki
(2π)3

φ∗i (
~ki)√
2Ei

)

× ei
~b·(~kB−~kB)(out〈{~pf}|{~ki}〉in)(out〈{~pf}|{~ki}〉in)∗, (690)

gdje se integrira po upadnim parametrima ~b i po Fourierovim komponentama ulaznih

čestica ~kA, ~kB, ~kA, ~kB. Po faznom prostoru izlaznih čestica se ne integrira.
- Integracija po d2b daje faktor

(2π)2δ(~k⊥B − ~k
⊥
B ), (691)

gdje su ~k⊥B i ~k
⊥
B komponente impulsa okomite na smjer upada čestica B za koju ćemo zbog

jednostavnosti uzeti da je u smjeru pozitivne z osi.
- Pretpostavljajući da nas ne interesira slučaj kada nema raspršenja možemo zanemariti
jedinični član (δfi) u (685),

(out〈{~pf}|{~ki}〉in) = iM({ki} → {pf})(2π)4δ(4)(
∑

ki −
∑

pf ),

(out〈{~pf}|{~ki}〉in)∗ = −iM∗({ki} → {pf})(2π)4δ(4)(
∑

ki −
∑

pf ) . (692)

δ(4) funkcije u (692) zapisujemo preko okomitih komponenti, z komponenti i nultih kom-
ponenti,

δ(4)(
∑

ki −
∑

pf ) = δ(2)(
∑

~k⊥i −
∑

~p⊥f )

× δ(
∑

kzi −
∑

pzf )δ(
∑

Ei −
∑

Ef ),

δ(4)(
∑

ki −
∑

pf ) = δ(2)(
∑

~k
⊥
i −

∑
~p⊥f )

× δ(
∑

k
z

i −
∑

pzf )δ(
∑

Ei −
∑

Ef ) . (693)

Ukupan broj (2π) faktora koji se javlja uz delta funkcije je 10 (tj. (2π)2+4+4 = (2π)10).

- Provodimo integracije preko ~kA i ~kB impulsa u delta funkcijama. Okomite komponente
daju

∫
d2k̄⊥Ad

2k̄⊥B δ
(2)(~k

⊥
B − ~k⊥B )δ

(2)(~k
⊥
A + ~k

⊥
B −

∑

f

~p⊥f )δ
(2)(~k⊥A + ~k⊥B −

∑

f

~p⊥f )
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=

∫
d2k̄⊥Aδ

(2)(~k
⊥
A + ~k⊥B −

∑

f

~p⊥f )δ
(2)(~k⊥A + ~k⊥B −

∑

f

~p⊥f )

= δ(2)(~k⊥A + ~k⊥B −
∑

f

~p⊥f ) . (694)

Primjetite da vrijedi ~k
⊥
B = ~k⊥B i ~k

⊥
A = ~k⊥A. z komponente kzi i k

z

i su med–usobno nezavisne.
k
z

i integracije daju
∫
dk

z

Adk
z

Bδ(k
z

A + k
z

B −
∑

pzf )δ(EA + EB −
∑

Ez
f )

=

∫
dk

z

Aδ
(√

~k
2

A +m2
A +

√
~k
2

B +m2
B

∣∣∣
k
z
B=−k

z
A+

∑

f p
z
f

−
∑

f

Ez
f

)

=

∫
dk

z

Aδ(k
z

A − k
z,0

A )
1(

k
z,0
A

EA
− k

z
B

EB

)
k
z
B=−k

z
A+

∑

f p
z
f

=
1(

k
z,0
A

EA
− k

z
B

EB

)
k
z
B=−k

z,0
A +

∑

f p
z
f

=
1

|vzA − vzB|
. (695)

Tu je k
z,0

A rješenje jednadžbe definirane delta funkcijom u drugom redu (695). kzi inte-
gracije daju potpuno isti rezultat sa δ(kzA + kzB −

∑
pzf )δ(EA + EB −

∑
Ez
f ). Preciznije

jednaka su rješenja za jednadžbe iz δ funkcija

kz,0A = k
z,0

A , (696)

pa su stoga jednake i sve ostale veličine

kzB = k
z

B, EA = EA, EB = EB . (697)

kzi integracije nećemo provoditi. Samo nam je bitno da možemo primjeniti jednakosti
(696) i (697).
- Upotrebom jednakosti (691-697), za diferencijalni udarni presjek (690) dobijamo

dσ =

(
∏

f

d3pf
(2π)3

1

2Ef

)∫
d3kA
(2π)3

d3kB
(2π)3

|φA(kA)|2
2EA

|φB(kB)|2
2EB

× (2π)4δ4(kA + kB −
∑

f

pf )
1

|~vA − ~vB|
|M({ki} → {pf})|2 . (698)

- Sada ćemo upotrijebiti pretpostavku da su valni paketi imaju oštar maksimum oko
vrijednosti impulsa ~pA i ~pB. Druge funkcije kao što su energije, brzine i kvadrat invari-
jantnog matričnog elementa imaju puno blažu ovisnost o vrijednostima impulsa po kojima
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se integrira. Zato se u njih mogu uvrstiti umjesto ~kA i ~kB vrijednosti ~pA i ~pB i može ih se
izvući izvan integrala,

dσ =

(
∏

f

d3pf
(2π)3

1

2Ef

)
|M(pA, pB → {pf})|2
2EA2EB|~vA − ~vB|

×
∫

d3kA
(2π)3

d3kB
(2π)3

|φA(kA)|2|φB(kB)|2(2π)4δ4(kA + kB −
∑

f

pf ) . (699)

- Dodatno pojednostavljenje formule za udarni presjek slijedi iz svojstava detektora.
Detektori (uglavnom) nemaju rezoluciju u impulsu bolju od širine valnih paketa.
Stoga je poznavanje kroz koji dio faznog prostora prošla čestica (čestice) slabija od širine
valnog paketa, pa se nekoherentna suma (koja se provodi kada nemamo informaciju kroz
koji dio faznog prostora ili nekog njegovog podskupa čestica prolazi) provodi po elemen-
tima faznog volumena većim od širine valnog paketa. Stoga se zbroj kA + kB u δ-funkciji
u dobroj aproksimaciji može zamijeniti sa pA + pB i δ-funkcija se može izvući izvan
integrala. Preostaju dvije nezavisne impulsne integracije po normaliziranim funkcijama
valnih paketima koje daju jedinicu. Time konačna formula za udarni presjek postaje
neovisna o detaljima valnih paketa koje opisuju ulazne čestice,

dσ =
1

2EA2EB|~vA − ~vB|

(
∏

f

d3pf
(2π)3

1

2Ef

)

×|M(pA, pB → {pf})|2(2π)4δ(pA + pB −
∑

f

pf ) . (700)

Transformacije udarnog presjeka na Lorentzove transformacije

- U izrazu (700) su |M(pA, pB → {pf})|2 (2π)4δ(pA + pB −
∑

f pf ) i integralna mjera po
konačnim impulsima,

dLIPSn = dΠn =

(
∏

f

∫
d3pf
(2π)3

1

2Ef

)
(2π)4δ(pA + pB −

∑

f

pf ), (701)

(LIPS stoji za ”Lorentz Invariant Phase Space”) Lorentz invarijantni. Peskinova oznaka
za dLIPSn je dΠn To znači da je transformacija diferencijanlog udarnog presjeka dσ
definirana faktorom (pretpostavlja se da se snopovi šire duž z osi)

1

EAEB|vA − vB|
=

1

|EBpzA − EApzB|
=

1

|ǫµxyνpµApνB|
, (702)

Ta veličina nije Lorentz invarijantna, ali je invarijantna na boostove (potiske) duž z osi.
Ona se transformira na Lorentzove transformacije kao površina udarnog presjeka.
Ipak, u knjigama se često identificira sa Lorentz invarijantnom veličinom

1

EAEB|vA − vB|
=

1√
(pA · pB)2 −m2

Am
2
B
. (703)
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Tako se postiže da je udarni presjek ”Lorentz invarijantna veličina”.

- LIPS2 u sustavu centra mase konačnih čestica

- Za dvije čestice u konačnom stanju u sustavu centra mase (CM sustav, CMS), ~p1+~p2 = 0
vrijedi

∫
dLIPS2 ≡

∫
dΠ2 =

∫
dp1p

2
1dΩ

(2π)32E12E2

(2π)δ(Ecm − E1 − E2)

=

∫
dΩ

p21
16π2E1E2

(
p1
E1

+
p1
E2

)−1

=

∫
dΩ

1

16π2

|~p1|
Ecm

, (704)

gdje je E1 =
√
p21 +m2

1, E2 =
√
p21 +m2

2 i Ecm je ukupna energija ulaznih čestica. U
drugom redu, (jedn. (704), izvršena je integracija preko impulsa. Time impuls (njegov
iznos) p1 postaje jednak,

p1 → p01 ≡ 1

2ECM
λ1/2(E2

CM ,m
2
1,m

2
2),

λ(a, b, c) = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2ac− 2bc (705)

(λ(x, y, z) je tzv. trokutna funkcija). U trećem retku je izraz sred–en.
- Primjenom (704) dobija se za dvo-čestično konačno stanje

(
dσ

dΩ

)

CM

=
1

4EAEB|vA − vB|
p1

(2π)24ECM
|M(pA, pB → p1, p2)|2 (706)

=
|M|2

64π2E2
CM

p1
pA

. (707)

- Posebno ako su mase svih čestica koje se raspršuju iste, tada vrijedi
(
dσ

dΩ

)

CM

=
|M|2

64π2E2
CM

. (708)

• Širina raspada

- Formalno, izraz za diferencijanu širinu raspada se dobija iz izraza za udarni presjek
zamjenama svih varijabli i veličina ulaznih dvaju čestica sa odgovarajućim veličinama
jedne čestice koja je u mirovanju (Peskin definira širinu raspada u sustavu u kojem čestica
koja se raspada miruje)

pA, pB → mA,

4EAEB|vA − vB| → 2mA . (709)
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Time za širinu raspada u sustavu mirovanja čestice dobijamo

dΓ =
1

2mA

(
∏

f

d3pf
(2π)3

1

2Ef

)
|M(mA → {pf})|2(2π)4δ4((mA,~0)−

∑

f

pf ) (710)

(u svakom drugom sustavu mora se uključiti faktor vremenske dilatacije mA/EA).
- Problem sa gornjom definicijom jest da ne postoji sustav u t → −∞ za česticu koja se
raspada (ne postoji ulazno ”in” stanje. Ipak je jedn. (710) ispravna (vidi poslije).

• Komentar za identične ulazne odnosno izlazne čestice

- Formule (689) (710) vrijede i kada u konačnom stanju ima identičnih čestica. (Račun
matričnog elementa za identične čestice se razlikuje od onog za neidentične, med–utim o
tome sada ne govorimo.) Med–utim u izrazima za ukupni udarni presjek i širinu raspada se
mora paziti da se ne integrira po stanjima koje se mogu dobiti zamjenom dvaju identičnih
čestica jer se takva stanja ne mogu razlikovati. Ako postoje identične čestice u konačnom
stanju, ispravan izraz se efektivno dobija integracijom po cijelom faznom prostoru i diobom
sa faktortma ni! gdje su ni brojevi identičnih čestica i u konačnom stanju.
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3.6 Račun S-matričnih elemenata iz Feynmanovih dijagrama

- U ovom poglavlju ćemo napisati formulu za invarijantni matrični element preko Feyn-
manovih pravila i dati motive zašto ta formula mora tako izgledati. Kasnije ćemo dati
dokaz te formule.

• Formula za S matrični element preko Feynmanovih dijagrama - Da bismo
izračunali S-matrični element (684)

Sfi = out〈~p1~p2 . . . |~kA~kB〉in = lim
T→∞

〈~p1~p2 . . . |e−iH(2T )|~kA~kB〉 . (711)

moramo izraziti in i out stanja u (711) preko odgovarajućih stanja slobodnog Hamiltoni-
jana H0. To smo uspješno napravili za vakuumsko stanje Hamiltonijana H (vidi (590)),

|Ω〉 = lim
T→∞(1−iε)

(e−iE0T 〈Ω|0〉)−1e−iHT |0〉, (712)

i po analogiji očekujemo da vrijedi relacija oblika

|~kA~kB〉 ∝ lim
T→∞(1−iε)

e−iHT |~kA~kB〉0 . (713)

Tu je |~kA~kB〉0 slobodno stanje koje odgovara stanju u med–udjelovanju |~kA~kB〉.
- U izvodu (712) korǐsteno je svojstvo vakuuma da je to stanje najniže energije i da postoji
energetski procjep izmed–u vakuumskog stanja i svih drugih stanja.
- Stanja |~kA~kB〉 nemaju takva svojstva relativno prema drugim stanjima, imaju samo
svojstvo da su prostorno odvojena od drugih stanja. Problem je povezan s činjenicom
da med–udjelovanja ne odred–uju samo raspršenja ”in” čestica u ”out” čestice, već takod–er
tvore odnosno definiraju strukturu tih čestica.
- Uz pretpostavku da vrijedi (713) i rabeći izraz za Hamiltonijan (polja) u med–udjelovanju
(vidi (574) desnu stranu (712) možemo pisati

out〈~p1~p2 . . . |~kA~kB〉in

∝ lim
T→∞(1−iε)

0〈~p1~p2 . . . |T
(
exp

[
− i

∫ T

−T
dtHI(t)

])
|~pA~pB〉0 . (714)

- Kao i kod korelacijskih funkcija (vidi (600) i (658)) dolazi do kraćenja faktora izmed–u
stanja u med–udjelovanju i slobodnih stanja i to vodi na konačnu formulu za S (odnosno
T ) matrični element,

out〈~p1~p2 . . . |~kA~kB〉in = 〈~p1~p2 . . . |e−iH(2T )|~kA~kB〉

= lim
T→∞(1−iε)

(
0〈~p1~p2 . . . |T

(
exp

[
− i

∫ T

−T
dtHI(t)

])
|~pA~pB〉0

)
povezani
amputirani

. (715)

U izrazu (714) se atributi ”povezani” i ”amputirani” odnose na klasu mogućih Feyn-
manovih dijagrama koji su dozvoljeni u S matričnim elementima i bit će definirani malo
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poslije.

� Motivacija za formulu (715) – eliminacija ”loših” članova

- Promotrimo sada formulu (715) član po član u perturbativnom razvoju za dvije čestice
i konačnom stanju u φ4 teoriji. Uz put ćemo odbacivati sve dijagrame koji bilo ne
daju doprinos raspršenju ili vode na doprinose koji su loše definirani. Takod–er
ćemo uvesti neke nove pojmove kao što su vanjska linija, potpuno povezani dija-
gram, amputirani dijagram.

• Doprinosi nultog reda

- Prvi član u razvoju glasi

0〈~p1~p2|~pA~pB〉0 =
√
2E12E22EA2EB〈0|a2a1a†Aa†B|0〉

= 2EA2EB(2π)
6
(
δ(~pA − ~p1)δ(~pB − ~p2)

+δ(~pA − ~p2)δ(~pB − ~p1)
)

(716)

=

A B

21 1 2

A B

+
. (717)

Jedn. (716) je dijagramatski prikazana u (717). Primjeti da je zbog δ-funkcija u (716)
početno stanje jednako konačnom, pa stoga pripadni matrični element odgovara 1-ici
u S-matričnom elementu a ne T operatoru koji opisuje raspršenja. Stoga ne spada u
”povezane, amputirane” dijagrame iz (715).

• Doprinosi prvog reda, vanjske linije

- Drugi član u razvoju out〈~p1~p2|~pA~pB〉in glasi

0〈~p1~p2|T
(
− i

λ

4!

∫
d4xφ4

I(x)
)
|~pA~pB〉0

= 0〈~p1~p2|N
(
− i

λ

4!

∫
d4xφ4

I(x) + kontrakcije

)
|~pA~pB〉0 . (718)

- U prvom redu jedn. (718) smo uzeli med–udjelovanje u prvom redu perturbativnog
razvoje prema definiciji (715).
- U drugom redu (718) smo upotrijebili Wickov teorem za T produkt polja (vidi (608)).
- Budući da vanjska stanja nisu vakuum (|0〉), nije nužno da se sva polja pokontrahi-
raju da bi se dobio rezultat različit od nule. Neka polja u kombinaciji sa operatorima
stvaranja/ponǐstenja koja se javljaju u ulaznim/izlaznim stanjima daju rezultat različit
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od nule. Npr.

φI(x)|~p〉0 = φ+
I (x)|~p〉0

=

∫
d3k

(2π)3
1√
2E~k

a~ke
−ik·x√2E~pa

†
~p|0〉

=

∫
d3k

(2π)3
1√
2E~k

e−ik·x
√
2E~p(2π)

3δ(~k − ~p)|0〉

= e−ip·x|0〉 , (719)

i analogno

0〈~p|φI(x) = 0〈~p|φ−I (x) = 〈0|eip·x . (720)

- Definiramo kontrakcije polja i vanjskih stanja (ponekad se definiraju sa |0〉, ponekad
bez njega – Peskin nije sasvim konzistantan)

φI(x)|~p〉0 = e−ip·x =
x p

,

0〈~p|φI(x) = eip·x =
xp . (721)

- Primjetite da u izrazu za kontrakciju nema vakuuma, već samo faze.
- Dijagami uz te faze su grafički prikazi tih kontrakcija, tzv. vanjske linije. One se
moraju dodati Feynmanovim pravilima koje smo do sada imali (vanjske linije smo bili
prije pridruživali propagatorima s jednom točkom po kojoj se nije integriralo).
- U dijagramima (717) imamo direktnu ”kontrakciju” operatora stvaranja i ponǐstenja
u početnim i konačnim stanjima. Linije predstavljaju tu ”kontrakciju” – primjetite da
se linije ne vežu ni na jednu točku (tj. Hamiltonijan med–udjelovanja), već se direktno
povezuju početno i konačno stanje.
- Za izračunavanje S-matričnog elementa kao što je (718) potrebno je pokontrahirati
sva vanjska stanja (vs) i sve operatore polja φI tako da ne ostane niti jedan operator
stvaranja ili ponǐstenja (kontrakcije: ili vs-vs ili vs-φ ili φ-φ). Konkretno, za S-matrični
element (718) Wickov TM daje N produkte

N(φφφφ); N(φφφφ); N(φφφφ) . (722)

Operatori polja koji nisu pokontrakirani med–usobno moraju se pokontrahirati s vanjskim
stanjima. Stanja koja preostanu moraju se pokontrahirati med–usobno.

Ukupna amplituda

- Ukupna amplituda napisana preko N produkata iz jedn. (722) ima tri dijela,

−i λ
4!

× 3×
∫
d4x 0〈~p1~p2|N(φφφφ)|~pA~pB〉0
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= ×




A B

21 1 2

A B

+


 (723)

−i λ
4!

× 12×
∫
d4x 0〈~p1~p2|N(φφφφ)|~pA~pB〉0

=

B

2

+

A

1

B

2

A

1 1 2

A B

+

1 2

A B

+ (724)

−i λ
4!

× 4!×
∫
d4x 0〈~p1~p2|N(φφφφ)|~pA~pB〉0

=

1 2

A B

= −iλ(2π)4δ(4)(pA + pB − p1 − p2) . (725)

- Doprinos koji odgovara jedn. (723) odnosno trećem N -produktu u jedn. (722) je još
jedan trivijalan doprinos S-matrici, zato jer ne doprinosi raspršenju – med–udjelovanje je
”potrošeno” na vakuumski dijagram.
- Dijagram koji odgovara jedn. (724) odnosno drugom N -produktu u jedn. (722) je
takod–er trivijalan doprinos S-matrici. On mijenja česticu koja se giba, ali ne doprinosi
raspršenju. Gornja dva primjera ukazuju na to da samo potpuno povezani dijagrami
doprinose raspršenju, odnosno T -matrici.
- Dijagram koji odgovara jedn. (725) odnosno prvom N -produktu u jedn. (722) odgovara
raspršenju. Primjetite da su sve vanjske noge povezane na Hamiltonijan med–udjelovanja.
To znači da su svi operatori vanjskih čestica ”potrošeni” na kontrakcije sa Hamiltonijanom
(Hamiltonijanima) med–udjelovanja – nema slobodnih čestica. Uočite da je struktura
amplitude proporcionalna jednoj i samo jednoj δ funkciji koja sadrži sve ulazne i izlazne
4-impulse. To je takod–er svojstvo povezane amplitude. Faktor proporcionalnosti uz ”i×δ-
funkcija je invarijantni matrični element M. Ovdje je on jednak M = −λ

- Račun prvog udarnog presjeka

- Primjenom formule za diferencijalni udarni presjek (708) kada sve ulazne i izlazne čestice
imaju istu masu nalazimo,

(
dσ

dΩ

)

CM

=
|M|2

64π2E2
CM

=
λ2

64π2E2
CM

. (726)
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Ta formula bi se mogla rabiti za mjerenje konstante λ.

- Struktura T -matričnog elementa

- Napǐsimo dijelove T matričnog elementa u vǐsem redu računa smetnje zanemarujući za
sada preskripciju ”povezanih i amputiranih dijagrama, ali odbacujući doprinose u kojima
vanjske linije nisu uopće povezane (tj. nema raspršenja),

〈~p1~p2|iT |~pA~pB〉 ?
= + + + + · · ·

+





 + · · · +







+ . (727)

- U prvom redu su doprinosi koji opisuju raspršenje. Prvi dijagram predstavlja doprinos
matrici T u najnižem (prvom) redu računa smetnje, a sljedeća tri predstavljaju doprinos
u drugom redu računa smetnje – u njima se javljaju virtualne čestice (petlje).
- U drugom redu su doprinosi koji takoder opisuju raspršenje, ali svaka amplituda pored
dijagrama koji se javljaju u prvom redu ima kao dodatni faktor vakuumske dijagrame
(tj. amplitude). Ti vakuumski dijagrami predstavljaju razvoj stanja (kao sto smo imali
kod korelacijskih funkcija vǐse polja – vakuumski dijagrami opisivali razvoj vakuuma) i
daju pomak u energije vakuuma u med–udjelovanju, |Ω〉, spram energije vakuuma bez
med–udjelovanja, |0〉.

- Odbacivanje tadpole dijagrama; njihova uloga
- Treći red sadrži doprinose koji sadrže ”punoglavac” doprinose. Sada ćemo pokazati da
je njih besmisleno dodavati S odnosno iT matričnom elementu zato jer nužno divergiraju.
Naime za dijagram u trećem redu imamo

pA

pB
kp′

p1

p2

=
1

2

∫
d4p′

(2π)4
i

p′2 −m2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2

×(−iλ)(2π)4δ(4)(pA + p′ − p1 − p2)

×(−iλ)(2π)4δ(4)(pB − p′) . (728)

Kako je vanjska noga na ljusci mase (p2B −m2 = 0), a integracija po d4p′ izjednačuje pB i
p′, propagator izmed–u vrha med–udjelovanja i ”punoglavca” nužno divergira,

1

p′2 −m2

∣∣∣∣
p′=pB

=
1

p2B −m2
=

1

0
, (729)

137



pa cjelokupna amplituda divergira. Zbog toga je taj i sve takve dijagrame besmisleno
dodavati iT matrici.
- Zapravo pored tog dijagrama postoji beskonačan skup ”punoglavac” dijagrama na toj
istoj nozi (vanjskoj liniji)

+ + + + · · ·

Oni daju dodatan doprinos razvoju slobodnog stanja |~p〉0 u stanje u med–udjelovanju |~p〉.
Njih moramo isključiti u računu S matričnog elementa raspršenja. To vodi na pojam
amputacije vanjskih linija, odnosno na pojam amputiranog Feynmanovog dijagrama (am-
plitude).

- Definicija amputacije

Za opći dijagram sa vanjskim linijama amputacija se definira na sljedeći način. Polazeći
od vrha vanjske linije nalazimo zadnju točku gdje možemo presjeći liniju tako da ta op-
eracija odvaja tu nogu od ostatka dijagrana. Tamo siječemo liniju. Evo primjera:

amputacija

Procedura sječenja vanjske linije zove se amputacija vanjske linije. Amputiranjem svih
vanjskih linija dobija se tzv. amputirani Feynmanov dijagram. Njemu odgovara tzv. am-
putirana amplituda.

- Preskripcija za račun S-matričnog elementa za raspršenje

Sada možemo formulu za S-matrični element (715) napisati s razumjevanjem

out〈~p1~p2 . . . |~kA~kB〉in = 〈~p1~p2 . . . |e−iH(2T )|~kA~kB〉
= iM · (2π)4δ(4)(pA + pB −

∑
pf )
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= lim
T→∞(1−iε)

(
0〈~p1~p2 . . . |T

(
exp

[
− i

∫ T

−T
dtHI(t)

])
|~pA~pB〉0

)
povezani
amputirani

=

(
suma svih potpuno povezanih, amputiranih Feynmanovih
dijagrama sa ulaznim impulsima pA, pA i izlaznim

∑
pf

)
. (730)

Primjetite da ”povezani” dijagrami znače ”potpuno povezani dijagami”, a amputirani
dijagrami znači dijagrami bez ”punoglavac” doprinosa (mogu se razdvojiti od ostatka
sječenjem jedne linije).

- Feynmanova pravila φ4 teorije u x-prostoru

Napǐsimo još jednom Feynmanova pravila φ4 teorije u x prostoru:

1. Za svaki propagator, x y = DF (x− y)

2. Za svaki vrh, z = (−iλ)
∫
d4z

3. Za svaku vanjsku točku, x = e−ipx

4. Podjeliti s faktorom simetrije

Sada je jasnije definirana vanjska linija. Vanjska linija zapravo nije nǐsta drugo nego
amplituda nalaženja čestice u vrhu s kojim je linija povezana, tj. valna funkcija čestice.
Za ulazne čestice on je jednak fazi e−ip·x a za izlazne fazi eip·x gdje je p impuls ulazne
(izlazne) čestice, a x koordinata vrha.

- Feynmanova pravila φ4 teorije u p-prostoru

Kao i kod korelacijskih funkcija, jednostavnije je računati sa Feynmanovim pravilima u
impulsnom prostoru. Integracijom po svim koordinatama u x prostoru i eliminacijom
ukupne δ-funkcije, koja predstavlja sačuvanje ukupnog 4-impulsa dobija se invarijantna
matricu iM,

iM = suma svih povezanih, amputiranih dijagrama . (731)

gdje se dijagrami izračunavaju prema sljedećim Feynmanovim pravilima
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1. Za svaki propagator p = i
p2−m2+iε

2. Za svaki vrh = −iλ

3. Za svaku vanjsku točku
p

x = 1

4. Zakon sačuvanja za svaki vrh (2π)4δ(
∑
pf −

∑
pi)

5. Integracija po svakom

neodred–enom impulsu
∫

d4p
(2π)4

6. Djeljenje s faktorom simetrije

U biti formula (730) nije u potpunosti korektna. Svaka vanjska linija mora se jos korigirati
faktorima renormalizacije vanjskih polja. O tome će biti vǐse rečeno poslije.
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3.7 Feynmanova pravila za fermione

- Do sada smo, zbog najjednostavnije strukture raspravljali samo φ4 teoriju. Sada ćemo
generalizirati te rezultate na fermione.

Vremensko ured–enje gustoća Hamiltonijana

- Što se tiče vremenskog ured–enja Hamiltonijana nema problema. Gustoća Hamiltonijana
mora biti skalar, pa stoga mora sadržavati fermionska polja u parovima. Zbog toga nema
problema sa vremenskim ured–enjem koje se javlja u definiciji S-matričnih elemenata (730)
jer se parovi spinornih polja na T transformaciju ponašaju kao bozoni.

Wickov teorem i generalizacija T -produkta i N-produkta

- T -produkt i N produkt su drugačiji za fermione.

T produkt
- T produkt tj. vremensko ured–enje dva fermionska smo definirali, (vidi Eq. (??)),

〈0|T (ψa(x)ψb(y))|0〉 = θ(x0 − y0)〈0|ψa(x)ψb(y)|0〉
− θ(y0 − x0)〈0|ψb(y)ψa(x)|0〉, (732)

Tu definiciju diktira antikomutacijsko svojstvo operatora stvaranja i ponǐstenja. S tom
definicijom T -produkta se za Feynmanov propagator dobija

SF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i(/p+m)

p2 −m2 + iη
e−ip·(x−y) (733)

= 〈0|T (ψ(x)ψ(y))|0〉 . (734)

- Poopćenje na bilo koji broj fermiona: T -produkt većeg broja fermiona mijenja predznak
kada po zamijeni bilo koja dva fermiona:

T (ψ1ψ2ψ3ψ4) = (−1)3ψ3ψ1ψ4ψ2 ako x03 > x01 > x04 > x02 (735)

T (ψ1ψ2ψ3ψ4) = −T (ψ2ψ1ψ3ψ4) . (736)

Prva jednadžba odgovara zamjenama fermiona koje su potrebne da se stavi 4 polja u
vremensko ured–enje. Druga opisuje relativan predznak dva T produkta ako se zamjene
dva polja.

DZ Provjeri na primjeru (736) pretpostavljajući da vrijedi relacija tipa (735).

N produkt

- N produkt za spinorna polja se takod–er definira tako da zamjena svaka dva fermiona
donosi minus predznak. Preciznije i ta je definicija posljedica antikomutacijskih svojatava
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fermionskih operatora i ponǐstenja,

N(a~pa~qa
†
~r) = (−1)2a†~ra~pa~q = (−1)3a†~ra~qa~p, (737)

N(ψ1ψ2) = ψ+
1 ψ

+
2 + ψ−1 ψ

+
2 − ψ−2 ψ

+
1 + ψ−1 ψ

−
2 , (738)

N(ψ1ψ2ψ3ψ4) = −N(ψ2ψ1ψ3ψ4) . (739)

DZ. Provjerite (739).

Wickov TM

Rabeći gornje definicije za T i N produkt lako je generalizirati Wickov TM. Kontrakciju
dva polja definiramo u analogiji s bozonskim poljima (vidi (603))

T{ψ(x)ψ(y)} = N{ψ(x)ψ(y)}+ ψ(x)ψ(y), (740)

gdje je

ψ(x)ψ(y) = θ(x0 − y0){ψ(x)ψ(y)} − θ(y0 − x0){ψ(y)ψ(x)} = SF (x− y),

ψ(x)ψ(y) = 0 ψ(x)ψ(y) = 0 . (741)

DZ. Dokažite relacije (740) i (741).

Takod–er se kontrakcije pod normalnim ured–enjem definiraju tako da svaka zamjena fermiona
nosi minus predznak,

N(ψ1ψ2ψ3ψ4) = −ψ1ψ3N(ψ2ψ4) . (742)

Sa gornjim konvencijama za T i N produkt Wickov teorem ima isti oblik kao za skalarno
polje (bozone),

T [ψ1ψ2ψ3 . . .] = N [ψ1ψ2ψ3 . . .+ sve moguće kontrakcije ] . (743)

Dokaz je isti kao za bozonski slučaj, budući da o negativnim predznacima brinu gornje
definicije T i N produkta.

3.7.1 Yukawina teorija

� Hamiltonijan:

H = HDirac +HKlein-Gordon +

∫
d3xgψψφ . (744)

Yukawina teorija je jednostavnija verzija QED. Nju ćemo ovdje analizirati i za nju ćemo
naći Feynmanova pravila da bismo moglo pogoditi Feynmanova pravila za QED koja je
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teže naći zbog baždarne invarijantnosti QED.

� Feynamova pravila

- Feynmanova pravila za Yukawinu teoriju ćemo naći analizom reakcije (f označava
fermion)

f(p) + f(k) → f(p′) + f(k′) . (745)

- Dominantni doprinos jest drugog reda u HI ,

Sfi = out〈~p′~k′|~p~k〉in
= 0〈~p′~k′|T exp(−ig

∫
d4xψIψIφI)|~p~k〉0

∣∣∣
povezani
amputirani

= 0〈~p′~k′|T
( 1

2!
(−ig)

∫
d4xψIψIφI (−ig)

∫
d4yψIψIφI

)
|~p~k〉0

∣∣∣
povezani
amputirani

+ . . . . (746)

- Treba upotrijebiti Wickov TM da se reducira T produkt na N produkt i kontrakcije, a
sa nepokontrahiranim poljima djelovati na početna i konačna stanja rabeći ”kontrakciju”

ψI(x)|~p, s〉 =

∫
d3p′

(2π)3
1√
2E~p′

∑

s′

as
′

~p′u
s′(p′)e−ip

′·x√2E~pa
s†
~p |0〉

= e−ip·xus(p)|0〉 . (747)

Analogno,

〈~p, s|ψI(x) = eip·xus(p)〉0|,

ψI(x)|~p, s〉a = e−ip·xvs(p)|0〉,

a〈~p, s|ψI(x) = eip·xvs(p)〉0| . (748)

Sa ”a” smo označili antičestična stanja, npr. |~p, s〉a = b†~p,s|0〉.
Wickov TM eliminira polja u zadnjem retku jedn. (746) koja se ne mogu ponǐstiti/kontrahirati
sa vanjskim stanjima,

Sfi = 0〈~p′~k′|T
( 1

2!
(−ig)

∫
d4xψIψIφI (−ig)

∫
d4yψIψIφI

)
|~p~k〉0 + . . . . (749)

Vanjska stanja se mogu kontrahirati na 4 = 2 × 2 načina sa fermionskim poljima, gdje
dvojke stoje za moguće kontrakcije ψ polja sa početnim stanjima i ψ polja sa konačnim
stanjima. Kako su integracije po x i y nijeme javljaju se dva para jednakih izraza u
konačnoj amplitudi, tako da je dovoljno gledati samo dvije topološki različite kontrakcije
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vanjskih stanja sa fermionskim poljima, i pomnožiti rezultat sa 2 (definicija dvofermion-

skog ”bra” stanja je 〈~p~k′| = 〈0|a~k′a~p′ : uoči da to daje dodatni predznak članovima u
izračunavanju doljnje amplitude),

Sfi = (−ig)20〈~p′~k′|
∫
d4xψIψIφI

∫
d4yψIψIφI |~p~k〉0

+ (−ig)20〈~p′~k′|
∫
d4xψIψIφI

∫
d4yψIψIφI |~p~k〉0

= −(−ig)2
∫

d4q

(2π)4
i

q2 −m2
φ

(2π)4δ(p′ − p− q)

×(2π)4δ(k′ − k + q)u(p′)u(p)u(k′)u(k)

+(−ig)2
∫

d4q

(2π)4
i

q2 −m2
φ

(2π)4δ(k′ − p− q)

×(2π)4δ(p′ − k + q)u(k′)u(p)u(p′)u(k)

= δ(4)(p′ + k′ − p− k)

×
( ig2

(p′ − p)2 −m2
φ

u(p′)u(p)u(k′)u(k)

− ig2

(k′ − p)2 −m2
φ

u(k′)u(p)u(p′)u(k)
)

(750)

Dva doprinosa amplitudi mogu se prikazati Feynamovim dijagramima

p′

p k

k′

p

p′

k

k′

q q

Dva doprinosa amplitudi mogu se prikazati Feynamovim dijagramima

p′

p k

k′

p

p′

k

k′

q q
.

DZ. Nad–ite kvadrate amplituda i diferencijalni udarni presjek za proces (750).
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Pojedinim dijelovima dvaju amplituda mogu se pridružiti sljedeća Feynmanova pravila,

1. Propagatori:

φ(x)φ(y) =
q

=
i

q2 −m2
φ + iε

, (751)

ψ(x)ψ(y) =
p

=
i(/p+m)

p2 −m2 + iε
. (752)

2. Vrhovi:

= −ig . (753)

3. Kontrakcije vanjskih nogu/linija (valne funkcije vanjskih čestica):

φ|~q〉 =
q

= 1, 〈~q|φ =
q

= 1, (754)

ψ|~p, s〉 =
p

= us(p), 〈~p, s|ψ =
p

= us(p), (755)

ψ|~k, s〉a =
k

= vs(k), 〈~k, s|ψ =
k

= vs(k) . (756)

4. Sačuvanje impulsa u svakom vrhu.

5. Integracija po svakom neodred–enom 4-impulsu.

6. Odred–ivanje predznaka dijagrama.

Primjedbe uz Feynmanova pravila

1. U amplitudi nema faktora 1/n! zato jer se identične amplitude uvijek javljaju n! puta.
To je posljedica toga što u HI za Yukawinu teoriju nema identičnih polja. (Napomena:
izuzetak je zatvorena petlja s n vrhova: tada se javlja faktor 1/n.)

2. I kod fermionskih i kod bozonskih linije impuls ulazi u vrh za ulazne čestice
(faza e−ip·x uz a~p i b~p), a izlazi iz vrha za izlazne čestice (faza eip·x uz a†~p i b†~p).
Med–utim, smjer strelice na liniji podudara sa smjerom toka fermionskog broja
(npr. leptonskog broja, kod leptona (ili negativnog naboja)). On se za čestice
podudara sa smjerom impulsa čestice, dok je za antičestice suprotan smjeru impulsa
antičestice. Ilustirajmo to na primjeru raspršenja dva fermiona u dva bozona.

Amplituda raspršenja dva fermiona u dva bozona takod–er ima dva doprinosa, opisana
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Feynmanovim dijagramima

p p′
x y

k′
k k′

p

x y

k

p′
q q

. (757)

Koncentrirajmo se na amplitudu koja odgovara prvom od tih dijagrama

p p′
x y

k′k

q
= 〈~k,~k′|

∫
d4yφψψ

∫
d4xφψψ|~p, ~p′〉

∼
∫
d4y

∫
d4xv(p′)e−ip

′·y
∫

d4q

(2π)4
i(/q +m)

q2 −m2
e−iq·(y−x)u(p)e−ip·xeikxeik

′y . (758)

Impuls q teče od x (eiq·x) prema y (e−iq·y), i podudara se sa smjerom fermionskog toka
u propagatoru. Impuls p′ teče smjerom koji je suprotan smjeru fermionskog toka, tj.
suprotno strelici na dijagramu (nije naznačen smjer toka impulsa već smjer toka fermion-
skog broja).

3. Kontrakcija fermionskih indeksa ide duž fermionske linije ako se gleda od početnog
stanja ka konačnom ili suprotno smjeru ako se gleda od konačnog stanja prema početnom.
Npr.

p0p1p2p3

∼ u(p3) ·
i(/p2 +m)

p22 −m2
· i(/p1 +m)

p22 −m2
· u(p0) . (759)

4. Fermionski predznaci:
-Sve veličine koje se javljaju u matričnim elementima mogu se izraziti preko operatora
stvaranja i ponǐstenja, vakuumskog stanja i valnih funkcija.
- Definicija stanja (i za fermione i za bozone) je standardna,

|~p,~k〉 ∼ a†~pa
†
~k
|0〉, 〈~p′, ~k′| ∼ 〈0|a~k′a~p′ . (760)

Stoga je ugrubo (|~p,~k〉)† = 〈~p,~k|). Primjetite da najljeviji operator stvaranja generira u
stanju česticu koja je lijevo od/ispred svih ostalih.
- Prikaz polja preko operatora stvaranja i ponǐstenja je dan jednadžbama (155) (odnosno
(1504)) i (441).
- Zbog fermionske statistike, zamjenom bilo koja dva fermionska operatora dobija se nova
veličina koja se razlikuje za predznak od polazne. Zbog toga je npr. za dvo-fermionska
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stanja i za bilo koja dva polja do na moguće kontrakcije (njih nema za normalno ured–ena
polja)

|~p,~k〉 = −|~k, ~p〉,
ψ1(x)ψ2(y) = −ψ2(y)ψ1(x) . (761)

- To je razlog zašto se npr. u amplitudi za fermion-fermion raspršenje u Yukawinoj teoriji
(750) javlja relativni (−1) predznak izmed–u dva doprinosa koji se jedan od drugog mogu
dobiti zamjenom dvaju fermionskih linija. Ta zamjena fermionskih linija odgovara zamjeni
bilo dva fermionska stanja u početnom ili konačnom stanju, ili bilo koja dva fermionska
polja u izrazu za S matrični element.
- Relativni predznak u amplitudi se javlja samo ako je nužno zamjeniti dva fermion-
ska stanja ili dva fermionska polja da bi se provela kontrakcija fermionskih operatora.
Za sve druge slučajeve nema relativnog predznaka. U amplitudi za fermion-antifermion
raspršenje u dva bozona dvije se ampitude razlikuju do na zamjenu dvaju bozonskih linija.
Drugim riječima zamjenom dvaju (skupina) bozonskih operatora stvaranja/ponǐstenja se
kontrakcija operatora stvaranja i ponǐstenja u jednoj amplitudi svodi na drugu. Stoga
nema relativnog (−1) predznaka u ukupnoj amplitudi (757).

DZ. Nad–ite kvadrate amplituda i diferencijelni udarni presjek za proces (757).

- Primjetite nadalje da zamjena dva fermionska polja ne daje nikakav relativni predz-
nak. Npr.,

. . . (ψψ)x(ψψ)y(ψψ)z(ψψ)w . . . = (+1) . . . (ψψ)x(ψψ)z(ψψ)y(ψψ)w . . .

= . . . SF (x− z)SF (z − y)SF (y − w) . (762)

- Poseban slučaj se javlja ako se u amplitudi javlja zatvorena fermionska petlja, struktura
u kojoj su fermionski indeksi ciklički povezani (javlja se trag po tim indeksima), npr.

= ψψ ψψ ψψ ψψ

= (−1)ψ ψψ ψψ ψψ ψ

= (−1) tr[SF SF SF SF ] . (763)

Kako se Diracova polja u HI javljaju uvijek u ψψ parovima nužno je da cijeli izraz dobije
predznak (−1) zbog zamjene fermionskih polja, jer je ukupan broj tih zamjena uvijek
neparan.
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3.8 Feynmanova pravila za kvantnu elektrodinamiku (QED)

- Feynmanova pravila za QED je teže naći zbog baždarne invarijantnosti te teorije (Maxwellovih
jednadžbi). Baždarna invarijantnost onemogućava direktno nalaženje fotonskog propaga-
tora iz jednadžbi gibanja za slobodno fotonsko polje, odnosno Lagrangijana za fotonsko
polje. Nasuprot tome propagator skalarnog odnosno Diracovog polja se može naći direk-
tno iz pripadnih jednadžbi gibanja za slobodno polje odnosno pripadnih Lagrangijana.
Primjetite da je osnovni problem QED definicija propagatora, koji je u biti svojstvo slo-
bodne teorije (slobodnih Maxwellovih jednadžbi).

Ilustracija problema

Klein-Gordonova, Diracova i Maxwellove jednadžbe (nisu uključene dvije Maxwellove jed-
nadžbe u kojima se ne javljaju izvori; izvori su za slobodnu teoriju jednaki nuli) glase (vidi
(151), (321) i (248)),

0 = (�+m2)φ(x), (764)

0 = (i/∂ −m)ψ(x), (765)

0 = ∂µ(∂
µAν − ∂νAµ) = (gνµ�− ∂ν∂µ)Aµ . (766)

Pripadne jednadžbe za propagatore (Greenove funkcije) su

(�x +m2)DF (x− y) = −δ(4)(x− y), (767)

(i/∂x −m)SF (x− y) = 1δ(4)(x− y), (768)

(gνµ�x − ∂νx∂
µ
x )Dµρ;F (x− y) = gνρδ

(4)(x− y) . (769)

Indeks F samo označava da smo u Greenove funkcije ugradili kauzalni rubni uvjet. Jed-
nadžbe vrijede i za Greenove funkcije sa drugim rubnim uvjetima. Predznaci uz δ-funkcije
su odabrani tako da fizikalni stupnjevi slobode imaju propagatore +1/(p2 −m2), do na
spinorne/tenzorske strukture. Fourierov transformat tih jednadžbi daje jednadžbe za
Fourierove komponente Greenovih funkcija

(p2 −m2)DF (p) = 1, (770)

(/p−m)SF (p) = 1, (771)

(gνµp2 − pνpµ)Dµρ;F (p) = −gνρ . (772)

Dok jednadžbe (770) i (771) imaju jednostavna rješenja

DF (p) =
1

p2 −m2 + iε
, (773)

SF (p) =
1

/p−m+ iε
=

/p+m

p2 −m2 + iε
. (774)
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jednadžba (772) nema rješenja. To je lako provjeriti pretpostavljajući najopćenitiji Lorentz
kovarijantni oblik za Dµρ;F (p) koji se može izgraditi od gµν i impulsa pµ,

Dµρ;F (p) = a(p2)gµρ + b(p2)pµpρ, (775)

uvrštavajući ga u (772) i pokušavajući naći rješenja za a(p2) i b(p2). Takvih rješenja nema.

DZ. Pokažite da ne postoje rješenja za Lorentz invarijantne funkcije a(p2) i b(p2) kada se
(775) uvrsti u (772).

Ne postojanje tih rješenja je posljedica baždarne invarijantnosti Maxwelovih jednadžbi
(766). Problem se rješava tako da se postavi uvjet na fotonsko polje, tzv. baždarni uvjet,
npr. Lorentzov ili Coulombov uvjet,

0 = ∂µA
µ(x), (776)

0 = ∇ ~A(x), (777)

koji modificira jednadžbe (766) i time se omogućava rješavanje jednadžbe (772). Naravno,
time rješenje za propagator postaje ovisno o pretpostavljenom baždarnom uvjetu.

- Feynmanova pravila za QED ćemo naći na nekoliko načina:
1. Peskinov ”izvod” po analogiji sa Feymanovim pravilima za Yukawinu teoriju.
2. Bjorken Drellov izvod za fotonski propagator u Coulombovom baždarenju.
3. Mandl-Shaw i Itzykson-Zuber izvod za fotonski propagator u Lorentzovom baždarenju
uporabom Gupta-Bleulerovog mehanizma.
4. Peskinov izvod fotonskog propagatora preko integrala po putevima u općem kovari-
jantnom baždarenju.

3.8.1 Peskinov ”izvod” po analogiji sa Feynmanovim pravilima za Yukawinu
teoriju

- U Yukawinoj vežu se dva fermionska polja i skalar. U QED je na mjestu skalara bez-
masena vektorska čestica, foton, koja se zbog Lorentz invarijantnosti gustoće Hamiltoni-
jana mora vezati na vektorsku struju, dakle

HI = e ψγµψAµ, (778)

HI =

∫
d3x eψγµψAµ . (779)

- Nadalje, foton je bezmaseni vektorski bozon, pa ako postoji raspis tog polja preko oper-
atora stvaranja i ponǐstenja, koeficijentna funkcija uz njega, tzv. polarizacijski vektor,
mora nositi Lorentzov indeks. Nadalje, propagator, koji je kontrakcija ta dva polja mora
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nositi dva Lorenzova indeksa. Uzimajući sve to u obzir Peskin ”pogad–a” Feynmanova
pravila za QED,

Vrh(ovi): µ = −ieγµ

Fotonski propagator:
q

µ ν = igµν
q2+iε

Vanjska fotonska linija: Aµ |~p〉 µ
p

= εµ(p)

〈~p| Aµ µ
p = ε∗µ(p)

U gornjoj tablici je εµ(p) polarizacijski vektor fotona.

- Sada Peskin ”opravdava” gore navedena Feynmanova pravila. On pretpostavlja da je
zadovoljen Lorentzov baždarni uvjet (776), ∂ ·A = 0, čime se Maxwellove jednadžbe svode
na četiri bezmasene KG jednadžbe,

∂2Aµ = 0 . (780)

Rješenja te jednadžbe u impulsnom prostoru su oblika

ǫµ(p)e
−ip·x, (781)

gdje je p2 = 0, a εµ(p) je polarizacijski vektor sa četiri komponente. Iako ima 4 Lorentzove
komponente, εµ(p) nije četverovektor – pri Lorentzovim transformacijama polja Aµ (vidi
Weinberg I poglavlje 5.9) ima transformaciju

εµ(p) → Λ ν
µ εν(p) + apµ, (782)

koja pored Lorentzove transformacije ima i dodatni član proporcionalan impulsu fotona
(a je ili Lorentz invarijantna funkcija p2. On je posljedica promjene baždarenja pri Lorent-
zovim transformacijama.
Razvoj elektromagnetskog polja po rješenjima (781) glasi

Aµ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

3∑

r=0

(
ar~pε

r
µ(p)e

−ip·x + ar†~p ε
r∗
µ (p)e

ip·x
)
, (783)

gdje r = 0, 1, 2, 3 predstavlja bazu polarizacijskih vektora.
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Vanjske fotonske linije u tablici QED Feynmanovih pravila su direktna posljedica ovog
raspisa, do na jednu finesu. Naime polarizacijski vektori imaju samo transverzalne kom-
ponente, tj. imaju oblik (0, ~ε), gdje je ~p~ε = 0. Ako je ~p duž pozitivne z osi lijevo i desno
polarizirani vektor glase εµ = (0, 1,±i, 0). Primjetite da iz oblika polarizacijskih vektora
direktno slijedi da oni ne mogu biti četverovektori.

QED vrh iz tabele sa Feynmanovim pravilima za QED je takoder lako opravdati. Za-
pravo to smo već napravili pod ”ilustracija problema” – vrh mora sadržavati 4-struju
koja bi se vezala na foton, dakle strukturu u impulsnom prostoru strukturu uγµu. Jakost
vezanja |e| je takod–er definiran Hamiltonijanom. Predznak je definiran ”minimalnom sup-
stitucijom”, koje je definirana tako da klasične Hamiltonove jednadžbe gibanja za točkastu
česticu daju Lorentzovu silu na točkastu česticu u elektromagnetsom polju (Supek I, str
300),

~̈x = e ~E + e~̇x× ~B . (784)

DZ. Pokažite da iz Hamiltonovih jednadžbi gibanja sa česticu u elektromagnetskom polju,
uz Hamiltonijan

H =
(~p− e ~A)2

2m
, (785)

slijedi Lorentzova sila i izraz za kanonski impuls

~π = ~p− e ~A . (786)

Tu je e = −|e| naboj elektrona. Minimalna supstitucija za česticu naboja Q|e| glasi
~π = ~p− |e|Q~A. U teoriji polja pripadni vrh za takvu česticu je,

µ = +i|e|Qγµ . (787)

Na kraju spomenimo opću preskripciju za nalažanje vrhova iz gustoće Lagrangijana L.
Ako nema derivacija polja (derivativnih vezanja) kao kod QED iz iL se izbrǐsu sva
polja. Ono što ostane je vrh med–udjelovanja. Ako postoje derivacije polja onda se
uzme ili preskipcija da sva polja ulaze u vrh ili da sva polja izlaze iz vrha. Polje koje ulazi
u vrh odgovara fazi uz operator ponǐstenja čestice e−ip·x, a polje koje izlazi iz njega fazi uz
operator ponǐstenja čestice eip·x. Izvrše se derivacije uz čestične komponente polja i ti se
impulsi pridjele vrhu; polja se ”poskidaju” iz iL. Ono što ostaje je vrh med–udjelovanja.

DZ. Pokažite da gornja preskripcija sa ”skidanjem” polja iz iL daje vrh dan u tablici QED
Feynmanovih pravila (podsjetnik : ako nema derivativnih vezanja vrijedi HI = −LI).

Fotonski propagator : Samo je fotonski propagator ostao nerazjašnjen i Peskin ga
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ovdje i ne objašnjava u detalje, ali daje niz primjedbi koje opravdavaju oblik fotonskog
propagatora:
- Kako u Lorentzovom baždarenju EM polje zadovoljava bezmasenu KG jednadžbu, za
očekivati je da fotonski propagator ima oblik bezmasenog KG propagatora.
- Objašnjenje faktora −gµν : Lorentz invarijantnost zahtjeva da fotonski propagator bude
izotropni tenzor drugog reda koji se veže na struje sa matricama γµ i γν . Najjednostvniji
kandidat za to je gµν .
- Predznak uz gµν se može shvatiti iz Fourierovog raspisa propagatora,

∫
d4q

(2π)4
−igµν
q2 + iε

e−iq·(x−y)

=

∫
d3q

(2π)3
1

2|~q|(−gµν)[e
−iq·(x−y)θ(x0 − y0) + eiq·(x−y)θ(y0 − x0)] . (788)

Za očekivati je da je propagator jednak vakuumskoj očekivanoj vrijednosti vremenskog
ured–enja dvaju fotonskih polja 〈0|T [Aµ(x), Aν(y)]0〉. Ako se u tom izrazu stavi µ = ν i
uzme se limes x0 → y0 on prelazi u normalizaciju za stanje Aµ(x)|0〉 (???), koja mora biti
pozitivna.
- Prema (788) za stanja nastalo iz Ai poljima normalizacija je pozitivna, ali za stanje
nastalo iz A0 polja normalizacija je negativna.
- Rješenje tog problema je da se stanja koja nastaju iz A0 polja ne javljaju u fizikalnim
procesima (to je osnova tzv. Gupta-Bleulerovog formalizma u kvantizaciji EM polja u
Lorenzovom baždarenju).

Sada imamo formalizam potreban za nalaženje amplituda u QED i u x prostoru i u p pros-
toru. U p prostoru je dovoljno nacrtati Feynmanove dijagrame i primjeniti Feynmanova
pravila za QED (fotonski propagator, fermionski propagator, foton-fermion-fermion vrh).
U x prostoru je dovoljno primjeniti formulu (730) u kojoj se za Hamiltonijan med–udjelovanja
uzima (779). Napomena: Ako u teoriji ima vǐse fermiona onda za HI , odnosno HI sadrži
za svaki fermion po jedan član,

HI =
∑

f

|e|Qf ψfγ
µψfAµ . (789)

DZ. Rabeći Feynmanova pravila u impulsnom prostoru, nad–ite amplitude sa procese
opisane sljedećim dijagramima
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e− e+

µ+µ−

(790)

e− e−

e−e−

(791)

e− e−

e− e−

γ

γ

γ

γ

(792)

e− e+

γ γ

e− e+

γ γ

(793)

e− e+

e− e+

e− e+

e+e−

(794)

DZ. Rabeći jednadžbe (730) i (789) nad–ite moguće dijagrame raspršenja dvije čestice u
dvije čestice i identificirajte pri tome amplitude koje odgovaraju gornjim dijagramima.
Pri izračunavanju amplituda kontrakcije dvaju fotonskih polja identificirajte sa fotonskim
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propagatorima.

DF ;µν(x− y) = Aµ(x)Aν(y)

= 〈0|T{Aµ(x)Aν(y)}|0〉 . (795)

FOTONSKE POLARIZACIJSKE SUME

� Suma kvadrata fizikalnih amplituda

- Razmotrimo fizikalni proces sa slobodnim izlaznim fotonom u kojem ne mjerimo polar-
izaciju fotona.

k

= iM(k) ≡ iMµε∗µ . (796)

- Amplitudu smo razdvojili na polarizaciju fotona i ostatak koji ne ovisi o polarizaciji
fotona.
- Udarni presjek je proporcionalan sumi kvadrata amplituda odred–ene polarizacije,

σ ∝
∑

ε

|Mµε∗µ|2 =
∑

ε

ε∗µενMµMµ∗, (797)

gdje suma ide po fizikalnim stanjima fotona.
- Ako je foton u početnom stanju onda treba usrednjiti, dakle posumirati po polarizacijama
fotona i podijeliti s brojem polarizacija.
- Zbog jednostavnosti računa uzet ćemo da je impuls fotona u pozitivnom smjeru z osi,
tj. da 4-impuls fotona glasi

kµ = (k, 0, 0, k). (798)

- Tada za linearne polarizacije, koje tvore fizikalna stanja po kojima sumiramo, možemo
izabrati polarizacije u x i y smjeru

εµ1 = (0, 1, 0, 0), εµ1 = (0, 0, 1, 0) . (799)

- Time suma kvadrata amplitude (797) postaje,

|
∑

ε

Mµ(k)ε∗µ|2 = |M1(k)|2 + |M2(k)|2 . (800)
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� Sačuvanje struje, Ward-ov identitet, relacija med–u nefizikalnim polarizaci-
jama fotona, polarizacijske sume za foton

- Fotoni su generirani Hamitonijanom med–udjelovanja oblika,

HI =

∫
d3xejµA

µ, (801)

gdje je jµ sačuvana struja (u QED ona je oblika ψγµψ),

∂µjµ = 0 . (802)

- Sačuvanje struje je klasično: ono slijedi direktno iz antisimetričnosti jakosti elektromag-
netskog polja i Maxwelovih jednadžbi s izvorom

∂µFµν = ejν . (803)

- Za matrični element M(k) očekujemo da sadrži matrični element struje jµ izmed–u
početnog stanja i konačnog stanja bez fotona,

Mµ(k) =

∫
d4xeik·x〈f |jµ(x)|i〉, (804)

drugim riječima da je M(k) Fourierov transformat matričnog elementa struje impulsa k.
- Ako sačuvanje vrijedi i u kvantnoj teoriji, tj. za operator jµ(x) onda mora vrijediti

kµMµ(k) = 0 . (805)

- Ta relacija se zove Ward-ov identitet. Ona predstavlja sačuvanje kvantne struje u im-
pulsnom prostoru. Formalno, ako zamijenimo polarizacijski vektor fotona sa 4-vektorom
fotona k u izrazu za ukupnu amplitudu M (796) dobijamo nulu.
- Za foton impulsa u z smjeru (798) Wardov identitet glasi

kM0 − kM3 = 0, (806)

odakle slijedi

M0 = M3. (807)

- Odatle pak slijedi

∑

ε

ε∗µενMµMν∗ = |M1(k)|2 + |M2(k)|2

= |M1(k)|2 + |M2(k)|2 + |M3(k)|2 − |M0(k)|2
= −gµνMµ(k)Mν∗(k) . (808)

155



Drugim riječima efektivno u svakom kvadratu matričnog elementa u kojem dio matričnog
elementa neovisan o fotonu (Mµ(k)) zadovoljava Wardov identitet, možemo zamjeniti
sumu po polarizacijama sa −gµν

∑
ε∗µεν → −gµν (809)

- Komentari :
1. Zbog Wardovog identeta se nefizikalni stupnjevi slobode fotona (longitudinalna i vre-
menolika polarizacija) mogu zanemariti u ukupnoj amplitudi kada se računa sa −gµν .
Time se doprinosi negativne norme od vremenolike polarizacije ponǐstavaju u ukupnom
matričnom elementu i on je uvijek pozitivan.
2. U propagatorima se javljaju sume po polarizacijama u raznim kombinacijama zavisno u
kojem se baždarenju radi račun. Uvijek se javljaju fizikalne (transverzalne polarizacije).
Zahvaljujući Wardovom identitetu ta se suma uvijek može zamjeniti sa −gµν , što daje
efektivni fotonski propagator u impulsnom prostoru

−igµν
k2 + iε

. (810)
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3.8.2 Mandl-Shaw-ov izvod: kvantizacija EM polja i fotonski propagator u
Lorentzovom baždarenju

• Klasična polja

Antisimetrični tenzor jakosti elektromagnetskog polja
- Električno polje ( ~E) i magnetsko polje ( ~B) se miješaju med–usobno pri Lorentzovim
transformacijama. To pokazuje da ta dva polja čine Lorentzovu reprezentaciju dimenzije
6. Takva reprezentacija odgovara samo antisimetričnom tenzoru ranga 2.
- Uvedimo antisimetrični tenzor ranga 2, Fµν koji sadrži električno i magnetsko polje,

Ei(x) = F i0 ,

Bi(x) = −1

2
εijkF jk . (811)

DZ. Napǐsite Fµν kao 4× 4 matricu i odredite njene komponente rabeći (811).

Maxwellove jednadžbe
- Maxwellove jednadžbe

∇ · ~E = ρ, ∇× ~B − ~̇E = ~j, (812)

∇ · ~B = 0, ∇× ~E + ~̇B = 0, (813)

izražene preko tenzora F glase,

∂µF
µν = jν , (814)

∂λF µν + ∂µF νλ + ∂νF λµ = 0 . (815)

DZ. Provjerite jednakost jednadžbi (812) i jednadžbe (814), te jednadžbi (813) i jednadžbe
(815).

Sačuvanje struje
- Iz antisimetričnosti Fµν i (814) slijedi sačuvanost struje jµ,

∂µj
µ = 0 . (816)

DZ. Provjerite (816).

KG jednadžba za F - Iz jednadžbi (814), (815) i (816) slijedi da slobodno polje F µν

(jµ = 0) zadovoljava bezmasenu KG jednadžbu,

�F µν = 0 . (817)

DZ. Provjerite (817). Nad–ite takod–er KG jednadžbu za F µν ako je jµ različit od nule.
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F preko 4-potencijala
- Polje F µν se može izraziti preko 4-potencijala Aµ = (φ, ~A),

F µν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x), (818)

odnosno, električno i magnetsko polje se može izraziti preko komponenti 4-potencijala,

~B = ∇× ~A, ~E = −∇φ− ~̇A . (819)

DZ. Provjerite ekvivalentnost (818) i (819)

- Uz definiciju (818) jednadžba (815) je identički zadovoljena dok jednadžba (814) postaje

�Aµ(x)− ∂µ(∂νA
ν(x)) = jµ(x) . (820)

Lorentz i baždarna invarijantnost Maxwellovih jednadžbi
- Jednadžba (820) je manifestno Lorentz kovarijantna. Ona je takod–er invarijantna na
baždarne transformacije

Aµ(x) → A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µf(x) . (821)

Lagrangijan
- Jednadžbe (820) se mogu izvesti iz Lagrangijana

L = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ , (822)

uz pretpostavku da se sve četiri komponente Aµ nezavisne na varijacije.
- Lagrangian je manifestno Lorentz invarijantan.
- Baždarna invarijantnost akcije je osigurana sačuvanjem struje jµ,

L → L− jµ∂
µf = L − ∂µ(jµf) . (823)

- Površinski član koji se javlja pri baždarnoj transformaciji Lagrangijana ne mijenja jed-
nadžbe gibanja.

Problem s kvantizacijom
- Lagrangijan (822) nije pogodan za kvantizaciju. Naime iz izraza za kanonske impulse
pridružene poljima Aµ,

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= −F 0µ , (824)

i antisimetrije F µν slijedi, ako je jµ = 0, da je π0 = 0. Prema tome nije moguće provesti
kanonsku kvantizaciju, jer komutator [π0(x), A0(y)] identički ǐsčezava.
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Lagrangijan uz Lorentzov uvjet
- Ako se na Aµ postavi Lorentzov uvjet (776)

∂µA
µ = 0, (825)

i odbace se u Lagrangijanu članovi koji pri parcijalnoj derivaciji dobijaju faktore propor-
cionalne ∂µA

µ, dobija se Lagrangijan (prvi ga je u kvantizaciji primjenio Fermi)

L = −1

2
∂νAµ∂

νAµ − jµA
µ. (826)

- Taj Lagrangijan je podesan za kvantizaciju jer su svi kanonski impulsi,

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= −Ȧµ , (827)

različiti od nule.
- Lagrangijan je Lorentz invarijantan ali vǐse nije baždarno invarijantan.

DZ. Nad–i kako se Lagrangijan (827) transformira na opću baždarnu transformaciju.
Pokaži da on nije invarijantan na opću baždarnu transformaciju. Pokaži da je Lagrangijan
invarijantan samo na baždarne transformacije koje zadovoljavaju uvjet

�f(x) = 0 . (828)

Baždarne transformacije kod kojih je Lorentzov uvjet (825) sačuvan zovu se Lorentzove
baždarne transformacije.

Prije nego nastavimo s kvantizacijom proučit ćemo Fourierovu dekompoziciju fotonskog
polja, te svojstva polarizacijskih vektora.

Raspis fotonskog polja po Fourierovim komponentama

- Lorentzovo baždarenje svodi slobodne Maxwellove jednadžbe (jednadžbe (820) uz jµ =
0) na četiri nezavisne bezmasene KG jednadžbe,

�Aµ(x) = 0 . (829)

Iz tih jednadžbi slijedi da se one mogu raspisati preko potpunog skupa rješenja valne
jednadžbe, eikx,

Aµ(x) = Aµ+(x) + Aµ−(x)

=

∫
d3k

(2π)3
1√
2ω~k

3∑

r=0

[εµr (
~k)ar(~k)e

−ikx + ε∗µr (~k)a†r(
~k)eikx] . (830)

Integracija ide po svim 3-impulsima bezmasene čestice koja je na ljusci mase,

k0 = ω~k = |~k|, (831)
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a suma po polarizacijama r = 0, 1, 2, 3.

Relacije ortonormiranosti polarizacijskih vektora
Polarizacija ima 4 jer Aµ ima indeks µ, koji ima 4 vrijednosti, pa bi za danu vrijednost
4-impulsa i valna funkcija morala imati 4 nezavisne komponente. Za bazu uzimamo polar-
izacijske vektore εµr (k) koji zadovoljavaju sljedeće relacije ortonormiranosti i potpunosti,

ε∗s(
~k) · εr(~k) = ε∗sµ(

~k)εµr (
~k) = −ζrδrs, r, s = 0, 1, 2, 3 (832)

∑

r

ζrε
∗µ
r (~k)ενr (

~k) = −gµν , (833)

gdje je

ζ0 = −1, ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1 . (834)

Fizikalna interpretacija polarizacijskih vektora
- Jedna od mogućih odabira nezavisnih polarizacijskih vektora εs(k) koji zadovoljavaju
relacije (832) i (833) (odabir ovisi o referentnom Lorentzovom sustavu) je

εµ0(
~k) = nµ = (1, 0, 0, 0),

εµr (
~k) = (0, ~εr(~k)), r = 1, 2, 3 , (835)

gdje

~ε3(~k) = ~k/|~k|, (836)

~k · ~εr(~k) = 0, r = 1, 2 , (837)

~ε∗s(
~k)~εr(~k) = δrs, r, s = 1, 2, 3 , (838)

tj. ~εr(~k) su ortonormirani 3-vektori, s time da je za ~ε3(~k) uzeto da je proporcionalan

3-impulsu fotona. εµ1(
~k) i εµ2(

~k) su tzv. transverzalne polarizacije, εµ3(
~k) je tzv. longitudi-

nalana polarizacija, a εµ0(
~k) skalarna ili vremenolika polarizacija.

Ako je ~k u smjeru pozitivne z osi tada polarizacije možemo polarizacije zapisati u vrlo
jednostavnom obliku,

εµ0(
~k) = nµ = (1, 0, 0, 0),

εµ1(
~k) = (0, 1, 0, 0),

εµ2(
~k) = (0, 0, 1, 0),

εµ3(
~k) = (0, 0, 0, 1). (839)

- Napomenimo da dok su εµ0(
~k) i εµ3(

~k) stanja odred–ene projekcije kutne količine gibanja,

εµ1(
~k) i εµ2(

~k) nisu (to u linearne polarizacije), ali su to njihove linearne kombinacije,

1√
2
(−εµ1(~k)− iεµ2(

~k)) =
1√
2
(0,−1,−i, 0),

1√
2
(εµ1(

~k)− iεµ2(
~k)) =

1√
2
(0, 1,−i, 0) . (840)
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- Primjetimo da se εµ3(
~k) može zapisati u kovarijantnom obliku,

εµ3 (
~k) =

kµ − (k · n)nµ
[(k · n)2 − k2]1/2

. (841)

Taj oblik će nam kasnije omogućiti Lorentz invarijantnu analizu propagatora, čak i za
slučaj kada 4-impuls fotona nije na ljusci mase (k2 6= 0).
- Na kraju napomenimo da su fotonska polja realna polja, što se očituje u tome što su
Aµ+ i Aµ− dijelovi ukupnog polja med–usobno hermitski konjugirani.

• Kovarijantna kvantizacija

Zahtjev je provesti kvantizaciju EM polja, tako da su na kraju zadovoljene Maxwellove
jednadžbe.

Kanonska kvantizacija
- Krećemo od Lagrangijana (826) kojeg smo dobili iz Lagrangijana (822) primjenjujući
Lorentzov baždarni uvjet (776) odnosno (825). Zanemarujemo baždarni uvjet i iz La-
grangijana (826) nalazimo kanonske impulse (827), te provodimo kanonsku kvantizaciju
polja. Baždarni uvijet ćemo kroz Gupta Bleulerovu metodu ugraditi naknadno u teoriju.

[Aµ(~x, t), Aν(~x′, t)] = 0, [Ȧµ(~x, t), Ȧν(~x′, t)] = 0,

[Aµ(~x, t), Ȧν(~x′, t)] = −igµνδ(~x− ~x′) . (842)

- Do na faktor −gµν ta se pravila podudaraju sa kanonskim kvantizacijskim pravilima
skalarnog polja.

Izrazi za operatore ponǐstenja i stvaranja, i komutacijske relacije tih operatora
- Rabeći Fourierov raspis fotonskog polja (830), te relacije ortonormiranosti polarizacijskih
vektora dobija se sljedeći izraz za operator ponǐstenja,

ar(~k) = − ζr√
2ω~k

ε∗µr (~k)

∫
d3xeikxi

↔
∂ 0Aµ(x)

= − ζr√
2ω~k

ε∗µr (~k)

∫
d3xeikx(iȦµ(x) + k0Aµ(x)), (843)

gdje je a
↔
∂b = a∂b− (∂a)b.

- Operator ar†~k se dobija hermitskom konjugacijom operatora ar~k.

Rabeći izraz za operator ponǐstenja (843) i pripadni izraz za stvaranja, kanonska ko-
mutacijska pravila (842) i relacije ortonormiranosti (832) dobijaju se komutacijska pravila
za operatore stvaranja i ponǐstenja,

[ar(~k), a
†
s(
~k′)] = ζrδrs(2π)

3δ(~k − ~k′),

[ar(~k), as(~k′)] = 0, [a†r(
~k), a†s(

~k′)] = 0 . (844)
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DZ. Provjerite komutacijske relacije (844) upotrebom izraza (843) za ar~k i a
†r
~k
. Konziztent-

nost komutacijskih relacija (844) s kanonskim komutacijskim relacijama za fotonsko polje
(842) može se provjeriti i raspisom polja u kanonskim kvantizacijskim reacijama (842) po
Fourierovim komponentama i upotrebom komutacijskih relacija za operatore stvaranja i
ponǐstenja (844). Kao rezultat moraju se dobiti desne strane sve tri jednadžbe (842).
Provjerite i na taj način da li su jednadžbe (842) ispravne.

Komutator dva fotonska polja – ”homogena” Greenova funkcija

- Rabeći komutacijske relacije (844) i relaciju potpunosti (833) može se dobiti komutator
dva fotonska polja u dvije prostorno-vremenske točke po volji,

[Aµ(x), Aν(x′)] = Dµν(x− x′)−Dµν(x′ − x)

= −gµν
∫

d3k

(2π)32k0
(e−ik(x−x

′) − eik(x−x
′))

= −gµν lim
m→0

(D(x− x′)−D(x′ − x)). (845)

Dobiveni komutator je Greenova funkcija koja je homogeno rješenje bezmasene KG jed-
nadžbe, �xD

µν(x − x′) = 0, i može se dobiti kao limes ”homogene” Greenove funkcije
za skalarno polje D(x − x′), kao što je naznačeno u jednadžbi (845). Dani propagator
predstavlja amplitudu za nalaženje jednog polja u točki x a drugog u točki x′, odnosno
amplitudu nastajanja fotona u točki x i anihilaciju u točki x′ ili obratno.

DZ. Dokazati jednadžbu (845).

Propagator fotonskog polja

- Propagator fotonskog polja se dobiva uporabom homogenog rješenja jednadžbe gibanja
(ovdje su to bezmasene KG jednadžbe) i ugrad–ivanjem kauzalnih rubnih uvjeta,

Dµν
F (x− x′) = Dµν(x− x′)θ(x0 − x′0) +Dµν(x′ − x)θ(x′0 − x0)

= 〈0|Aµ(x)Aν(x′)|0〉θ(x0 − x′0) + 〈0|Aν(x′)Aµ(x)|0〉θ(x′0 − x0)

= 〈0|T [Aµ(x)Aν(x′)]|0〉

= −gµν
∫

d4k

(2π)4
ie−ik(x−x

′)

k2 + iε

= lim
m→0

[−gµνDF (x− x′)] . (846)

- U prvom redu imamo prikaz Dµν
F preko homogenih Greenovih funcija, u drugom preko

vakuumskih očekivanih vrijednosti polja, u trećem smo uveli T -ured–enje polja, u četvrtom
smo rabili integralnu formu homogenih Greenovih funkcija (845) i θ funkcija (16) i cijeli
izraz prikazali preko 4-integrala (vidi npr. (167)-(169)), a u petom smo prikazali fotonski

162



propagator preko skalarnog u limesu kada masa teži k nuli.

Napomena : Uočite da smo za propagator dobili upravo izraz koji je našao
Peskin.

DZ. Provjerite sve korake u jednadžbi (846).

Problem s kvantizacijom operatora stvaranja i ponǐstenja

- Komutacijske relacije (844) imaju standardni oblik za prostorne polarizacije, r = 1, 2, 3,
med–utim skalarna/vremenolika polarizacija ima suprotan predznak od uobičajenog. Iz-

gleda kao da treba zamjeniti uloge a0(~k) i a
†
0(
~k) da bi se popravio predznak. To med–utim

vodi na probleme. Jedno od mogućih rješenja tog problema je procedura koju su uveli
Gupta i Bleuler.

� Gupta-Bleulerova teorija/procedura

Postavke Gupta-Bleulerove teorije

- U Gupta-Bleulerovoj teoriji operatori ar(~k), r = 1, 2, 3, 0 se tretiraju kao operatori

ponǐstenja a a†r(
~k), r = 1, 2, 3, 0 kao operatori stvaranja za transverzalne, longitudinalne i

skalarne fotone.
- Vakuumsko stanje je definirano kao stanje bez fotona,

ar(~k)|0〉 = 0, ∀ ~k, r = 0, 1, 2, 3 , (847)

ili ekvivalentno

Aµ+(x)|0〉 = 0, ∀ x, µ = 0, 1, 2, 3 . (848)

- Operatori a†r(
~k) djelujući na vakuum tvore jednočestična stanja,

|1~kr〉 = a†r(
~k)|0〉 . (849)

Konzistentnost formalizma

- Konzistentnost formalizma se može provjeriti razmatranjem djelovanja operatora Hamil-
tonijana na jednočestično ili vǐsečestično stanje. Svojstvena energija Hamiltonijana mora
uvijek biti veća od nule. Hamiltonijan dobijamo standardnom procedurom iz Lagrangi-
jana (vidi (90), (91), (1477))

H =

∫
d3x : πµ(x)Ȧµ(x)− L(x) : . (850)

- Pretpostavljeno je da je Hamiltonijan normalno ured–en, tj. da je H|0〉 = 0.
- Primjenom izraza za slobodni Lagrangijan ((826) sa jµ = 0) i za fotonsko polje (830) te
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relacija ortonormiranosti polarizacijskih vektora (832) nalazimo

H =

∫
d3k

(2π)3
ω~k
2

3∑

r=0

: ζr(ar(~k)a
†
r(
~k) + a†r(

~k)ar(~k)) :

=

∫
d3k

(2π)3

3∑

r=0

ζrω~ka
†
r(
~k)ar(~k) . (851)

DZ. Provjerite jednadžbu (851).

DZ. Rabeći relaciju za impuls fotonskog polja (analognu relaciji za skalarno polje (92)),

P i =

∫
d3xT 0i =

∫
d3x

∑

µ

: πµ∂
iAµ : , (852)

pokažite da operator impulsa ima oblik

~P =

∫
d3k

(2π)3

3∑

r=0

ζr~ka
†
r(
~k)ar(~k) . (853)

- Djelovanje Hamiltonijana (851) na jednočestično stanje daje uvijek pozitivnu svojstvenu
vrijednost,

H|1~kr〉 =

∫
d3k′

(2π)3

3∑

s=0

ζsω~k′a
†
s(
~k′)as(~k′) a

†
r(
~k)|0〉

= ω~ka
†
r(
~k)|0〉 . (854)

Time je konzistentnost Gupta-Bleulerove procedure provjerena.
- Nadalje oblik Hamiltonijana zahtjeva da se operator broja čestica definira na sljedeći
način,

Nr(k) = ζra
†
r(
~k)ar(~k) . (855)

Problem s normalizacijom stanja

- U Gupta-Bleulerovoj teoriji se javlja problem normalizacije stanja. Ako se pretpostavi da
je vakuumsko stanje normalizirano na jedinicu, 〈0|0〉 = 1 tada normalizacija jednočestičnih
stanja,

〈1~kr|1~k′r〉 = 〈0|ar(~k)a†r(~k′)|0〉 = (2π)3ζrδ(~k − ~k′), (856)

pokazuje da je norma skalarnih fotona negativna. To je naizgled veliki problem jer prob-
abilistička interpretacija kvantne mehanike ovisi o pozitivnosti normi stanja.
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- Oba problema (probabilistička interpretacija QM i pozitivnost normi) povezana su s
time da u teoriju još nije ugrad–en Lorentzov uvjet. U vezi s time je i činjenica da eksper-
imentalno nikada nije opažen foton longitudinalne ili skalarne/vremenolike polarizacije.

Ugradnja Lorentzovog uvjeta

- Lorentzov uvjet (825) se ne može postaviti kao operatorska jednakost. Naime (825) nije
kompatibilan sa komutacijskim relacijama (842) jer

[∂µA
µ(x), Aν(x′)] = ∂µD

µν(x− x′) (857)

nije identički jednako nuli.
- Gupta i Bleuler su problem riješili zamjenjujući operatorsku jednakost ∂µA

µ(x) = 0
slabijim uvjetom koji uključuje samo operatore ponǐstenja,

∂µA
µ+(x)|Ψ〉 = 0 . (858)

Ψ〉 su fizikalna stanja - stanja koja su dozvoljena u teoriji. Konjugirana relacija relacije
(858) glasi

〈Ψ|∂µAµ−(x) = 0 . (859)

Iz (858) i (859) slijedi da je Lorentzov uvijet zadovoljen za očekivane vrijednosti s obzirom
na stanja koja su dozvoljena teorijom,

〈Ψ|∂µAµ(x)|Ψ〉 = 〈Ψ|∂µAµ−(x) + ∂µA
µ+(x)|Ψ〉 = 0 . (860)

Fizikalno značenje uvjeta (858)
- Fizikalno značenje uvjeta se dobija razmatranjem (858) u impulsnom prostoru,

0 = ∂µA
µ+(x)|Ψ〉

=

∫
d3k

(2π)3
1√
2ω~k

e−ikx
3∑

r=0

−ikµεµr (~k)ar(~k)|Ψ〉

≡ 0 = a3(~k)− a0(~k)|Ψ〉 ∀ ~k, (861)

gdje smo upotrijebili sljedeća svojstva polarizacijskih vektora definiranih u (835), (838) i
(841),

kµε
µ
0(
~k) = k, kµε

µ
3(
~k) = −k,

kµε
µ
r (
~k) = 0, r = 1, 2 , (862)

i linernu nezavisnost Fourierovih komponenti.
- Posljedica uvjeta jest da u teorijom dozvoljenim stanjima nema pobud–enja oblika a3(~k)−
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a0(~k).
- Iz (861) nadalje slijedi

〈Ψ|a†3(~k)a3(~k)− a†0(
~k)a0(~k)|Ψ〉 = 〈Ψ|a†3(~k)(a3(~k)− a0(~k))|Ψ〉 = 0 . (863)

- Iz relacije (863) proizlazi da za očekivanu vrijednost Hamiltonijana vrijedi

〈Ψ|H|Ψ〉 = 〈Ψ|
∫
d3k

2∑

r=1

ω~ka
†
r(
~k)ar(~k)|Ψ〉 . (864)

- Dakle posljedica dodatog uvjeta (858) odnosno (861) je da se samo transverzalni fo-
toni javljaju u izrazu za očekivanu vrijednost Hamiltonijana slobodnih fotona. Isto vri-
jedi za sve druge fizikalne operatore slobodnih fotona (operator impulsa, naboja, itd.)
To pokazuje da se zbog dodatnog uvjeta (858) odnosno (861) u slobodnoj kvan-
tiziranoj teoriji fotona javljaju samo samo observable koje sadrže transverzalne fotone.
To objašnjava zašto fotoni longitudinalne i skalarne polarizacije nisu eksperimentalno
opaženi. Napomenimo da dodatni uvijet definira dozvoljena fizikalna stanja.
- Napomena : Lorentzov uvijet uklanja samo jednu linearnu kombinaciju longitudinal-
nih i skalaranih fotona. Druga, a3(~k) + a0(~k) je prisutna u teoriji i u stanjima. Promjena

broja fotona tipa a3(~k) + a0(~k) u stanima |Ψ〉 je ekvivalentna promjeni baždarenja koja
zadovoljavaju Lorentzovo baždarenje. Ti dodatni fotoni u stanjima |Ψ〉 ne mijenjaju ob-
servable za slobodne fotone.
- Napomena : Za teoriju s fotonima u med–udjelovanju s nabojima, longitudinalni
i transverzalni fotoni se ne mogu zanemariti. Oni se manifestiraju kao Coulombovo
med–udjelovanje med–u nabojima. Med–utim u početnim i konačnim stanjima još se uvijek
javljaju samo transverzalni fotoni.
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3.8.3 Interpretacija fotonskog propagatora

- Sada ćemo analizirati fotonski propagator. Cilj je naći u njemu dijelove koji odgovaraju
transverzalno polariziranim fotonima i Coulombovom med–udjelovanju.

- Uporabom izraza za propagator dobivenog kvantizacijom u Lorentzovom baždarenju
(846), te izraza za transverzalne, longitudinalnu i skalarne polarizacije (vidi (835) i (838))
dobijamo

Dµν
F (x) =

1

(2π)4

∫
d4kDµν

F (k)e−ikx

Dµν
F (k) =

−gµν
k2 + iε

=
1

k2 + iε

3∑

r=0

ζrε
∗µ
r (~k)ενr(

~k) (865)

=
−1

k2 + iε

{ 2∑

r=1

ε∗µr (~k)ενr (
~k)

+
[kµ − (kn)nµ][kν − (kn)nν ]

(kn)2 − k2
− nµnν

}
(866)

= TD
µν
F (k) +C D

µν
F (k) +R D

µν
F (k) . (867)

- Prvi član u vitičastim zagradama u (866) odgovara izmjeni transverzalnih fotona, (tj.
fizikalnih fotona), a preostala dva odgovaraju izmjeni longitudinalnog i skalarnog fotona.
- U jedn. (867) smo razdvojili transverzalne komponente TD

µν
F (k) a longitudinalu i

skalarnu smo razdijelili na dio proporcionalan nνnν , CD
µν
F (k), i ostatak, RD

µν
F (k)

TD
µν
F (k) =

−1

k2 + iε

2∑

r=1

ε∗µr (~k)ενr(
~k),

CD
µν
F (k) =

nνnν
(kn)2 − k2

,

RD
µν
F (k) =

1

k2 + iε

[kµkν − (kn)(kµnν + kνnµ)

(kn)2 − k2

]
. (868)

- Interpretacija CD
µν
F (k) se dobija prijelazom u x prostor u sustavu gdje je nµ = (1, 0, 0, 0),

CD
µν
F (x) =

gµ0gν0

(2π)4

∫
d3kei

~k·~x

|~k|2

∫
dk0e−ik

0x0

= gµ0gν0
1

4π|~x|δ(x
0) . (869)

Očigledno CD
µν
F (k) odgovara Coulombovom med–udjelovanju. Uočimo da Coulombovom

med–udjelovanju odgovara kombinacija skalarnih i longitudinalnih fotona. Isto tako je i

RD
µν
F (k) kombinacija skalarnih i longitudinalnih fotona.

- Na kraju, budući da se fotonski propagator veže na sačuvane struje (Maxwellova jed-
nadžba, Wardov identitet), a RD

µν
F (k) sadrži u sebi impuls fotona, taj dio propagatora

isčezava u fizikalnim (observabilnim) veličinama.
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3.9 Veza nerelativističke kvantne mehanike i teorije polja : po-
tencijali

- (Neobrad–ene teme !!)
— Yukawin potencijal : privlačan
– Coulombov potencijal : privlačan i odbojan
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4 Radijativne korekcije : Osnove I

U ovom poglavlju potvrdit ćemo formulu (730) odnosno formulu (731) za S matrični
element.

4.1 Renormalizacija jakosti polja

- Započet ćemo analizom analitičke strukture korelacijskih funkcija dva polja, npr.

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 ili 〈Ω|Tψ(x)ψ(y)|Ω〉 . (870)

Pitanje interpretacije
- Interpretacija u slobodnoj teoriji polja: amplituda širenja čestice iz točke y u točku
x. Pitanje je u kojoj mjeri ta interpretacija vrijedi u teoriji s med–udjelovanjem.

Postavke analize - Analizu baziramo na općim svojstvima spec. teorije rela-
tivnosti i kvantne mehanike. Ona neće zavisiti o pertubativnom razvoju. Anal-
izu ćemo napraviti za skalarna polja.

Ubacivanje potpunog skupa stanja
- Da bismo dobili strukturu korelacijske funkcije 〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 izmed–u dva polja ubacit
ćemo potpun skup svojstvenih stanja ukupnog Hamiltonijana H. Kako operator impulsa
~P komutira sa H, za stanja možemo izabrati istovremena svojstvena stanja ~P i H. λ~p.
Nadalje možemo rabiti Lorent invarijantnost teorije. Ako je |λ0〉 svojstveno stanje H

impulsa nula, ~P |λ0〉 = 0 to su i sva stanja koje se dobijaju boostiranjem stanja |λ0〉.
Stoga sumaciju po stanjima možemo razdvojiti na integraciju po impulsima i sumaciju
po stanjima u mirovanju λ0. Stanja koja se boostiranjem dobijaju is danog λ0 stanja u
dijagramu impulsa i energije tvore hiperboloide (vidi Sl. 7.1 – nije nacrtana – vidi Peskin
pogl. 7.1).
- Za jednočestična stanja relacija potpunosti glasi (tu imamo samo jedno stanje u mirovanju;
sva ostala se dobijaju boostiranjem polaznog stanja)

11−čest. =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
|~p〉〈~p| , (871)

dok za potpuni Hilbertov prostor analogna relacija glasi

1 = |Ω〉〈Ω|+
∑

λ

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p(λ)
|λ~p〉〈λ~p| , (872)

gdje suma ide po svim stanjima ukupnog impulsa ~p = 0 stanja |λ0〉 (Primjeti da |λ〉 može
biti i jednočestično i vǐsečestično stanje. ~p je ukupni impuls stanja |λ~p〉 a E~p pripadna
energija. mλ je (efektivna) masa stanja, tj. energija stanja |λ0〉.
Izraz za Greenovu funkciju
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- Pretpostavimo da je x0 > y0. Ubacimo potpun skup stanja (872) izmad–u skalarnih
polja,

〈Ω|φ(x)φ(y)|Ω〉 =
∑

λ

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p(λ)
〈Ω|φ(x)|λ~p〉〈λ~p|φ(y)|Ω〉 . (873)

- Zanemarimo član 〈Ω|φ(x)|Ω〉〈Ω|φ(y)|Ω〉. On se javlja samo ako polja φ ima vakuumsku
očekivanu vrijednost i nije interesantan za ovu analizu. Kod spinornih polja takav je član
zabranjen zbog netrivijalnih Lorentzovih transformacija spinornog polja.
- Uporabom translacijske transformacije polja i Lorentz invarijantnosti vakuuma
a zatim Lorentz transformacije stanja nalazimo

〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|eiP ·xφ(0)e−iP ·x|λ~p〉
= 〈Ω|φ(0)|λ0〉e−ip·x|p0=E~p

.

(874)

- Zadnja jednakost je posljedica Lorentz invarijantnosti ψ(0) i 〈Ω|: umetanjem U−1(Λ)U(Λ)
faktora (U(Λ) je boost koji transformira stanje λ~p u stanje λ0) te uporabom spomenutih
invarijantnosti transformirat će se samo λ~p → λ0.
- Uvod–enjem integracije po p0 (za x0 > y0) nalazimo,

〈Ω|φ(x)φ(y)|Ω〉 x0>y0

=
∑

λ

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
λ + iε

e−ip·(x−y)|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2 . (875)

Primjetite da izraz sadrži Feynmanov propagator DF (x − y) s time da je masa m zam-
jenjena sa mλ.
- Za x0 < y0 nalazimo isti rezultat. Sumarno oba rezultata daju tzv. Källen-Lehmannovu

spektralnu reprezentaciju propagatora

〈Ω|φ(x)φ(y)θ(x0 − y0) + φ(y)φ(x)θ(y0 − x0)|Ω〉

= 〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

∫ ∞

0

dM2

2π
ρ(M2)DF (x− y,M2),

ρ(M2) =
∑

λ

(2π)δ(M2 −m2
λ)|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2 . (876)

Tu je ρ(M2) tzv. funkcija spektralne gustoće.

Interpretacija veličina jednočestičnih stanja u funkciji spektralne gustoće
- Funkcija spektralne gustoće je uvijek pozitivna. Prikazana je na Sl. 7.2 iz Peskina
pogl. 7.1 – ovdje nije nacrtana. Jednočestična stanja daju doprinos tipa delta funkcije
spektralnoj funkciji,

ρ(M2) = 2πδ(M2 −m2) · Z + (doprinosi iznad M2 >∼ (2m)2), (877)
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gdje je Z broj, tzv. renormalzacija jakosti polja. m je fizikalna masa čestice, tj. njena
energija u sustavu mirovanja čestice. m nije jednak parametru mase koji se javlja u
Lagrangijanu, m0, koji se zove ogoljena masa (engl. ”bare”). Masa m2 je mjerljiva, dok
m2

0 nije.

Spektralna dekompozicija Greenove funkcije dva polja
Uporabom spektralne dekompozicije (877) i izraza za Greenovu funkciju dva skalarna
polja (876) dobija se sljedeći izraz za Fourierov transformat spektralne funkcije,

∫
d4xeip·x〈ΩT |φ(x)φ(0)|Ω〉 =

∫
dM2

2π
ρ(M2)

i

p2 −M2 + iε

=
iZ

p2 −m2 + iε
+

∫ ∞

∼4m2

dM2

2π
ρ(M2)

i

p2 −M2 + iε
. (878)

Analitička struktura te funkcije dana je na Sl. (5). Ona sadrži izolirani singularitet, te

izolirani
pol

polovi
vezanih
stanja

rez

(2m)2

p2

m2

Figure 5: 7.3 Analitička struktura Fourierovog transformata korelacijske funkcije dva
skalarna polja u kompleksnoj p2 ravnini. Jednočestična stanja daju pol u p2 = m2, stanja
sa dva i vǐse stanja rez koji započinje u p2 = (2m)2, a vezana stanja polove malo ispod
p2 = (2m)2.

rez koji počinje za p2 = (2m)2 i eventulno polove vezanih stanja malo ispod p2 = (2m)2.

Usporedba sa Greenovom funkcijom za dva slobodna polja

Fourierov transformat korelacijske funkcije dva slobodna polja,
∫
d4xeip·x〈0|Tφ(x)φ(y)|0〉 =

i

p2 −m2 + iε
, (879)

sadrži samo jednočestičnu komponentu. Za x0 > 0 (879) interpretiramo kao ampli-
tudu širenja čestice iz točke 0 u točku x, tj. Fourierov transformat te amplitude. Izraz
(878) iako ima vrlo sličnu strukruru, se razlikuje od (879) u dvije bitne stvari:
a. (878) sadrži u jednočestičnoj komponenti faktor renormalizacije jakosti polja
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Z = |〈λ0|φ(0)|Ω〉|2, koji predstavlja vjerojatnost da polje φ(0) stvori jednočestično stanje
iz vakuuma. U slobodnoj teoriji polja je Z = 1.
b. (878) sadrži doprinose vǐse čestičnih stanja sa kontinuiranim masenim spektrom.
U slobodnoj teoriji polja φ(0) može stvoriti samo jednočestična stanja.

- Ono što možemo uočiti jest da u Fourierovom transformatu Greenove funkcije dva
skalarna polja jednočestična stanja daju polove u p2, dok vǐsečestična stanja daju
slabije singularitete, rezove (integracija po M2 pretvara 1/(p2 −M2 + iε) u slabiji sin-
gularitet — ρ(M2) je obično analitička funkcija). Ovo pravilo da polovi odgovaraju
jednočestičnim stanjima a rezovi vǐsečestičnim je opće pravilo u teoriji polja. Ono vrijedi
ne samo za skalarna polja nego za sva polja kao što ćemo sada objasniti.

Generalizacija (878) za polja sa spinom

- Gornja analiza se može generalizirati na polja sa spinom.
- Tu se javlja problem sa vǐsečestičnim stanjima zato jer se za polje sa spinom φA,
〈Ω|φA(x)|0〉 netrivijalno transformira na Lorentzove transformacije pa je za opis vǐsečestičnih
stanja potrebno vǐse spektralnih funkcija (ρ(M2) → ∑

α(struktura)αρα(M
2), gdje su α

indeksi koji odgovaraju odred–enu spinsko-Lorentzovu strukturu dva 〈Ω|φA(x)|0〉 matrična
elementa).
- Taj se problem ne javlja kod jednočestičnih doprinosa jer je matrični element 〈Ω|φA(0)|λ~p〉
proporcionalan koeficijentnoj funkciji u slobodnom polju (to je posljedica Lorentzove
strukture matričnog elementa). Npr. za 1-čestično stanje spina 1/2 i projekcije spina
s

〈Ω|ψ(x)|λ~p〉 ∼ us(p)e−ip·x, (880)

odakle slijedi

∫
d4xeip·x〈Ω|Tψ(x)ψ(0)|Ω〉 =

iZ2

∑
s u

s(p)us(p)

p2 −m2 + iε
+ . . . . (881)

Točkice u (881) predstavljaju doprinose vǐsečestičnih stanja koji imaju singularitete tipa
reza, a Z2 je faktor renormalizacije spinornog polja, odnosno vjerojatnost da kvantno
polje ψA(0) iz vakuuma stvori jednočestično svojstveno stanje ukupnog Hamiltonijana H.
Stoga matrični element (880) glasi

〈Ω|ψ(0)|p, s〉 =
√
Z2u

s(p) (882)

(za antičestično stanje treba zamjeniti us(p) sa vs(p).) Za p2 = m2 tj. u singularnoj
točci Greenova funkcija (881) se podudara sa koeficijentnom funkcijom slobodnog polja
za fizikalnom masom m do na faktor Z2.

172



4.2 LSZ redukcijska formula

- Pokazali smo da Fourierov transformat korelacijske funkcije dvaju polja ima jednostavni
pol kada je p2 jednak masi jedno-čestičnog stanja,

∫
d4xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(0)|Ω〉 p2→m2

∼ iZ

p2 −m2 + iε
. (883)

U ovom poglavlju ”∼” će označavati identičnost polova lijeve i desne strane u danoj jed-
nadžbi. Npr. (883) daje informaciju da je pol

∫
d4xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(0)|Ω〉 jednak polu

funkcije iZ
p2−m2+iε

. Primjetite da je Z reziduum dane funkcije.

Ciljevi ovog poglavlja
- Generalizirat ćemo relaciju (883) na korelacijske funkcije vǐse polja. Izvest ćemo opću
relaciju izmed–u korelacijskih funkcija polja i S matričnih elemenata, koju su izveli Lehman,
Symanzik i Zimmerman i poznat je pod imenom LSZ redukcijska formula. Time ćemo
opravdati osnovnu formulu za prikaz S-matričnih elemenata preko Feynmanovih pravila
(731) odnosno (730). Dokaz ćemo provesti za skalarna polja.

Strategija dokaza

- Cilj je naći izraz za S matricu za proces 2 čestice → n čestica. Dokaz provodimo u par
koraka:

1. Krećemo od korelacijske funkcije za n+ 2 Heisenbergovih polja.
2. Fourier transformiramo korelacijsku funkciju s obzirom na koordinatu jednog od tih
polja i nalazimo pol oblika (883).
3. Pokazuje se da se jedno-čestična stanja pridružena takvim polovima mogu interpreti-
rati kao asimptotska stanja, tj. stanja dana sa limesom dobro odvojenih valnih paketa
koncentriranih oko odred–enih 4-impulsa.
4. U limesu kada su sve n + 2 vanjske čestice na ljusci mase, koeficijent (n + 2)-strukog
pola može se interpretirati kao S-matrični element raspršenja 2 čestice u n čestica.

1. Analiza korelacijske funkcije n + 2 polja Fourier transformirane s obzirom
na jednu od 4-koordinata

- Analiziramo integral
∫
d4xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(z1)φ(z2) . . . |Ω〉 . (884)

- Da bismo našli polove u varijabli p0 razdvajamo integral po x0 na tri dijela
∫
dx0 =

∫ ∞

T+

dx0

︸ ︷︷ ︸
I

+

∫ T+

T−

dx0

︸ ︷︷ ︸
II

+

∫ T−

−∞
dx0

︸ ︷︷ ︸
III

, (885)
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gdje je T+ mnogo veći od svih z0i a T− mnogo manji od svih z0i . U sva tri integrala I, II
i III podintegralna funkcija p0 zavisnost dobija preko analitičke funkcije eip

0x0 . Kako je
područje II ograničeno, integral II je analitička funkcija p0. Med–utim područja I i III
nisu ograničena, pa stoga se u tim integralima mogu pojaviti singulariteti u p0.

Integral I
- U integralu I x0 je najveće vrijeme koje se javlja u n + 2 polja pa je φ(x) već u
vremenski ured–enom poretku u (884). Stoga ga možemo izdvojiti iz T produkta u (884).
- Ubacujemo potpun skup stanja (872) izmed–u polja φ(x) i ostalih polja. Time integral
I postaje jednak

I =

∫ ∞

T+

dx0eip
0x0
∫
d3xe−i~p·~x

∑

λ∫
d3q

(2π)3
1

2E~q(λ)
〈Ω|φ(x)|λ~q〉〈λ~q|T{φ(z1)φ(z2) . . .}|Ω〉 . (886)

- Upotrebom (874),

(874) ≡ 〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|φ(0)|λ0〉︸ ︷︷ ︸√
Z

e−ip·x|p0=E~p
,

i ubacujući faktor e−εx
0
da bismo osigurali konvergenciju integrala, integral postaje jednak

I =
∑

λ

∫ ∞

T+

dx0
∫

d3q

(2π)3
1

2E~q(λ)
eip

0x0−iq0x0−εx0(2π)3δ(3)(~p− ~q)

×〈Ω|φ(0)|λ0〉︸ ︷︷ ︸√
Z

〈λ~q|T{φ(z1) . . .}|Ω〉

=
∑

λ

1

E2~p(λ)

i

p0 − E~p(λ) + iε
〈Ω|φ(0)|λ0〉︸ ︷︷ ︸√

Z

〈λ~p|T{φ(z1) . . .}|Ω〉 (887)

(faza e(ip
0−iE~p(λ)−ε)T+ je zanemarena).

- Singularitet : U blizini singulariteta vrijedi (Weinberg pogl. 9)

1

2E~q(λ)

i

p0 − E~p(λ) + iε
→ i

p2 −m2
λ + iε

. (888)

Iz Lorentz invarijantnosti (kovarijantnosti) integrala I slijedi da ta zamjena vrijedi i dalje
od singulariteta (u blizini drugih singulariteta bit će dominantni drugi doprinosi, ali do-
prinos je za svaki p oblika propagatora). Stoga za integral I dobijamo,

I =

∫ ∞

T+

d4xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(z1) . . .|Ω〉

p0→+E~p∼ i

p2 −m2 + iε

√
Z〈~p|T{φ(z1) . . .}|Ω〉 . (889)
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- Vǐsečestični doprinosi vode na isti ”propagatorski” oblik singulariteta, ali tada se
javlja dodatni integral po masi, jer je maseni parametar za vǐsečestična stanja sada kon-
tinuiran. To vodi na singularitet tipa reza. Nas u formuli (889) ne zanimaju doprinosi
tipa reza, već samo izolirani singulariteti koji dolaze od jednočestičnih stanja.
- Faktor

√
Z je isti faktor renormalizacije jakosti polja koji se javlja i u izrazu za ko-

relacijsku funkciju dva skalarna polja, (883) odnosno (878).

Integral III
- U integralu III, polje φ(x) ima najmanje vrijeme pa ga se može izvući iz T produkta i
staviti desno od svih preostalih polja.
- Ubacivanjem potpunog skupa stanja (872) izmed–u polja φ(x) i ostalih polja, primjenom
(874) (translacijska transformacija φ(x) i Lorentz invarijantnost |Ω〉 i φ(0)), ubacivanjem
faktora eεx

0
da bi se postigla konvergencija integrala po x0 dobijamo (rabimo E~p = E−~p)

III =

∫ T−

x0=−∞
d4xeip·x〈Ω|T{φ(x)φ(z1) . . .}|Ω〉

=

∫ T−

−∞
dx0eip

0x0+εx0+iq0x0
∫
d3x

∑

λ

∫
d3q

(2π)3
1

2E~q
e−i~p·~x−i~q·~x

× 〈Ω|T{φ(z1) . . .}|λ~q〉 〈λ~q|φ(0)|Ω〉︸ ︷︷ ︸√
Z

=
∑

λ

1

2E~p

−i
p0 + E~p − iε

√
Z〈Ω|T{φ(z1) . . .}|λ−~p〉

p0→−E~p∼ i

p2 −m2 + iε

√
Z〈Ω|T{φ(z1) . . .}|λ−~p〉 . (890)

U trećem redu je zanemarena faza e(ip
0+ε+iq0)T− i faza 〈λ~q|φ(0)|Ω〉.

U zadnjem redu smo napravili dvije stvari:
1. Izvukli smo samo jednočestični doprinos iz sume u predzadnjem redu.
2. Rabeći Lorentz kovarijantnost amplitude zamjenili 1

2E~p

−i
p0+E~p−iε sa propagatorom

i
p2−m2+iε

.

2. Analiza korelacijske funkcije n+2 polja Fourier transfomirane s obzirom na
vǐse (sve) koordinate polja x, z1, . . .

- Da bismo onemogućili interferenciju vanjskih čestica moramo ih izolirati u prostoru.
Zbog toga obični Fourierov transformat koji vrijedi za ravni val moramo zamijeniti sa
Fourierovim transformatom u kojem se javlja test funkcija valnog paketa,

∫
d4xeip

0x0e−i~p·~x →
∫

d3k

(2π)3

∫
d4xeip

0x0e−i
~k·~xφ(~k) . (891)

Tu je φ(~k) test funkcija koja ima oštri maksimum oko ~k = ~p. Ta test funkcija ograničava
vrijednosti x na prostorne dimenzije valnog paketa oko trajektorije čestice impulsa ~p.
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- S tom modifikacijom desna strana integrala I, (887) dobija kompliciraniju strukturu
singulariteta,

I →
∑

λ

∫
d3k

(2π)3
φ(~k)

1

2E~k(λ)

i

p0 − E~k(λ) + iε
〈Ω|φ(0)|λ0〉〈λ~k|T{φ(z1) . . .}|Ω〉

p0→+E~p∼
∫

d3k

(2π)3
φ(~k)

i

p̃2 −m2 + iε

√
Z〈~k|T{φ(z1) . . .}|Ω〉, (892)

gdje je p̃ = (p0, ~k). Singularitet je sada rez čija je duljina definirana širinom paketa φ(~k).

U limesu kada širina paketa teži k nuli, preciznije ako φ(~k) → (2π)3δ(~k − ~p) rez prelazi u
pol (točkasti singularitet) i dobija se izraz (889).
- Analogno se za integral III, (890), dobija

III →
∑

λ

∫
d3k

(2π)3
φ(~k)

1

−2E~k(λ)

i

p0 + E~k(λ)− iε
〈Ω|T{φ(z1) . . .}|λ−~k〉〈λ0|φ(0)|Ω〉

p0→−E~p∼
∫

d3k

(2π)3
φ(~k)

i

p̃2 −m2 + iε

√
Z〈~k|T{φ(z1) . . .}|Ω〉 . (893)

Integracija svih koordinata, veza korelacijske funkcije sa S matričnim elemen-
tom

- Razmotrimo Fourierov transformat s valnim paketima, (891), svih n + 2 koordinata u
korelacijskoj funkciji s n+ 2 polja

J =
∏

i

∫
d3ki
(2π)3

∫
d4xie

ip̃i·xiφi(~ki)〈Ω|T{φ(x1)φ(x2) . . .}|Ω〉 . (894)

(Naziv J smo uveli zbog kasnije analize)
- Valne pakete biramo tako da se preklapaju u području oko x = 0 i da su razdvojeni u
dalekoj prošlosti i budućnosti.
- Odaberimo veliko pozitivno vrijeme T+ tako da su svi valni paketi jako razdvojeni za
x0i > T+ i negativno vrijeme T− velikog negativnog iznosa, tako da su svi valni paketi
jako razdvojeni za x0i < T−. Svaki od integrala možemo razdvojiti na tri dijela kao u
(884). Integrali po ograničenim područjima II su analitički u energijama p0i , tj. ne daju
singularitete. Stoga ćemo se koncentrirati samo na integrale u dalekoj prošlosti, x0i < T−,
ili budućnosti x0i > T+.
- Analizu ćemo provesti na primjeru koji sadrži sva svojstva općeg primjera - na slučaju
kada imamo dva polja u području integracije I.
- Ubacujemo potpun skup stanja i λ ~K i integriramo po koordinatama dvaju polja

J ′ =
∑

λ

∫
d3K

(2π)3
1

2E ~K

( ∏

i=1,2

∫
d3ki
(2π)3

∫

I

d4xie
ip̃i·xiφi(~ki)

)

× 〈Ω|T{φ(x1)φ(x2)}|λ ~K〉〈λ ~K |T{φ(x3) . . .}|Ω〉 . (895)
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- Stanja |λ ~K〉 su anihilirana s dva operatora polja, pa stoga moraju sadržavati (barem) dva
različita bud–enja. Ta su pobud–enja su prema konstrukciji med–usobno jako udaljena,
pa stoga moraju biti nezavisna (princip dekompozicije nakupina). Stoga možemo rabiti
aproksimaciju u kojoj su stanja λ ~K prikazana preko produkta nezavisnih stanja, odnosno
u kojoj suma po potpunom skupu stanja ima oblik

∑

λ

d3K

(2π)3
1

2E ~K

〈Ω|φ(x1)φ(x2)|λ ~K〉〈λ ~K |

=
∑

λ1λ2

∫
d3q1
(2π)3

1

2E~q1

∫
d3q2
(2π)3

1

2E~q2
〈Ω|φ(x1)|λ~q1〉〈Ω|φ(x2)|λ~q2〉〈λ~q1λ~q2| . (896)

- Suma po λ~q1 i λ~q2 ide po svim stanjima 3-impulsa nula, med–utim samo jednočestična
stanja doprinose polovima (koji nas interesiraju). Za jednočestična stanja integracije po
x01 i ~q1 odnosno x02 i ~q2 daju istaknute singularitete oblika (892) odnosno (893). Član sa
dva (jednočestična) singulariteta u (896) glasi

( ∏

i=1,2

∫
d3ki
(2π)3

φi(~ki)
i

p̃2i −m2
i + iε

√
Z

)
〈~k1~k2|T{φ(x3) . . .}|Ω〉 . (897)

- U limesu kada valni paketi teže δ-funkcijama koncentriranim oko 3-impulsa ~p1 i
~p2, φi(~ki) → (2π)3δ(3)(~pi − ~ki), izraz (897) teži k

( ∏

i=1,2

i

p2i −m2
i + iε

√
Z

)
out〈~p1~p2|T{φ(x3) . . .}|Ω〉 . (898)

Stanje 〈~p1~p2| je jednako ”out” stanju definiranom poglavlju 3.5 (vidi jednadžbe (683)
i (682) i tekst uz njih): u limesu kada promatrački sustav ide u t → +∞ sadrži čestice
koje se nalaze u jako razdvojenim valnim paketima.
- Primjenom iste analize na koordinate polja u dalekoj prošlosti, dobijamo izraz
za najsingularniji član amplitude (894) u energijama p0i , koje odgovaraju vremenskim
koordinatama x0i < T−. U limesu kada valni paketi ulaznih polja postaju δ-
funkcije dobija se ”in” stanje na isti način kao što smo za polja iz polja sa velikim
vremenima dobili ”out” stanje. U tom limesu ukupni najsingularniji član u amplitudi
(894) glasi
( ∏

i=1,...,n

i

p2i −m2
i + iε

√
Z

)( ∏

j=1,2

i

k2j −m2
j + iε

√
Z

)
out〈~p1 . . . ~pn| − ~k1 − ~k2〉in . (899)

Zadnji faktor u (899) nije nǐsta drugo nego S matrični element.
-Time smo pokazali da vodeći singularitet u p0i koordinatama u ”valno-paketnom”
Fourier transformatu amplitude (894) po koordinatama svih polja proporcionalan S ma-
tričnom elementu u limesu kada valni paketi u Fourierovom transformatu teže δ-
funkcijama impulsa pi koji se javljaju u Fourierovom transformatu.

177



Mogućnost zaobilaženja upotrebe valnih paketa - LSZ formula

- U gornjoj proceduri za nalaženje S matričnog elementa smo prvo proveli integraciju u
Fourierovom transformatu korelacijske funkcije n+2 polja sa valnim paketima, a onda smo
pustili da valni paketi teže δ-funkcijama. Bilo bi puno zgodnije kada bi se prvo mogao
provesti limes u kojem valni paketi teže δ-funkcijama a onda provesti običan
Fourierov transformat i onda izvući dominatne singularne članove. Pokazuje se
da je to moguće. To vodi na tzv. LSZ redukcijsku formulu, koja daje preciznu vezu
izmed–u Fourierovog transformata korelacijske funkcije i S matričnog elementa,

n∏

1

∫
d4xie

ipi·xi
m∏

1

∫
d4yie

−iki·yi〈Ω|T{φ(x1) . . . φ(xn)φ(y1)φ(y2)|Ω〉

p0i→+E~pi

k0j→+E~kj∼
( n∏

i=1

i
√
Z

p2i −m2
i + iε

)( 2∏

j=1

i
√
Z

k2j −m2
j + iε

)
out〈~p1 . . . ~pn| − ~k1 − ~k2〉in .

(900)

Z je faktor renormalizacije jakosti polja - isti faktor koji se javlja kao reziduum jedno-
čestičnog pola u korelacijskoj funkciji dva polja. Svaki tip polja (tip polja odgovara
česticama koje grade polje) ima zasebni faktor Z. Za polja sa spinom se uz faktor

√
Z

javlja i polarizacijski faktor us(p). Po polarizacijama se mora sumirati u drugom redu
formule (900).

(Neperturbativno) izračunavanje S matričnog elementa preko LSZ formule

Iz onoga što smo naučili slijedi procedura za (neperturbativno) izračunavanje matričnog
elementa preko LSZ formule:

1. Izračuna se Fourierov transformat korelacijske funkcije (odred–enog broja polja).
2. Pogleda se limes u su kojem vanjske čestice blizu masene ljuske (p2i → 0).
3. Koeficijent uz vǐsestruki pol identificira se sa S matričnim elementom.
4. Za polja sa spinom dodaje se polarizacijski vektor za svaku česticu, da bi se isprojiciralo
dano spinsko stanje.

LSZ formula preko Feynmanovih dijagrama

- Slijedeći cilj nam je izraziti gornju proceduru nalaženja S matrice preko Feynmanovih
dijagrama.
- Analizu ćemo ilustrirati na korelacijskoj funkciji za 4 polja i S matričnim elementom za
raspršenje 2 čestice → 2 čestice.
- Razmatrat ćemo doprinose samo potpuno povezanih dijagrama. Nepovezani dijagrami
se mogu zanemariti jer oni nemaju strukturu singulariteta kao u (900). (jedan S matrični
element puta singulariteti vanjskih nogu — ili se ne javljaju singulariteti vanjskih nogu
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(vakuumski dijagrami) ili se S matrični element može napisati kao produkt dva ili vǐse
faktora).
- Točna korelacijska funkcija 4 polja,

2∏

1

∫
d4xie

ipi·xi
2∏

1

∫
d4yie

−iki·yi〈Ω|T{φ(x1)φ(x2)φ(y1)φ(y2)|Ω〉, (901)

ima opći oblik prikazan na Sl. 3 (7.4). Dijagramatske korekcije vanjskih linija su eksplicite
naznačene. Sjenčani krug u sredini predstavlja sumu svih amputiranih korelacijskih
funkcija 4 polja.

Amputiran

k1 k2

p1 p2

Figure 6: 7.4 Struktura točne korelacijske funkcije 4 skalarna polja

Analiza perturbativnih korekcija vanjskih linija

- Označimo sa −iM2(p2) sumu svih jednočestično ireducibilnih umetaka u skalarni prop-
agator

−iM2(p2) = + + + . . . = 1PI . (902)

- Ukupni propagator može se napisati kao geometrijski red

= 1PI+ 1PI1PI + · · ·+

=
i

p2 −m2
0

+
i

p2 −m2
0

(−iM2(p2))
i

p2 −m2
0

+ . . .

=
i

p2 −m2
0 −M2(p2)

. (903)
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- Fazna konvencija (902) osigurava da pozitivnanM2(p2) daje pozitivan doprinos skalarnoj
masi.
- Prema (883) svaki se ukupni propagator ima dominantni član oblika

i

p2 −m2
0 −M2(p2)

p0→E~p∼ iZ

p2 −m2 + iε
+ (regularni članovi) . (904)

Stoga dominantni član sume dijagrama sadrži član s četiri pola,

iZ

p21 −m2

iZ

p22 −m2

iZ

p23 −m2

iZ

p24 −m2
. (905)

- Uspored–ujući tu strukturu sa LSZ formulom za korelacijsku funkciju (900) nalazimo
da se S-matrični element može preko Feynmanovih dijagrama napisati kao amputirana
povezana korelacijska funkcija pomnožena za faktorom (

√
Z)4

〈~p1~p2|S|~k1~k2|〉 = (
√
Z)4 × Amp.

k1 k2

p1 p2

. (906)

- Analogna analiza za Fourierov transformat korelacijske funkcije n + 2 polja u općoj
teoriji polja daje sljedeći prikaz S-matrični element za raspršenje 2 čestice u n čestica
preko Feynmanovih dijagrama,

〈~p1 . . . ~pn|S|~k1~k2|〉 = (
√
Z)n+2 × Amp.

k1 k2

p1 pn

. . .

. (907)

- Formula (907) se podudara sa formulom (731) odnosno (730) do na dodatne renormal-
izacijske faktore

√
Z. Ti faktori se ne javljaju u najnižem redu računa smetnje, ali su bitni

u vǐsim redovima računa smetnje. Time smo ispunili zadatak koji smo si postavili:
potvrdili smo ispravnost formule (731) odnosno (730).
Uočimo nadalje:
- Ako su čestice/polja koje ulaze/izlaze u područje med–udjelovanja različite svaka ima
svoj (drugačiji) renormalizacijski faktor

√
Z.

- Ako čestice imaju spin javlja se dodatni polarizacijski faktor us(p) za svaku česticu.
- Primjetite da S matrica
a. ne sadrži vakuumske dijagrame (dijagrame koji nemaju vanjskih linija)
b. ne sadrži ”punoglavac” dijagrame – informacija o njima sadržana je u faktoru√
Z, što se i tvrdilo kada predložili formulu za S matricu (731).
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5 Radijativne korekcije : Osnove II

5.1 Pregled tema i pojmova

U ovom poglavlju ćemo navesti osnovne divergentne QED dijagrame s jednom petljom:
vršni dijagram, dijagram korekcije vanjske linije (ili self-energy dijagram), i dija-
gram vakuumske polarizacije. Analizirat ćemo divergentne dijagrame koji se javljaju
zbog nisko-energetskih fotona (infra-crvene divergencije; engl. infra red (IR) diver-
gencies). Pri tome ćemo naučiti da niti jedan eksperimentalni ured–aj ne može detektirati
sve fotone (općenito nisko energetske čestice), već da postoji neki energetski prag ispod
kojeg detektor ne detektira čestice. Svi doprinosi koji se ne mjere moraju se teorijski
uključiti pri usporedbi s eksperimentano mjerenim fizikalnim veličinama. Izračunat ćemo
zatim te IR divergentne dijagrame upotrebljavaljući regularizaciju uvodeći za foton
vrlo malu masu. Pri tome ćemo naučiti kako se emisija mekanih (nisko-energetskih)
fotona iz vanjskih linija može uvijek prikazati kao jedan dodatni faktor osnovnoj am-
plitudi, naučit ćemo da se mekani fotoni ispod eksperimentalnog praga specifičnog za
dani eksperimentalni ured–aj ne može opaziti, susrest ćemo se sa pojmom Sudakovih
dvostrukih logaritama. Analizirat ćemo u detalje vršni dijagram. Prvo ćemo naći nje-
govu form faktorsku strukturu iz simetrija QED (Lorentz, baždarana i paritetna
invarijantnost). U tu svrhu ćemo se morati malo upoznati i sa pojmom pariteta. Zatim
ćemo analizirati visoko-energetske divergencije (tzv. ultra-violetne divergencije iliUV
divergencije) vršnog dijagrama. Tu ćemo se upoznati sa Feynmanovom parametrizaci-
jom nazivnika u Feynmanovim dijagramima, Wickovom rotacijom, prostornim ku-
tom u d-dimezijskom prostoru, Pauli-Villars-ovom regularizacijom UV divergen-
cija, primjeniti prvi puta (ad-hoc) renormalizaciju divergentnog izraza, naći anomalni
magnetski moment fermiona u najnižem redu računa smetnje kao što je to napravio
Schwinger 1948. Zatim ćemo analizirati i IR divergencije virtualnog fotona u vršnom
dijagramu. Pokazat ćemo da mekani virtualni foton daje samo dodatni faktor fizikalnoj
veličini (udarnom presjeku), koji ima istu divergentnu strukturu kao faktor koji se javlja
pri emisiji mekanog fotona. Pokazat ćemo da se doprinosi virtualnog fotona i emisije
mekanih fotona krate, ostavljajući konačni doprinos s konačnim Sudakovim dvostrukim
logaritmima, koji ovisi o najnižoj energiji koju eksperimentalni ured–aj može detektirati.
Zatim ćemo pokazati kako se dominantne IR divergencije krate u bilo kojem redu
računa smetnje. Tu ćemo naučiti kako se mogu kombinirati sve permutacije emisije
uzastopnih realnih mekanih fotona u jednostavniji izraz. Sličnu analizu ćemo naprav-
iti i za virtualne fotone. Kombiniranjem tih izraza naći ćemo dominantne IR korekcije bilo
kojeg broja realnih i virtualnih fotona, pokazati da se sve divergencije krate i dobiti rein-
terpretaciju značenja amplitude emisije mekanog fotona – ne kao vjerojatnosti
emisije jednog mekanog fotona, već kao kao očekivani broj izzračenih fotona.

U podpoglavlju 5.8 ćemo potvrditi nepertubativne rezultate analitičke strukture prop-
agatora: postojanje pola i reza propagatora na primjeru ireducibilne korelacijske funkcije
dvaju fermionskih polja, Σ. Izračunat ćemo Σ u najnižem redu računa smetnje, Σ2, i
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regularizirati njenu divergeniju Pauli Villarsovom metodom. Analizirat ćemo njenu anal-
itičku strukturu i naći rez i pol Σ2 u varijabli p2. Naći ćemo formalni izraz za ukupnu
korelacijsku funkciju dvaju fermionskih polja izražen je preko Σ. Dobit ćemo izraz za
fizikalnu masu m i renormalizaciju fermionske valne funkcije Z2. Naći ćemo eksplicitni
izraz za korekciju mase δm i faktor renormalizacije valne funkcije Z2 u najnižem redu
računa smetnje. Pokazat ćemo da je u tom redu δF1(0) + Z2 = 0, što ćemo kasnije
pokazati da je posljedica Wardovog identiteta.

U potpoglavlju 5.9 ćemo pokazati da relacija δF1(0) + Z2 = 0 vodi na jednakost
izmed–u renormalizacijskog faktora valne funkcije Z2 i renormalizacijskog faktora vrha
Z1: Z1 = Z2 Takod–er ćemo opravdati prvu ad hoc renormalizaciju vršnog form faktora
F1(q

2) → F1(q
2)− F1(0).

U podpoglavlju 5.10 ćemo analizirati posljedice optičkog teorema. Prvo ćemo neper-
tubativno, iz unitarnosti S matrice izvesti poopćeni optički teorem. Iz njega kao speci-
jalni slučaj kada su početno i konačno stanje jednaka slijedi optički teorem. Iz optičkog
teorema slijedi veza izmed–u imaginarnog dijela 2 → 2 amplitude raspršenja i totalnog
udarnog presjeka 2 → bilo što. Analizom optičkog teorema za amplitude dobivene preko
Feynmanovih dijagrama naći ćemo diskontinuitet preko reza u jednoj od Mandelstamovih
varijabli. Uvest ćemo Cutkoskijeva pravila za izračunavanje takvih diskontinuiteta i na
primjeru pokazati da daju isti rezultat kao direktni račun iz amplitude. Zatim ćemo anal-
izirati maseni pol za nestabilne čestice i upotrebom optičkog teorema dokazati formulu
za širinu raspada koju smo prije uveli ad hoc.

U podpoglavlju 5.11 dokazat ćemo Ward-Takahashijev identitet za opću amplitudu
u QED. Wardov identitet se iz njega dobija u limesu kada impuls razmatranog fotona
teži k nuli. Primjenom Ward-Takahashijevog identiteta za amplitudu vrha u limesu kada
impuls teži k nuli dokazat ćemo jednakost Z1 = Z2 u bilo kojem redu računa smetnje.

Podpoglavlje 5.12 posvećeno je renormalizaciji električnog naboja. Naći ćemo form
faktorsku strukturu ireducibilne amplitude vakuumske energije Πµν(q) rabeći Wardov
identitet – sadrži samo jedan form faktor Π(q2). Naći ćemo strukturu ukupne ampli-
tude vakuumske energije. Pokazat ćemo da je foton bezmasen i kada med–udjeluje. Naći
ćemo faktor renormalizacije fotonske valne funkcije. Uvest ćemo pojam renormaliziranog
naboja. Naći ćemo izraz za renormalizirani naboj preko form faktora Π(q2). Izračunat
ćemo Πµν(q) u najnižem redu računa smetnje. Da bismo to napravili morat ćemo se up-
oznati sa: dimenzijskom regularizacijom, svojstvima Γ funkcije, regularizacijskom skalom
u dimenzijskoj regularizaciji, tenzorskim integralima u D dimenzija, γµ matricama u D
dimenzija i nekim tipičnim integralima u D dimenzija. Nakon što izračunamo Π(q2)
naći ćemo eksplicitni izraz za faktor renormalizacije fotonske valne funkcije i ujedno fak-
tor renormalizacije naboja Z3. Naći ćemo i izraz za renormalizirani form faktor Π(q2),
Π̂(q2) = Π(q2)−Π(0). Naći ćemo imaginarni dio Π̂(q2) i pokazati da je povezan s udarnim
presjekom za Bhabba raspršenje. Naći ćemo modifikaciju Coulombovog potencijala u NR
limesu, iz aproksimativnog izraza za nju naći pomak u energiji s stanja vodikovog atoma
zbog vakuumske polarizacije, a iz točnijeg izraza za nju pokazati da se naboj povećava
sa smanjenjem radijusa. Naći ćemo i Π̂(q2) u limesu −q2 ≫ m2 i pokazati da električni
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naboj raste s povećanjem energije fotona.

5.2 Uvod u radijativne korekcije

Na česticama upoznali sa drvastim dijagramima, dijagramima bez petlji, pa njih ovdje
nećemo raditi, osim kroz domaće zadaće. Ovdje ćemo raditi na radijativnim korekcijama
spomenutih drvastih dijagrama. Radijativne korekcije se javljaju bilo kao korekcije zbog
dodatnih petlji (vidi jed. (909), bilo kao korekcije zbog emisije dodatnih fotona u os-
novnom drvastom procesu (tzv. zakočno zračenje). Vidjet ćemo da se petlja-procesi i
procesi s emisijom dodatnih fotona ne mogu razmatrati odvojeno.

Ilustraciju radijativnih korekcija napravit ćemo na najjedostavnijem primjeru – raspršenju
elektrona na mionu. Dijagram koji odgovara najnižem redu razvoja u EM konstanti
razvoja e je

. (908)

U idućem redu razvoja po α = e2/(4π) postoje 4 UV divergentna petlja-dijagrama.

. (909)

Korekcija udarnom presjeku reda α = e2/(4π) dolazi od interferencijskih članova izmed–u
drvastog dijagrama i petlja-dijagrama iz jedn. (909). Korekcije za mion nisu uključene.
Naime kako je mion mnogo teži od elektrona, to znači da se on puno sporije akcelerira
kada elektromagnetsko polje djeluje na njega, pa stoga možemo zanemariti radijativne
korekcije samoga miona spram radijativnih korekcija elektrona.

Prvi dijagram, tzv. vršni dijagram (ili dijagram vrha) daje najveći broj dodatnih
efekata. On je i IR i UV divergentan, izvor je anomalnog magnetskog momenta elektrona.

Iduća dva dijagrama su tzv. korekcije vanjske (fermionske) linije (self-energy dijagram)
su UV i IR divergentna. U podpoglavlju 5.9 ćemo pokazati da se divergencije self-energy
dijagrama i vršnog dijagrama krate, što potvrd–uje Wardov identitet na nivou jedne petlje i
postupak renormalizacije oduzimanjem od formfaktora F1(q

2) njegovu vrijednost u q2 = 0,
F1(0). Tada ćemo naučiti i kako se renormalizira fermionski propagator.

Četvrti dijagram, tzv. dijagram vakuumske polarizacije, je UV divergentan. Njega
ćemo razmatrati u podpoglavlju 5.12. Zbog Wardovog identiteta on daje jedini doprinos
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renormalizaciji električnog naboja. Za njegovu regularizaciju uvest ćemo dimenzionalnu
regularizaciju, i metode izračunavanje integrala petlji u D 6= 4 dimenzija.

Pored petlja-dijagramatskih radijativnih korekcija e − µ raspršenje ima i radijativne
korekcije zbog emisije nisko-energetskih (mekanih) fotona danih sljedećim dijagramima
zakočnog zračenja,

+ . (910)

Ti dijagrami su divergentni u limesu kada impuls fotona teži k nuli. Takvi se fotoni ne
mogu opaziti nikakvim detektorom, pa se sve pripadne amplitude moraju dodati osnovnoj
drvastoj amplitudi pri usporedbi eksperimenta sa teorijskim izrazom za udarni presjek.

Glavni zadatak podpoglavlja 5.3-5.7 ovog poglavlja je analiza mekanog zakočnog zračenja
i nisko-energetskih vršnih petlja-doprinosa, te dokaz kraćenja IR doprinosa tih dijagrama.

5.3 Mekano zakočno zračenje

Razmatramo proces emisije mekanog fotona tokom raspršenja elektrona

p

p′

p

p′

+
k

k

. (911)

Neka M0 označava dio koji dolazi zbog med–udjelovanja elektrona s vanjskim poljem.
Tada amplitudu ukupnog procesa možemo napisati

iM = −ieu(p′)
(
M0(p

′, p− k)
i(/p− /k +m)

(p− k)2 −m2
γµε∗µ(k)

+ γµε∗µ(k)
i(/p′ + /k +m)

(p′ + k)2 −m2
M0(p

′ + k, p)
)
u(p) . (912)

Nas interesiraju mekani fotoni za koje vrijedi |~k| ≪ |~p′ − ~p|. U tom limesu vrijedi

M0(p
′, p− k) ≈ M0(p

′ + k, p) = M0(p
′, p), (913)

i može se zanemariti /k u brojnicima elektronskog propagatora. Brojnici se mogu još vǐse
pojednostavniti upotrebom Diracovih jednadžbi,

(/p+m)γµε∗µu(p) = (2pµε∗µ + γµε∗µ(−/p+m))u(p) = 2pµε∗µu(p),

u(p′)γµε∗µ(/p
′ +m) = u(p′)2p′µε∗µ . (914)
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Nazivnici se pojednostavljuju upotrebom relacija p2 = p′2 = m2,

(p− k)2 −m2 = −2p · k, (p′ + k)2 −m2 = 2p′ · k . (915)

Tako dobijamo aproksimativan izraz za amplitudu (912) u aproksimaciji mekanih fotona,

iM = u(p′)[M0(p
′, p)]u(p)︸ ︷︷ ︸

≡M̃0(p′,p)

×
[
e
(
− 2p · ε∗

2p · k +
2p′ · ε∗
2p′ · k

)]
. (916)

Prvi faktor predstavlja elastično raspršenje elektrona na vanjskom polju (bez mekanog
zakočnog zračenja). Drugi faktor dolazi zbog zakočnog zračenja mekog fotona.

Udarni presjek za razmatrani proces može se izraziti preko udarnog presjeka za elastično
raspršenje elektrona na vanjskom polju dσ(p→ p′) , dodatnog faznog faktora zbog emisije
(mekanog) fotona i kvadrata drugog faktora zbog zakočnog zračenja mekog fotona,

dσ(p→ p′ + γ) =
d3p

(2π)32E

d3p′

(2π)32E ′

∫
d3k

(2π)32k
(2π)4δ4(p− p′ − q)

× |M̃0(p′, p)|
∑

λ=1,2

∣∣∣e
(
− 2p · ε∗

2p · k +
2p′ · ε∗
2p′ · k

)∣∣∣
2

= dσ(p→ p′)×
∫

d3k

(2π)32k

∑

λ=1,2

∣∣∣e
(
− 2p · ε∗

2p · k +
2p′ · ε∗
2p′ · k

)∣∣∣
2

. (917)

Drugi faktor u (917) (za sada) interpretiramo kao integral diferencijalne vjerojatnosti
(P ) emisije (mekog) fotona impulsa k za e(p) → e(p′) raspršenje na vanjskom polju.
Taj se izraz može pojednostaviti primjenom zamjene (809) koja vrijedi zbog Wardovog
identiteta,

dP =
d3k

(2π)32k

∑

λ=1,2

∣∣∣e
(
− 2p · ε∗

2p · k +
2p′ · ε∗
2p′ · k

)∣∣∣
2

=
d3k

(2π)32k
e2(−1)

( p′

p′ · k − p

p · k
)2

. (918)

Rabeći

p′ · k = E ′(k − ~p′

E ′
~k) = E ′k(1− ~v′k̂),

p · k = Ek(1− ~vk̂),

p′ · p = EE ′(1− ~v~v′), (919)

te odabirući inercijalni sustav u kojem je E = E ′, za diferencijalnu vjerojatnost dobijamo

dP =
d3k

(2π)3
e2

2k

(
− m2

E ′2k2(1− ~v′k̂)2
− m2

E2k2(1− ~vk̂)2
+

2EE ′(1− ~v~v′)

EkE ′k(1− ~v′k̂)(1− ~vk̂)

)
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E=E′

−→ k2dkdΩk

(2π)3
e2

2k3

(
− m2/E2

(1− ~v′k̂)2
− m2/E2

(1− ~vk̂)2
+

2(1− ~v~v′)

(1− ~v′k̂)(1− ~vk̂)

)

∫

dΩk−→ e2

(2π)2︸ ︷︷ ︸
α/π

dk

k
I(~v,~v′) , (920)

gdje je

I(~v,~v′) =

∫
dΩk

4π

( 2(1− ~v~v′)

(1− ~v′k̂)(1− ~vk̂)
− m2/E2

(1− ~v′k̂)2
− m2/E2

(1− ~vk̂)2

)
. (921)

S izrazom za dσ i dP imamo sljedeće probleme:
1. Integracija po dk vrijedi samo u aproksimaciji mekog fotona. Zbog toga ne možemo
integrirati do beskonačnosti, već samo do neke razumne gornje granice, koju uzimamo
da je |~q| = |~p− ~p′| Time ukupna vjerojatnost emisije jednog fotona postaje

Ptot =
α

π

∫ |~q|

0

dk

k
I(~v,~v′) . (922)

Kasnije ćemo vidjeti da gornju granicu ~q treba zamijeniti s energijom Eℓ ispod koje eksper-
imentalni ured–aj ne može datektirati fotone.

2. Izraz I(~v,~v′) je neovisan o k, pa stoga integral divergira kada k → 0, tj. ukupna
vjerojatnost emisije mekog fotona je beskonačna. To je problem tzv. IR (infra-
crvene) divergencije u QED. Problem IR divergencije se može riješiti uvodeći umjetno
doljnju granicu integrala, npr. zamǐsljajući da foton ima malu masu µ (Općenito
postupak pretvaranja beskonačnog integrala/izraza u konačni zove se regularizacija in-
tegrala/izraza),

∫ |~q|

0

dk

k
→

∫ |~q|

µ

dk

k
= ln

|~q|
µ

=
1

2
ln

|~q|2
µ2

=
1

2
ln

−q2
µ2

. (923)

IR divergencija u (923) se javlja zbog malog q2 (= µ2) u doljnjoj granici.
Prvi korak u (923) je regularizacija izraza – kako je masa fotona µ, k koji shvaćamo kao
energiju fotona mora biti veći od µ. Zadnji korak uzima u obzir da smo izabrali sustav u
kojem je E = E ′ (sada E ≈ E ′) pa je (p− p′) = (0, ~p− ~p′).
Rabeći (923) za udarni presjek (917) dobijamo

dσ(p→ p′ + γ(k)) = dσ(p→ p′)× α

2π
ln

−q2
µ2

I(~v,~v′) . (924)

Da bismo dobili zatvoren izraz moramo analizirati integral I(~v,~v′).
3. Treći problem koji se javlja je interpretacija diferencijala dP kao vjerojatnosti
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emisije jednog mekog fotona. Vidjet ćemo kasnije da je ispravno interpretirati dP kao
diferencijal očekivanog broja mekih fotona.

Vratimo se problemu analize integrala I(~v,~v′), koji je potreban za nalaženje zatvorenog
izraza za dσ(p→ p′ + γ(k)).
- Za male brzine ~v i ~v′ izraz je konvergentan.
- Za |~v|, |~v′| ≈ 1 izraz divergira kada je k̂ ≈ v̂ ili k̂ ≈ v̂′. Tada se za male kuteve oko

smjera v̂ odnosno v̂′ dobija glavni doprinos integralu. Stoga će u integralu po ~k biti do-
voljno uzeti u obzir samo doprinose k̂ smjerova bliske smjerovima v̂ odnosno v̂′ a druge
dijelove integrala zanemariti. Primjetimo još da su u razmatranom limesu doprinosi prva
dva člana u (921) zanemarivi prema trećem jer m2/E2 → 0 odnosno m2/E ′2 → 0
- Definiramo kuteve θ za dva slučaja – kada je k̂ ≈ v̂ ≈ ~v (cos θ = k̂v̂) i kada je k̂ ≈ v̂′ ≈ ~v′

(cos θ = k̂v̂′) – i integriramo od k̂v̂ = v̂′v̂ do k̂v̂ = 1 za prvi slučaj, odnosno od k̂v̂′ = v̂v̂′

do k̂v̂′ = 1 za drugi slučaj,

I(~v,~v′) =

∫ 1

v̂′v̂

d cos θ(1− ~v′~v)

(1− v cos θ)(1− ~v′v̂)
+

∫ 1

v̂v̂′

d cos θ(1− ~v~v′)

(1− ~vv̂′)(1− v′ cos θ)
. (925)

Doljnje granice integracija cos θ = k̂v̂ = v̂′v̂ i cos θ = k̂v̂′ = v̂v̂′ nisu kritične. U prvom
izrazu se krate 1− v̂~v′ i 1− ~v~v′ jer su približno jednaki. Analogno se postupa u drugom
integralu.

I(~v,~v′) ≈
[
− 1

v
ln(1− v cos θ)

]1
v̂v̂′

+
[
− 1

v′
ln(1− v′ cos θ)

]1
v̂v̂′

= ln
1− vv̂′v̂

1− |~v| + ln
1− v′v̂v̂′

1− |~v′| (926)

≈ ln
(1− ~v~v′)2

(1− |~v|)(1− |~v′|) (927)

= ln
(E2 − ~p~p′)2

E2(E − p)2
= ln

(E2 − ~p~p′)2

E(E − p)E(E − p)
(928)

≈ ln
(p · p′)2

1
4
(E2 − p2)2

= 2 ln
p · p′
m2/2

≈ 2 ln
−q2
m2

. (929)

U trećem retku (1068) smo rabili v, v′ ≈ 1. U četvrtom (928) smo izraz prikazali preko
energija i impulsa. U zadnjem retku (929) rabimo E ≈ 1

2
(E+p), i 2p·p′ ≈ −q2. Napomena:

u gornjem računu javlja se ”kolinearna divergencija”(?).

Uvrštavajući rezultat za I(~v,~v′) (929) u (924) dobijamo izraz za diferencijalni udarni
presjek

dσ(p→ p′ + γ(k))
−q2→∞≈ dσ(p→ p′)× α

π
ln

−q2
µ2

ln
−q2
m2

. (930)
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Ovisnost dσ(p→ p′+ γ(k)) o q2 poznata je kao Sudakov-ljev dvostruki logaritam i ona je
fizikalna. Ovisost o µ je problem. Taj problem ćemo riješiti poslije kada ćemo pokazati
da se divergentni doprinosi mekanog zakočnog zračenja i mekanih virtualnih fotona krate.

5.4 Struktura elektronske funkcije vrha

Sada ćemo proučavati korekciju elektronske vršne funkcije zbog dodatnog virtualnog fo-
tona,

. (931)

Tu se prvi puta susrećemo sa Feynamovim dijagramom koji sadrži petlju.
Račun pripadne amplitude je kompliciran i zato je jako dobro proanalizirati opća svojstva,
odnosno strukturu vrha na osnovi simetrija QED: Lorentzove invarijantnosti, diskretnih
simetrija (P , T , C) i Wardovog identiteta. Te simetrije jako ograničavaju oblik vrha.

Razmotrimo sljedeću klasu dijagrama

=

k′

kp

p′

+ + + · · ·
q=p′−p

. (932)

Sivi krug predstavlja sumu doprinosa najnižeg reda raspršenja i svih mogućih amputiranih
korekcija elektronsko-fotonskog vrha. Označit ćemo tu sumu sa

−ieΓµ(p′, p) . (933)

Prema jednadžbi (730) odnosno (731) amplitudu raspršenja elektrona na teškoj meti
možemo pisati

iM = ie2u(p′)Γµ(p′, p)u(p)
1

q2
u(k′)γµu(k) . (934)

U analizi je izostavljen dijagram vakuumske polarizacije. On predstavlja korekciju EM
polja, a ne korekciju na elektronski odgovor na elektromagnetsko polje, koji nas interesira
i koji je uključen u (934) i konačni rezultat (937).

Funkcija Γµ(p′, p) se takod–er javlja u S matričnom elementu raspršenja elektrona na
vanjskom elektromagnetskom polju. Kako ćemo taj slučaj trebati poslije i njega ovdje
analiziramo. Hamiltonijan med–udjelovanja za taj proces glasi

∆Hint =

∫
d4xeAclµ j

µ , (935)
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gdje je jµ(x) elektromagnetska struja, a Aclµ vremenski neovisni i prostorno slabo ovisni
klasični potencijal. U vodećem redu računa smetnje S matrični element glasi

iM(2π)δ(p′0 − p0) = −ieu(p′)γµu(p)Ãclµ (p′ − p), (936)

gdje je Ãclµ (p
′− p) Fourieov transformat polja Aclµ (x). Korekcija vrha (odnosno vǐsi redovi

računa smetnje e − e − γ vrha) modificiraju (936) tako da se umjesto γµ matrice javlja
Γµ(p′, p),

iM(2π)δ(p′0 − p0) = −ieu(p′)Γµ(p′, p)u(p)Ãclµ (p′ − p) . (937)

Primjetimo da su izostavljeni doprinosi dijagrama vakuumske polarizacije. Oni predstavl-
jaju korekciju EM polja a ne korekciju na odgovor elektrona na elektromagnetsko polje
koji nas ovdje zanimaju.

O paritetu

Prije nego počnemo s analizom Γµ(p′, p) na osnovi simetrija teorije moramo navesti neka
svojstva paritetne transformacije.

1. Paritetna transformacija u x prostoru transformira

xµ = (x0, ~x) → Pµ
νx

ν = (x0,−~x), (938)

odnosno

Pµ
ν = diag(1,−1,−1,−1), (939)

tj. mijenja predznak prostorne komponente koordinate. Analogno djeluje u p prostoru

pµ = (p0, ~p) → Pµ
νp
ν . (940)

2. U Hilbertovom prostoru se zamǐslja da postoji operator P = U(P), tako da je P
zadovoljava parametarsko množenje Poincareove grupe,

(U(Λ1, a1)U(Λ2, a2) = U(Λ1Λ2, a1 + Λa2)), (941)

npr.

PU(Λ, a) = U(P)U(Λ, a) = U(PΛ,Pa), (942)

PU(Λ, a)P−1 = U(P)U(Λ, a)U(P−1) = U(PΛP−1,Pa) . (943)

Za infinitezimalnu Poincareovu transformaciju iz (943) slijedi (vidi Dodatak 7 jedn. (1547)
i (1548))

PiJρσP−1 = Pρ
µPσ

νiJ
µν ,

P iP ρP−1 = Pρ
µiP

µ , (944)
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gdje su P µ = (H, ~P ) i Jµν generatori Lorentzovih transformacija u Hilbertovom prostoru.
Konkretno za operator Hamiltonijana

PiHP−1 = iH . (945)

P u principu može biti ili unitaran (P iP−1 = i) ili antiunitaran (P iP−1 = −i) operator
i to je razlog zašto smo u relacijama (944) i (945) zadržali imaginarnu jedinicu i. Zahtjev
pozitivnosti svih energetskih stanja i relacija (945) pokazuje da je P unitaran, odakle

PHP−1 = H, odnosno [P,H] = 0 . (946)

Drugim riječima spomenuti zahtjev vodi na komutativnost operatora Hamiltonijana i
operatora pariteta.

3. Za masivna jednočestična stanja Ψpσn (p je 4-impuls stanja, σ je projekcija kutne
količine gibanja na z os, a n su svi drugi kvantni brojevi kao npr. naboj itd.) se može
pokazati (vidi Weinberg I poglavlje 2.6, str. 76-77) da vrijedi

PΨpσn = ηnΨPpσn , (947)

gdje je η faza za koju se može pokazati da je neovisna σ. Kako se svako jednočestično
stanje može prikazati preko operatora stvaranja a†pσn i vakuuma Ψ0, i kako je vakuum
invarijantan na sve transformacije uključivši i paritet

Ψpσn = a†pσnΨ0 ,

PΨ0 = Ψ0 , (948)

za operatore stvaranja i ponǐstenja vrijedi

Pa†pσnP
−1 = ηna

†
Ppσn , (949)

PapσnP
−1 = η∗naPpσn . (950)

Druga se relacija dobija Hermitskom konjugacijom prve. Antičestice (imaju kvantne bro-
jeve n) bi u principu mogle imati nezavisne faze ηn,

Pa†pσnP
−1 = ηna

†
Ppσn , (951)

PapσnP
−1 = η∗naPpσn . (952)

Faze ηn i ηn se zovu intrinsični (svojstveni) pariteti čestice n i pripadne antičestice n.

4. Sada ćemo analizirati kako paritetna transformacija djeluje na Diracovo polje. Analogna
analiza se može napraviti za druga polja. Diracovo polje u notaciji formule (487) glasi

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pu

s(p)e−ip·x + bs†~p v
s(p)eip·x

)
. (953)
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Identificirajući apσn → as~p, a
†
pσn → bs†~p i uvodeći uz to prirodnije oznake za faze u novoj

notaciji ηn → η, ηn → η primjenimo paritetnu transformaciju na Diracovo polje (953) i
pokušajmo je izraziti preko polaznog polja ψ(x),

Pψ(x)P−1 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
η∗as−~pu

s(p)e−ip·x + η bs†−~pv
s(p)eip·x

)

= η∗
∫

d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pu

s(Pp)e−iPp·x + ηη bs†~p v
s(Pp)eiPp·x

)

= η∗
∫

d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pγ

0us(p)e−ip·Px − ηη bs†~p γ
0vs(p)eip·Px

)

= η∗γ0
∫

d3p

(2π)3
1√
2E~p

∑

s

(
as~pu

s(p)e−ip·Px − ηη bs†~p v
s(p)eip·Px

)
. (954)

U prvom retku smo primijenili jednadžbe (950) i (951) na operatore as~p i b
s†
~p u Diracovom

polju. U drugoj smo izlučili η∗ iz polja i napravili zamjenu varijabli Pp = p′ → p. U
trećoj smo u eksponentima prebacili P za p na x rabeći Lorentz invarijantnost i upotrijebili
jednakosti

u(Pp) = γ0u(p),

v(Pp) = −γ0v(p) . (955)

koje slijede iz izraza za slobodna rješenja Diracove jednadžbe u impulsnom prostoru (386)
i (387) relacija σµp

µ = σµ(Pp)µ i eksplicitnog izraza za γ0 matricu (292) (sve u kiralnoj
reprezentaciji γµ matrica).

DZ. Provjerite relacije (955).

U četvrtom retku smo izlučili γ0 iz polja. Kada ne bi bilo faze −ηη polja (953) i (954)
bi bila proporcionalna. Faza ηη bi promijenila antikomutacijske relacije originalnog polja
(953) tako da se ona ne smije javljati (Preciznije, zbog komutacijskih relacija niti jedna
transformacija polja ne smije mijenjati relativne faze dijelova polja). Zbog toga nužno
vrijedi sljedeća relacija izmed–u intrističnih pariteta

ηη = −1 . (956)

Drugim riječima fermionska čestica i pripadna antičestica nužno imaju suprotne paritete.
Time (954) postaje jednaka

Pψ(x)P−1 = η∗γ0ψ(Pp) . (957)

Primjetimo još da iz jednadžbi (955) slijedi

u(Pp) = u(p)γ0 ,

v(Pp) = −v(p)γ0 . (958)
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Time se paritetna transformacija struja ψ(x)Γψ(x), Γ = 1, γµ, σµν , γµγ5, γ5 efektivno
svodi na ”paritetnu transformaciju” Γ matrica

Γ → γ0Γγ0 . (959)

Pri toj transformaciji predznak ne mijenjaju matrice 1, γ0, σij, γiγ5, dok matrice γi, σ0i,
γ0γ5 i γ5 mjenjaju predznak.

Simetrije i oblik Γµ(p, p′) vrha

Sada ćemo primjeniti simetrije QED da bismo ograničili oblik Γµ(p′, p).
1. U najnižem redu računa smetnje je

Γµ(p, p′) = γµ . (960)

2. Lorentzova simetrija dozvoljava zavisnost Γµ(p, p′) o p, p′ γµ te o fizikalnim parametrima
m i e

Γµ = Γµ(p, p′, γµ;m, e) . (961)

3. Paritetna invarijantnost struje zahtjeva da se struja u(p′)Γµ(p, p′)u(p) transformira na
sljedeći način

u(p′)Γµ(p, p′)u(p) → u(p′)(Γ0(p, p′),−Γi(p, p′))u(p) . (962)

Kombinacija Lorentzove i paritetne invarijantnosti dozvoljava sljedeće strukure u Γµ(p, p′)
(Weinberg str. 454)

pµ, p′µ,

γµ, pµ/p, pµ /p′, p′µ/p, p′µ /p′,

σµνpν , σ
µνp′ν , σ

αβpαp
′
βpµ, σ

αβpαp
′
βp
′
µ,

εµνρσpνp
′
ργσγ5 . (963)

Upotrebom jednadžbe gibanja lako je pokazati da se strukture pµ/p, pµ /p′, p′µ/p, p′µ /p′, σµνpν ,
σµνp′ν , σ

αβpαp
′
βpµ, σ

αβpαp
′
βp
′
µ, ε

µνρσpνp
′
ργσγ5 mogu prikazati preko γµ, pµ i p′µ. Npr.

pµ/p ∼ mpµ , (964)

εµνρσpνp
′
ργσγ5 ∼ εµνρσpνp

′
ργσ

i

6
εσαβγγ

σγαγβγγ

=

∣∣∣∣∣∣

δµα δµβ δµγ
δνα δνβ δνγ
δρα δρβ δργ

∣∣∣∣∣∣
pνp

′
ργ

αγβγγ
i

6

= pνp
′
ρ(γ

µγνγρ + γνγργµ + γργµγν − γνγµγρ − γργνγµ − γµγργν)

→ lin komb pµ, p′µ, γµ . (965)
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DZ. Pokažite da se zbog jednadžbi gibanja sve ostale strukture u (963) svode na doprinose
pµ, p′µ, γµ.

Time smo pokazali da je najopćenitija struktura Γµ(p, p′)

Γµ(p, p′) = γµA+ (pµ + p′µ)B + (pµ − p′µ)C . (966)

Pri tome A, B i C mogu biti samo funkcije skalarnih produkata 4-impulsa. Med–utim
p2 = m2 i p′2 = m2 su konstante, a p · p′ = m2 − q2 ( q = p− p′) je funkcija q2. Stoga su
A, B i C funkcije samo q2.

4. Wardov identitet postavlja dodatni uvijet na Γµ(p, p′),

∂µ〈α|jµ(x)|β〉 = 0 ⇒ qµMµ(q) = 0

⇒ qµu(p
′)Γµ(p, p′)u(p) = 0

⇒ u(p′)[/q · A+ 0 ·B + q2C]u(p) = 0 . (967)

Koeficijent člana A je jednak nuli zbog jednadžbe gibanja, tako da samo koeficijent C
člana nije jednak nuli. Stoga C mora biti biti jednak nuli. Odatle slijedi

u(p′)Γµ(p, p′)u(p) = u(p′)[γµA+ (pµ + p′µ)B]u(p) . (968)

Rabeći Gordonov identitet (radili ste ga na vježbama)

u(p′)γµu(p) = u(p′)
[pµ + p′µ

2m
+
iσµνqν
2m

]
u(p), (969)

nalazimo

u(p′)Γµ(p, p′)u(p) = u(p′)[γµF1(q
2) +

iσµνqν
2m

F2(q
2)]u(p), (970)

gdje je

F1(q
2) = A(q2) + 2mB(q2) i F2(q

2) = −2mB(q2) . (971)

Time Γµ(p, p′) postaje funkcija samo q,

Γµ(q) = γµF1(q
2) +

iσµνqν
2m

F2(q
2) . (972)

Tu su funkcije F1, F2 nepoznate funkcije q2 koje se zovu form faktori (takod–er su i A,
B, C form faktori ali uz druge Lorentzove strukture).

Fizikalno značenje form faktora
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U najnižem redu računa smetnje je Γµ(q) = γµ pa mora vrijediti

F1 = 1, F2 = 0 . (973)

Kasnije ćemo izračunati korekcije form faktora zbog doprinosa jedne petlje (red α). U
principu mogu se izračunati u bilo kojem redu računa smetnje.

Nadalje F1 i F2 moraju sadržavati kompletnu informaciju o djelovanu elektromagnet-
skog polja na elektron. Npr. moraju sadržavati cjelokupna električna i magnetska vezanja
elektrona.

Električni naboj

Da bismo našli električni naboj elektrona razmotrit ćemo elastično raspršenje nerel-
ativističkog elektrona na statičkom električnom potencijalu rabeći jednadžbu (937). To
odgovara odabiru potencijala

Aclµ (x) = (φ(~x),~0) (974)

odnosno

Ãclµ (q) = 2πδ(q0)(φ̃(~q),~0) . (975)

(Napomena : vrijedi 0 = q0 ≪ |~q| ≈ 0.) Ubacivanjem tog izraza u (937) nalazimo (2πδ(q0)
je izvučen s lijeve i desne strane jednadžbe (976))

iM = −ieu(p′)Γ0(q)u(p)φ̃(~q) . (976)

Pretpostavljamo da se statičko polje polako mijenja u makroskopskom području, pa je
stoga φ̃(~q) koncetriran oko ~q = 0. Zbog toga možemo uzeti da ~q → 0 u spinornom

matričnom elementu, pa stoga možemo aproksimirati ~p = ~p′. Nadalje, kako je ~A(~x) = 0,
samo F1 form faktor doprinosi. U nerelativističkoj aproksimaciji je (σ ·p, σ ·p = m+O(~p))

u(p′)γ0u(p) = u†(p′)u(p)

= (ξ′†
√
σ · p, ξ′†

√
σ · p)

( √
σ · pξ√
σ · pξ

)
NR≈ 2mξ′†ξ , (977)

pa je stoga

iM = −ieF1(0)φ̃(~q)2mξ
′†ξ . (978)

U Bornovoj aproksimaciji ta amplituda odgovara potencijalu (u Peskinovoj notaciji treba
odbaciti faktor −i2m iz amplitude i Fourier transformirati ~q zavisne dijelove),

V (~x) = eF1(0)φ(~x) . (979)
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Stoga je F1(0) naboj elektrona u jedinicama e. Budući da je F1(0) = 1 već u vodećem redu
perturbativnog razvoja, radijativne korekcije form faktora F1(q

2) = 1 moraju ǐsčezavati u
q2 = 0.

Magnetski dipolni moment

Analizom kao za električni ali sada za statični vektorski potencijal

Acl(x) = (0, ~Acl(~x)), (980)

odnosno

Ãcl(~q) = (2π)δ(p′0 − p0))(0, ~̃A
cl

(~q)) . (981)

može se dobiti relacija izmed–u form faktora i anomalnog magnetskog momenta. Uvrštavajući
(981) u (970) (predznak desne strane se javlja zbog skalarnog produkta: gµν = diag(1,−1,−1,−1))
dobijamo (faktor 2πδ(p′0 − p0) je izvučen)

iM = ieu(p′)Γi(p′, p)u(p)Ãicl(~q)

= ie
[
u(p′)

(
γiF1 +

iσiνqν
2m

F2

)
u(p)

]
~̃Acl(~q) . (982)

Rabeći sljedeće relacije i aproksimativne relacije

√
σ · p =

√
m

√
1− ~σ~p

m
=

√
m
(
1− ~σ~p

2m

)
, (983)

√
σ · p =

√
m
(
1 +

~σ~p

2m

)
, (984)

u(p) ≈ √
m

(
(1− ~σ~p

2m
)ξ

(1 + ~σ~p
2m

)ξ

)
, (985)

u†(p′) ≈ √
m

(
ξ′†(1− ~σ~p′

2m
), ξ′†(1 +

~σ~p′

2m
)

)
, (986)

γ0γi =

(
0 1
1 0

)(
0 σi

−σi 0

)
=

(
−σi 0
0 σi

)
, (987)

σiσj = δij + iεijkσk, (988)

γ0iσiνqν = γ0iσijqj = iεijk
(

0 σj

σj 0

)
qk , (989)

nalazimo

u(p′)γiu(p) = ξ′†[(~σ~p′)σi + σi(~σ~p)]ξ,

= ξ′†[(p′i + pi) + i(~σ × (~p′ − ~p)︸ ︷︷ ︸
~q

)i]ξ . (990)

u(p′)
iσiνqν
2m

u(p) = ξ′†i(~σ × ~q)iξ (991)
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Prvi član u (990) dolazi on NR kinetičkog člana nakon minimalne supstitucije ((~p −
e ~A)2/(2m) – pažnja ~p je operator) i on ne daje doprinos magnetskom momentu. Zane-
marujući ga, iz (970) dobijamo

u(p′)[γµF1(q
2) +

iσµνqν
2m

F2(q
2)]u(p)Ãclµ (~q)

q→0≈ 2mξ′†
(−i
2m

(~σ × ~q)[F1(0) + F2(0)]
)
ξ ~̃Acl(~q) . (992)

Rabeći Fourierov transformat klasičnog statičnog vektorskog polja i pripadne izraze za
magnetsko polje u x i p prostoru,

~Acl(~x) =

∫
d3q

(2π)3
ei~q~x ~Acl(~q)

~B(~x) = ∇× ~Acl(~x) (993)

⇓
~̃B = i~q × ~̃Acl(~q), (994)

dobijamo amplitudu (982) izraženu preko magnetskog polja

iM = −i(2m)eξ′†
(−1

2m
σk[F1(0) + F2(0)]

)
ξB̃k(~q) . (995)

Rabeći preskripciju za izvlačenje potencijalne energije iz (Bornove) amplitude (izvuče se
faktor −i2m i Fourier se transformiraju ~q zavisni dijelovi) nalazimo amplitudi pridruženu
potencijalnu energiju,

V (~x) = − e

m
[F1(0) + F2(0)]ξ

′†~σ

2
ξ × ~B(~x)

= −〈~µ〉 · ~B(~x) . (996)

Usporedbom sa klasičnim izrazom za potencijal med–udjelovanja magnetskog polja sa mag-
netskim momentom ~µ,

V (~x) = −~µ · ~B, (997)

nalazimo da je očekivana vrijednost operatora magnetskog momenta ~µ

〈~µ〉 =
e

m
[F1(0) + F2(0)] ξ

′†~σ

2
ξ

︸ ︷︷ ︸
~S

. (998)

Uveli smo izraz za spin ~S. Izraz za magnetski moment (998) može zapisati u standardnom
obliku iz klasične elektrodinamike,

~µ = g
( e

2m

)
~S, (999)
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gdje je koeficijent g tzv. Landé-ov g-faktor,

g = 2[F1(0) + F2(0)] = 2 + 2F2(0) . (1000)

U vodećem (nultom) redu računa smetnje je F2(0) = 0, a F1(0) = 1 (u svakom redu računa
smetnje kao što ćemo vidjeti), to QED predvid–a da je Landé-ov form faktor jednak

g = 2 +O(α) . (1001)

Doprinosi g/2 vǐseg reda su mali i tvore tzv. anomalni magnetski moment. Njega
ćemo izračunati u sljedećem podpoglavlju u najnižem redu računa smetnje.

Gornja analiza rabi samo simetrije QED a ne rabi nigdje svojstva specifičnih fermiona.
Zato zaključci vrijede za svaki fermion s elektromagnetskim med–udjelovanjem. Npr. vri-
jedi i za proton. Med–utim proton nije elementarna čestica pa se ne očekuje da F1(0) = 1
i F2(0) = 0 DAJU dobru aproksimaciju za form faktore protona. Zapravo nalazi se da
vrijedi F1(0) = 1 i za proton (to je očitanje sačuvanja naboja), med–utim gp = 2 + 2F2(0)
odstupa 40% od Diracove vrijednosti 2.

5.5 Račun elektronske funkcije vrha i njeno UV ponašanje

Sada ćemo pristupiti izračunavanju elektronske funkcije vrha. Znamo da vrh mora biti
oblika (972). Za izračunavanje nam treba izraz za amplitudu i par tehnika: Feynmanova
parametrizacija, integracija preko tenzora u 4-impulsu po kojem se integrira, Wickova
rotacija, regularizacija UV divergencije - odabrat ćemo Pauli-Villarsovu, i po prvi puta
renormalizacija.

Amplituda

Pridružimo linijama u dijagramu vrha 4-impulse

p′

p

k′ = k + q

p − k

q

µ

ν

ρ
k

= −ieu(p′)δΓµ(p′, p)u(p) . (1002)

Primjenom Feynmanovih pravila, u redu α dobijamo (uoči q = p′ − p)

Γµ = γµ + δΓµ , (1003)

gdje je δΓµ korekcija prvog člana u redu α,

−ieu(p′)δΓµ(p′, p)u(p)
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=

∫
d4k

(2π)4
−igνρ

(k − p)2 + iε

×u(p′)(−ieγν) i( /k′ +m)

k′2 −m2 + iε
(−ieγµ) i(/k +m)

k2 −m2 + iε
(−ieγρ)u(p)

= (−ie)× 2ie2
∫

d4k

(2π)4
u(p′)[/kγµ/k′ +m2γµ − 2m(k + k′)µ]u(p)

((k − p)2 + iε)(k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)
. (1004)

U zadnjem redu rabili smo

γν(/k
′ +m)γµ(/k +m)γν = −2/kγµ/k′ + 4mk′µ + 4mkµ − 2m2γµ

= −2(/kγµ/k′ − 2m(k′ + k)µ +m2γµ) . (1005)

Integral (1004) je kompliciran. Za njegovo izračunavanje nam treba nova računska metoda
– metoda Feynmanove parametizacije.

FEYNMANOVA PARAMETRIZACIJA

Cilj Feynmanove parametrizacije je da tri (propagatorska) nazivnika svede na jedan
kvadratični polinom u nazivniku na treću potenciju. Tada možemo napraviti pomak
u k tako da svedemo izraz na standardni oblik propagatora. U toj proceduri se javljaju
dodatni integracijski parametri.

- Produkt dva faktora

Vrijedi sljedeći identitet (vježbe)

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[xA+ (1− x)B]2
=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[xA+ yB]2
. (1006)

x i y se zovu Feynmanovi parametri. Zadnji izraz je potpuno simetričan na zamjenu
Feynmanovih parametara. Evo primjera upotrebe te relacije

1

[(k − p)2 + iε][k2 +m2 + iε]

=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[x(k − p)2 + y(k2 −m2) + iε]2

=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[k2 − 2xk · p+ xp2 − ym2 + iε]2

=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[ℓ2 + (x− x2)p2 − ym2 + iε]2
. (1007)

U izraz u trećem retku stavili smo ℓ = k − xp. Time se dobija izraz u kojem nazivnici
ovise samo o ℓ2, pa je integraciju jednostavnije provesti (ako je moguće napraviti pomak
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za −xp u k varijabli).
Deriviranjem izraza (1006) po B nalazimo

1

ABn
=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
nyn−1

[xA+ yB]n+1
. (1008)

- Produkt n faktora

Med–utim nama treba izraz za tri nazivnika (propagatora), odnosno općenito n nazivnika
(propagatora). Traženi izraz je

1

A1 . . . An
=

∫ 1

0

dx1 . . . dxnδ(
∑

xi − 1)
(n− 1)!

[x1A1 + . . .+ xnAn]n
(1009)

i dokazuje se matematičkom indukcijom (vježbe).
Deriviranjem po A1,. . . ,An nalazimo (vježbe)

1

Am1
1 . . . Amn

n

=

∫ 1

0

dx1 . . . dxnδ(
∑

xi − 1)

∏
xmi−1
i

[
∑
xiAi]

∑

mi

Γ(m1 + . . .+mn)

Γ(m1) . . .Γ(mn)
. (1010)

RAČUN FORM FAKTORA

- Nazivnik u (1004)

Primjenom (1009) na nazivnike (1004) nalazimo (k′ = k + q)

1

((k − p)2 + iε)(k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)

=

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
2

D3
, (1011)

gdje je

D = x(k2 −m2) + y(k′2 −m2) + z(k − p)2 + iε (x+ y + z)︸ ︷︷ ︸
=1

= k2 + 2k · (yq − zp) + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε . (1012)

Translatirajmo k da bismo dobili potpuni kvadrat (kao propagator),

ℓ ≡ k + yq − zp . (1013)

199



Time se D bitno pojednostavljuje (rabimo p2 = m2, p′2 = m2, q2 = 2m2−2p ·p′ = −2p ·q,
x+ y = 1− z),

D = ℓ2 +m2(−1 + z + z − z2) + q2(y − y2 − zy)

= ℓ2 + q2xy −m2(1− z)2︸ ︷︷ ︸
≡−∆

, (1014)

gdje smo uveli

∆ ≡ −q2xy +m2(1− z)2 . (1015)

Budući da je q2 < 0, slijedi ∆ > 0, pa ∆ možemo shvaćati kao efektivnu masu.

- Brojnik u (1004)

Sada treba srediti i brojnik u (1004). Moramo ga izraziti preko ℓ. Integracija d4k će
pri tome prijeći u integraciju po d4ℓ (pretpostavka jest da translacija ne daje površinske
članove – to sigurno vrijedi ako je integral konvergentan). Pojavit će se tenzori u ℓ po
kojima treba znati integrirati.

Integracije preko tenzora u ℓ

Prednost izražavanja brojnika po ℓ jest da nazivnik ovisi samo o ℓ2. Zbog toga vrijede
sljedeće jednakosti (vježbe)

∫
d4ℓ

(2π)4
ℓµ

D3
= 0, (1016)

∫
d4ℓ

(2π)4
ℓµℓν

D3
=

1

4
gµν
∫

d4ℓ

(2π)4
ℓ2

D3
, (1017)

∫
d4ℓ

(2π)4
ℓµℓνℓρ

D3
= 0, (1018)

∫
d4ℓ

(2π)4
ℓµℓνℓρℓσ

D3
=

1

24
(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ)

∫
d4ℓ

(2π)4
ℓ4

D3
. (1019)

Prva i treća relacija su posljedica parnosti i vrijede za sve neparne tenzore. Ostale su
posljedica simetrije u ℓ-vima. Koeficijent (1/4, 1/24) je lako odrediti kontrahiranjem sa
odgovarajućim g tenzorima).

Primjenjujući (1016), (1017), (1013) nalazimo

Brojnik (1004) = u(p′)[/kγµ/k′ +m2γµ − 2m(k + k′)µ]u(p)

= u(p′)[(/ℓ − y/q + z/p)γµ(/ℓ + (1− y)/q + z/p)

+m2γµ − 2m(2ℓ+ q(1− 2y) + 2zp)µ]u(p)

→ u(p′)[−1

2
γµℓ2 + (−y/q + z/p)γµ((1− y)/q + z/p)

+m2γµ − 2m((1− 2y)qµ + 2zpµ)]u(p) . (1020)
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Izraz (1020) želimo svesti na formu (972), odnosno (968) koju je lakše naći. Primjenom
jednadžbi gibanja i relacija za impulse za kombinacije γ-matričnih struktura dobijamo (to
riješite za DZ)

/qγµ/q = 2qµ/q − γµq2 → −γµq2,
/pγµ/q → q2γµ + 2mp′µ − 2m2γµ,

/qγµ/p → 2γµm2 − 2mpµ,

/pγµ/p → 2mpµ −m2γµ, (1021)

odakle dobijamo

Brojnik (1004)

= u(p′)
[
− 1

2
γµℓ2 + (−y)(1− y)(−γµq2) + z(1− y)(q2γµ + 2mp′µ − 2m2γµ)

+(−y)z(2γµm2 − 2mpµ) + z2(2mpµ −m2γµ) +m2γµ

−2m((1− 2y)qµ + 2zpµ)
]
u(p)

= u(p′)
[
γµ
(
− 1

2
ℓ2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2

)

+(p+ p′)µ(−mz(1− z)) + (p′ − p)µ(m(z − 2)(x− y))
]
u(p) . (1022)

Uvrštavajući izraz za brojnik (1022) i nazivnik (1011) i (1012) u izraz za korekciju vrha
(1004) dobijamo (prvi faktor 2 zbog algebre Diracovih matrica, drugi faktor 2 zbog Feyn-
manove parametrizacije)

−ieu(p′)δΓµ(p′, p)u(p)
= −ieu(p′)[Aγµ + B(p′ + p)µ + C(p′ − p)µ]u(p)

= −ie(2ie2)
∫

d4ℓ

(2π)4
δ(x+ y + z − 1)

2

[ℓ2 −∆+ iε]3

× u(p′)
[
γµ
(
− 1

2
ℓ2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2

)

+(p+ p′)µ(−mz(1− z)) + (p′ − p)µ(m(z − 2)(x− y))
]
u(p) . (1023)

gdje je ∆, dan sa (1015), parna funkcija u ℓ i simetričan na zamjenu x↔ y.
Iz analize u prošlom poglavlju znamo da koeficijent qµ mora biti jednak nuli. Stvarno,

podintegralna funkcija koeficijenta uz qµ je neparna na zamjenu x↔ y i zbog toga mora
biti jednaka nuli. Sve ostale podintegralne funkcije su parne na zamjenu x↔ y.

Primjenom Gordonovog identiteta (969) iz kojeg slijede relacije med–u form faktorima
(971), F1 = A + 2mB, F2 = −2mB, dobijamo za δΓ(p′, p) izraz u kojemu možemo
eksplicite identificirati α-doprinose form faktorima F1 i F2,

−ieu(p′)δΓ(p′, p)u(p)
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= −ie(2ie2)
∫

d4ℓ

(2π)4

∫
dxdydzδ(x+ y + z − 1)

2

[ℓ2 −∆+ iε]3

× u(p′)
[
γµ
(
− 1

2
ℓ2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2

)

+
iσµνqν
2m

(
2m2z(1− z)

)]
u(p) . (1024)

gdje je ∆, dan sa (1015).

Wickova rotacija

Sada moramo izvrijedniti d4ℓ integral. Podintegralni izraz (propagator) zbog Minkowski
metrike gµν = (1,−1,−1,−1) nema ℓ0 ↔ ℓi simetriju. Zbog toga bismo u principu morali
posebno integrirati po dℓ0 i d3ℓ. Srećom svojstva propagatora omogućuju primjenu tzv.
Wickove rotacije koja propagator svodi na oblik u kojem se svi doprinosi integracijskih
varijabli ℓ javljaju s istim predznakom (Euklidska metrika).

−

√

∆ + ~ℓ2 + iε

√

∆ + ~ℓ2 − iε

. (1025)

Wickova rotacija rabi svojstvo propagatora da je pozitivni pol ispod realne osi a neg-
ativni iznad realne osi u ℓ0. To omogućuje zatvaranje konture kao na slici (strelice na
imaginarnoj osi je suprotna od one ne zatvorenoj konturi) na takav način da niti jedan
reziduum nije obuhvaćen konturom. Jordanova lema osigurava ǐsčezavanje četvrt-kružnih
doprinosa kada pripadni radijus ide u beskonačnost pa se integracija

∫∞
−∞ dℓ

0 može zami-

jeniti integracijom
∫ i∞
−i∞ dℓ

0. Na kraju uvodeći redefiniciju

ℓ0 ≡ iℓ0E,
~ℓ ≡ ~ℓE, (1026)

dobijamo ℓ2 = −ℓ2E s Euklidskom metrikom (1, 1, 1, 1), mjeru d4ℓ = id4ℓE i integracijske
granice ℓ0E ∈ (−∞,∞). Time integrali po d4ℓ postaju jednostavniji.
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Npr.,

∫
d4ℓ

(2π)4
1

[ℓ2 −∆]m
=

i

(−1)m
1

(2π)4

∫
d4ℓE

1

[ℓ2E +∆]m

=
i(−1)m

(2π)4

∫
dΩ4

∫ ∞

0

dℓE
ℓ3E

[ℓ2E +∆]m
. (1027)

U izrazu (1027) javlja se integracija po prostornom kutu u 4 dimenzija,
∫
dΩ4, koje, zbog

neovisnosti podintegralnog izraza o kutevima, daje konstantni faktor Ω4. Jedan način
izračunavanja Ω4 je uvod–enjem 4-dimenzijskih sferičnih koordinata,

x = (r sinω sin θ cosφ, r sinω sin θ sinφ, r sinω cos θ, r cosω) (1028)

iz koje za integracijsku mjeru slijedi (bit će napravljeno na vježbama)

d4x = r3 sin2 ω sin θdφdθdωdr . (1029)

Odatle je pak lako pokazati da je

Ω4 = 2π2 . (1030)

Drugi način, koji je primjenjiv za mjeru dDℓ u proizvoljnom broju dimenzija D rabi
svojstvo Gaussovog integrala

√
π =

∫ ∞

−∞
dxe−x

2

. (1031)

Odatle

(
√
π)D =

∫
dDxe−

∑D
i=1 x

2
i =

∫
dΩD

∫ ∞

0

xD−1dxe−x
2

= ΩD

Γ(D
2
)

2
, (1032)

što daje

ΩD =
2πD/2

Γ(D
2
)
. (1033)

Evo nekoliko konkretnih vrijednosti

D Γ(D/2)
∫
dΩD

1
√
π 2

2 1 2π
3

√
π/2 4π

4 1 2π2
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Primjetite da smo za Ω4 dobili istu vrijednost, 2π2, kao prije. Sada možemo izvrijedniti
integral (1027),

∫
d4ℓ

(2π)4
1

[ℓ2 −∆]m
=

i(−1)m

(4π)2

∫ ∞

x=l2E=0

dxx

[x+∆]m

=
i(−1)m

(4π)2
1

(m− 1)(m− 2)︸ ︷︷ ︸
=Γ(m−2)/Γ(m)

1

∆m−2 . (1034)

Analogno nalazimo

∫
d4ℓ

(2π)4
ℓ2

[ℓ2 −∆]m
=

i(−1)m−1

(4π)2

∫ ∞

x=l2E=0

dxx2

[x+∆]m

=
i(−1)m−1

(4π)2
2

(m− 1)(m− 2)(m− 3)︸ ︷︷ ︸
=2Γ(m−3)/Γ(m)

1

∆m−3 . (1035)

U izrazu za δΓ, (1024), integrali (1034) i (1035) se javljaju za m = 3. Integral (1034)
je konvergentan za m = 3, med–utim integral (1035) nije definiran za m = 3, preciznije
divergentan je.

Pauli-Villars-ova regularizacija

Fizikalno značenje divergencije ćemo kasnije razmotriti. Sada dajemo preskripciju (jednu
od brojnih) koja divergentni integral čini konvergentnim. Zamjenjujemo u polaznom
izrazu za δΓ (1004) fotonski propagator sa

1

(p− k)2 + iε
→ 1

(p− k)2 + iε
− 1

(p− k)2 − Λ2 + iε
. (1036)

gdje je Λ jako velika masa. Drugi dio propagatora se može zamǐsljati kao doprinos teškog
fotona. Za mali k podintegralna funkcija (1004) se ne mijenja, ali za k ≥ Λ ona blago
trne k nuli. Iz izraza za D (1012) i odgovarajućeg izraza za teški foton, DΛ

D = x(k2 −m2) + y(k′2 −m2) + z(k − p)2 + iε,

DΛ = x(k2 −m2) + y(k′2 −m2) + z((k − p)2 − Λ2) + iε, (1037)

vidimo da veličini ∆, (1015) odgovara veličina

∆Λ = −xyq2 + (1− z)2m2

︸ ︷︷ ︸
=∆

+zΛ2 . (1038)
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Takod–er divergentni integral (1035) se zamjenjuje konvergentnim integralom
∫

d4ℓ

(2π)4

( ℓ2

[ℓ2 −∆]3
− ℓ2

[ℓ2 −∆Λ]3

)

=
i

(4π)2

∫ ∞

0

dℓ2E

( ℓ4E
[ℓ2E +∆]3

− ℓ4E
[ℓ2E +∆Λ]3

)

=
i

(4π)2
log
(∆Λ

∆

)
(1039)

S druge strane konvergentni integral (1034) dobija dodatni član reda 1/Λ2 koji se može
zanemariti,

∫
d4ℓ

(2π)4

( 1

[ℓ2 −∆]3
− 1

[ℓ2 −∆Λ]3

)

=
−i

(4π)2

∫ ∞

0

dℓ2E

( ℓ2E
[ℓ2E +∆]3

− ℓ2E
[ℓ2E +∆Λ]3

)

=
−i

(4π)2

( 1

2∆
− 1

2∆Λ

)
≈ −i

(4π)2
1

2∆
. (1040)

Gornja preskripcija zamjene propagatora dodavanjem teških fiktivnih čestica zove se
Pauli-Villarsova regularizacija. U fizikalnim veličinama ne bi se smjela pojavljivati fiktivna
masa Λ.

Uporabom preskripcije (1036) odnosno njenih posljedica (1038), (1039) i (1040) izraz
(1024) postaje jednak

−ieu(p′)δΓµ(p′, p)u(p)

= −ie(2ie2)
∫

d4ℓ

(2π)4

∫
dxdydzδ(x+ y + z − 1)

( 2

[ℓ2 −∆+ iε]3
− 2

[ℓ2 −∆Λ + iε]3

)

× u(p′)
[
γµ
(
− 1

2
ℓ2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2

)

+
iσµνqν
2m

(
2m2z(1− z)

)]
u(p)

= −ie α
2π

∫
dxdydzδ(x+ y + z − 1)

× u(p′)
(
γµ
[
ln
zΛ2

∆
+

1

∆

(
(1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2

)]

+
iσµνqν
2m

[ 1
∆

(
2m2z(1− z)

)])
u(p) . (1041)

Izraz (1041) je modifikacija (1024) zbog (1038), iz kojeg se integracijom po d4ℓ dobija
(1041). Izrazi u uglatim zagradama daju form faktore F1 i F2.

Renormalizacija form faktora F1
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UV divergencija vršnog dijagrama se javlja samo u F1. S druge strane analiza u prošlom
poglavlju je pokazala da mora biti F1(q

2 = 0) = 1 i on ima značenje naboja čestice. Zbog
toga mora biti δF1(q

2 = 0) = 0. Da bismo to osigurali uvodimo ad hoc preskripciju
renormalizacije δF1,

F1(q
2) → F1(q

2)− F1(0), (1042)

koju ćemo objasniti kasnije. Postupak je moguć jer se divergencija javlja samo u δF1(q
2)

IR divergencija F1 form faktora, konačni izraz za F1 form faktor

F1 form faktor ima takod–er i IR divergenciju sadržanu u 1/∆ članu u F1 izrazu u (1041).
U tu svrhu analizirajno F1 za q2 = 0,

δF1(0)
∣∣∣
(1041)

=
α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

×
(
ln

zΛ2

(1− z)2m2
+

(1− 4z + z2)

(1− z)2

)

=
α

2π

∫ 1

0

dz(1− z)
(
ln z − 2 ln(1− z) + ln

Λ2

m2
+

(

=−2+(1−z)(3−z)︷ ︸︸ ︷
1− 4z + z2 )

(1− z)2

)

=
α

2π

((
− 1

4
+

1

2
ln

Λ2

m2

)
+
(5
2
−
∫ 1

0

dz
2

1− z

)

︸ ︷︷ ︸
1
∆
član

)
. (1043)

Divergencija dolazi zbog z ≈ 0 ponašanja 1/∆ člana. Ona se regularizira uvodeći za foton
malu masu,

1

(k − p)2 + iε
→ 1

(k − p)2 − µ2 + iε
, (1044)

čime ∆ (vidi analizu u jednadžbama (1037) - (1038)) dobija +zµ2 član,

∆ → −xyq2 + (1− z)2m2 + zµ2 . (1045)

Uvrštavajući tu zamjenu u (1042) za renormalizirani form faktor F1 dobijamo

F1(q
2) = 1 +

α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

×
[
ln
( m2(1− z)2 + µ2z

m2(1− z)2 − q2xy + µ2z

)
+
m2(1− 4z + z2) + q2(1− x)(1− y)

m2(1− z)2 − xyq2 + µ2z

− m2(1− 4z + z2)

m2(1− z)2 + µ2z

]
+O(α2) . (1046)
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U logaritamskom članu ln ∆(0)
∆(q2)

se µ2z doprinosi mogu zanemariti jer i bez njih pripadni

integral nije divergentan. Dajemo i IR regularizirani form faktor F1(q
2) koji nije renor-

maliziran zato jer će nam trebati kasnije u dokazu relacije δZ2+ δF1(0) = 0 (vidi (1142)),

F1(q
2) = 1 +

α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
[
ln
( Λ2z

m2(1− z)2 − q2xy

)

+
m2(1− 4z + z2) + q2(1− x)(1− y)

m2(1− z)2 − xyq2 + µ2z

]
+O(α2) . (1047)

F2 form faktor

F2 = δF2 form faktor

F2(q
2) =

α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
2m2z(1− z)

−xyq2 +m2(1− z)2
. (1048)

nema ni UV ni IR divergencija, odnosno konačan je, i jednostavno ga je izračunati za
q2 = 0,

F2 =
α

2π
(1049)

Odatle za α korekciju g faktora elektrona (1001), g = 2[F1(0) + F2(0)] = 2 + 2F2(0) (tzv.
anomalni magnetski moment) dobijamo

ae =
g − 2

2
= F2(0) =

α

2π
= 0.0011614 . . . . (1050)

Taj je izraz prvi dobio Schwinger 1948. Eksperimentalni rezultat je ae = 0.0011597 . . . .

Dodatak :

Za q2 < 0 form factor F2(q
2) se takod–er može točno izračunati:

F2

( q2
m2

)
=

α

2π

4cth−1
(
1− 4m2

q2

)

(
q2

m2

(
q2

m2 − 4
)) 1

2

(1051)

5.6 IR divergencija elektronske funkcije vrha

Nalaženje IR divergencije u δF1(q
2)
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U razmatranju IR divergencije elektronske vršne funkcije (1046) logaritamski član možemo
zanemariti jer on ne daje IR divergenciju,

δF1(q
2) =

α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

×
[m2(1− 4z + z2) + q2(1− x)(1− y)

m2(1− z)2 − xyq2 + µ2z

− m2(1− 4z + z2)

m2(1− z)2 + µ2z

]
+O(α2) . (1052)

Pojednostavnimo izraz (1052). Kao prvo uočimo da divergenciju za µ2 = 0 imamo kada je
z ≈ 1, dakle kada je x ≈ y ≈ 0. Stoga analizirajući IR divergenciju možemo u brojnicima
staviti z = 1 i x = y = 0 i z = 1 uz µ2 član (ionako je samo bitno da imamo malu masu
koja regularizira integral),

δF1(q
2) =

α

2π

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
[ −2m2 + q2

m2(1− z)2 − q2y(1− z − y) + µ2
− −2m2

m2(1− z)2 + µ2

]
.

(1053)

Uvodeći zamjenu varijabli

y = (1− z)ξ, w = (1− z), (1054)

dobijamo

δF1(q
2) =

α

2π

∫ 1

0

dξ
1

2

∫ 1

0

dw2
[ −2m2 + q2

[m2 − q2ξ(1− ξ)]w2 + µ2
− −2m2

m2w2 + µ2

]

=
α

4π

∫ 1

0

dξ
[ −2m2 + q2

m2 − q2ξ(1− ξ)
ln
m2 − q2ξ(1− ξ)

µ2
+ 2 ln

m2

µ2

]
, (1055)

gdje smo u brojnicima u logaritmima, koji su veliki, zanemariti µ2. Nadalje, u limesu
µ→ 0 možemo zanemariti detalje brojnika logaritama. Oni su proporcionalni ili m2 (ako
je m2 > −q2, sjetimo se q2 < 0) ili −q2 (ako je m2 < −q2),

δF1(q
2) = − α

2π

[ ∫ 1

0

dξ
m2 − q2/2

m2 − q2ξ(1− ξ)
ln
(m2 − q2ξ(1− ξ)

µ2

)
− ln

(m2

µ2

)]

≈ − α

2π

[ ∫ 1

0

dξ
m2 − q2/2

m2 − q2ξ(1− ξ)
ln
(−q2 ili m2

µ2

)
− ln

(m2

µ2

)]

≈ − α

2π

[ ∫ 1

0

dξ
m2 − q2/2

m2 − q2ξ(1− ξ)
ln
(−q2 ili m2

µ2

)
− ln

(m2

µ2

)]

≈ − α

2π
ln
(−q2 ili m2

µ2

)[ ∫ 1

0

dξ
( m2 − q2/2

m2 − q2ξ(1− ξ)
− 1
)]

≡ − α

2π
ln
(−q2 ili m2

µ2

)
fIR(q

2) . (1056)
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Napomenimo da je uvijek fIR(q
2) > 0 jer je 0 ≤ ξ(1− ξ) ≤ 1/4 i −q2 > 0.

Efekti IR divergencije na udarni presjek

Budući da F1(q
2) množi samo γµ u matričnom elementu, da bi se dobio IR efekt u udarnom

presjeku, treba samo napraviti zamjenu

e → eF1(q
2) = e(1 + δF1(q

2)) (1057)

u izrazu za tree-level udarni presjek (koji sadrži e2),

dσ

dΩ
≈
( dσ
dΩ

)
0

[
1− α

π
fIR(q

2) ln
(−q2 ili m2

µ2

)
+O(α2)

]
. (1058)

Gdje je (dσ/dΩ)0 udarni presjek u najnižem α redu. Primjetimo da je korekcija udarnog
presjeka reda α ne samo divergentna već i negativna, što je u suprotnosti s pozitivnošću
udarnog presjeka.

Da bismo dobili ocjenu ponašanja integrala fIR(q
2) izračunat ćemo ga u limesu −q2 →

∞. Primjenit ćemo ocjenu integrala sličnu onoj u ocjeni izraza I(~v,~v′) (921) – u blizini
singulariteta ξ = 0 aproksimirat ćemo ξ(1 − ξ) ≈ ξ, a u blizini singulariteta ξ = 1
aproksimiramo ξ(1−ξ) ≈ (1−ξ) i tražimo samo dominantne doprinose (ostale zanemaru-
jemo),

fIR(q
2)

−q2→∞−→
∫ 1

0

dξ
−q2/2

−q2ξ(1− ξ) +m2

≈ 1

2

∫ a

0

dξ
−q2

−q2ξ +m2
+

1

2

∫ 1

b

dξ
−q2

−q2(1− ξ) +m2

≈
∫ 1

0

−q2
−q2ξ +m2

= ln
(−q2
m2

)
. (1059)

U gornjim izrazima je uzeto 0 < a, b < 1. Tako za dominatni doprinos F1(q
2) u limesu

−q2 → ∞ dobijamo,

F1(−q2 → ∞) = 1 + δF1(q
2) ≈ 1− α

2π
ln
(−q2
m2

)
ln
(−q2
µ2

)
+O(α2) . (1060)

Uklanjanje IR divergencija iz udarnog presjeka; fizikalna interpretacija

Usporedbom formula za IR doprinose diferencijalnom udarnom presjeku zbog zakočnog
zračenja (930) i zbog petlja-doprinosa dijagramu vrha (1060) u −q2 → ∞ limesu,

dσ

dΩ
(e(p) → e(p′)) =

( dσ
dΩ

)
0

[
1− α

π
ln
(−q2
m2

)

︸ ︷︷ ︸
fIR(−q2→∞)

ln
(−q2
µ2

)]
; (1061)
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dσ

dΩ
(e(p) → e(p′) + γ) =

( dσ
dΩ

)
0

[
+
α

π
ln
(−q2
m2

)

︸ ︷︷ ︸
1
2
I(~v,~v′)|

−q2→∞

ln
(−q2
µ2

)]
. (1062)

se nalazi da iako su pojedini doprinosi imaju lnµ divergenciju da se u sumi te divergencije
krate. Primjetite da u limesu −q2 → ∞ vrijedi

I(~v,~v′)|−q2→∞ = 2fIR(−q2 → ∞) . (1063)

Fizikalno se kraćenje divergencija tumači na sljedeći način. Eksperimentalno se ne
mogu mjeriti nezavisno doprinosi udarnom presjeku zbog elastičnog raspršenja i zbog
raspršenja sa zakočnim zračenjem. Bilo koji realni detektor ne može mjeriti mekane fotone
ispod neke energije Eℓ koja je karakteristična za dani detektor. Vjerojatnost raspršenja
bez detektiranja zakočnog fotona jednaka je sumi

( dσ
dΩ

)
mjereni

≡ dσ

dΩ
(e(p) → e(p′)) +

dσ

dΩ
(e(p) → e(p′) + γ(k < Eℓ)) . (1064)

IR divergentni dio (dσ/dΩ)mjereni jednak je

( dσ
dΩ

)
mjereni

≈
( dσ
dΩ

)
0

[
1− α

π
fIR(q

2) ln
(−q2 ili m2

µ2

)

+
α

2π
I(~v,~v′) ln

(E2
ℓ

µ2

)
+O(α2)

]
(1065)

(1063)≈
( dσ
dΩ

)
0

[
1− α

π
fIR(q

2) ln
(−q2 ili m2

E2
ℓ

)]
. (1066)

U jednadžbi (1066) smo iskoristili jednakost (1063) za opću vrijednost −q2 prije nego što
smo je dokazali. Dokažimo je. Iz (921) slijedi

I(~v,~v′) =

∫
dΩ~k
4π

( 2p · p′
(k̂ · p′)(k̂ · p)

− m2

(k̂ · p′)2
− m2

(k̂ · p)2
)
, (1067)

gdje je k̂µ = (1, k̂). Zadnja dva člana je lako izračunati,
∫
dΩ~k
4π

m2

(k̂ · p)2
=

m2

2

∫ 1

−1
d cos θ

1

(p0 − p cos θ)2

= −m
2

2p

(
− y−1

)p0−p
p0+p

=
m2

2p

( 1

p0 − p
− 1

p0 + p

)
=

m2

p2
= 1 .(1068)

Za izračunavanje prvog člana rabimo Feynmanovu parametrizaciju,
∫
dΩ~k
4π

p · p′
(k̂ · p′)(k̂ · p)

=

∫ 1

0

dξ

∫
dΩ~k
4π

1
2
(m2 − q2)

[k̂ · (ξp′ + (1− ξ)p)]2

(1068)
=

∫ 1

0

dξ
1
2
(m2 − q2)

(ξp′ + (1− ξ)p)2
=

∫ 1

0

dξ
1
2
(m2 − q2)

m2 − ξ(1− ξ)q2
. (1069)
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U zadnjem retku smo upotrijebili relaciju p · p′ = m2 − q2/2. Iz (1068) i (1069) slijedi

I(~v,~v′) =

∫ 1

0

dξ
( 2m2 − q2

m2 − ξ(1− ξ)q2

)
− 2 = 2fIR(q

2) . (1070)

Time je jednakost (1063) dokazana za bilo koju q2 vrijednost, a time i jednadžba (1066),
tj. dokazano je ponǐstenje IR divergencija za svaku q2 vrijednost.

Ipak, budući da smo u izvrednjavanju integrala napravili niz aproksimacija, (1066)
nije egzaktana formula, pa za bilo koji q2 nema vrijednost za eksperimantalce, već samo
daje teorijsku informaciju (da se IR divergencija ponǐstavaju). S druge strane (1066) daje
egzaktno ponašanje udarnog presjeka za −q2 → ∞ (jer su u tom limesu samo dominantni
doprinosi bitni), pa za velike q2 ima i eksperimentalnu vrijednost. U tom limesu vrijedi

( dσ
dΩ

)
mjereni

≈
( dσ
dΩ

)
0

[
1− α

π
fIR(q

2) ln
(−q2
E2
ℓ

)]
. (1071)

Primjetimo da za malene Eℓ udarni presjek opet u principu može postati negativan – taj
problem ćemo riješiti u sljedećem podpoglavlju. Na kraju primjetimo da u −q2 → ∞
limesu sadrži Sudakove dvostruke logaritme, kao i u IR divergentnom slučaju – kao što je
prije rečeno da će biti.

5.7 Sumacija i interpretacija IR divergencija

Iako smo u prošlom poglavlju riješili problem IR divergencija uočavajući da se IR diver-
gentni doprinosi najnižeg reda zbog zakočnog zračenja i zbog korekcija vrha krate, još su
tri problema ostali nerješena:

1. Nismo pokazali kraćenje IR divergencija u bilo kojem redu računa smetnje.

2. IR korekcija mjerenog udarnog presjeka (1071) i (1064) može u principu dati neg-
ativan predznak udarnom presjeku ako detektor ima dovoljno nizak prag detekcije
fotona Eγ.

3. Još nismo reproducirali klasičan rezultat za broj emitiranih mekanih fotona Nγ pri
raspršenju. (vidi vježbe ili Peskin pogl. 6.1),

Nγ =
α

π

∫ kmax

0

dk
1

k
I(~v,~v′) . (1072)

Odgovor na drugo i treće pitanje slijedi iz odgovora na prvo. Nadalje, ovdje će biti napravl-
jena analiza samo kraćenja vodećih logaritamskih doprinosa u svim redovima računa smet-
nje, koji su u n-tom redu računa smetnje oblika

[α
π
ln
(−q2
µ2

)
ln
(−q2
m2

)]n
. (1073)
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Analiza slijedi rad S. Weinberga, Phys. Rev. 140, B516 (1965). Kompletna analiza
kraćenja IR divergencija napravljena je u D. Yennie, Frautschi and H. Suura., Ann. Phys.
13, 379 (1961).

Izvori IR divergencija

Dva su izvora IR divergencija fotona sa mekanim impulsima:

a. Realni fotoni s energijom ispod neke granične energije (reza) Ef . Oni moraju izlaziti
iz elektronske linije koja nije jako izvan ljuske mase (engl. off-mass-shell), p2 ≈ m2. To
znači da emisiji mekog fotona ne smije prethoditi emisija tvrdog fotona, tj. fotona koji je
jako izvan ljuske mase (s velikim |p2 −m2|). Npr. kod fotona na sljedeća dva dijagrama
(mekani foton impulsa k i tvrdi foton neoznačenog impulsa su izlazni fotoni),

k (soft)

hard hard

hard hard

k (soft)

p′
p′

qq

(1074)

prvi dijagram nema IR divergencije jer se mekani foton emitira sa elektrona koji je daleko
izvan ljuske mase (jer se iza njega emitira tvrdi foton), dok u drugom dijagramu meki
foton iza tvrdog i on ima IR divergenciju jer nazivnik propagatora (p′+ k)2−m2 = 2p′ · k
teži k nuli u k → 0 limesu.

b. Drugi izvor IR divergencija su mekani fotoni koji se emitiraju sa i apsorbiraju na
elektronske linije koje su skoro na ljusci mase. Sveukupno za analizu IR divergencija
treba gledati samo meke fotone koji se apsorbiraju i emitiraju iza svih tvrdih fotona, kao
što je prikazano na sljedećoj slici,

mekani
realni i
virtualni
fotoni









proizvoljni
tvrdi
proces

(1075)

Tvrdi proces je opisan krugom i sve fotonske linije koje su vezane na njega nemaju IR
divergencije. Mekani fotoni i virtualni fotoni koji su vezani na dvije elektronske linije do-
prinose IR divergenciji dijagrama. Sada ćemo (prema Weinbergu) posumirati doprinose
svih mekanih fotona. Javlja se nekoliko slučajeva.
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Emisija fotona iz izlazne elektronske linije

Razmotrimo prvo emisiju mekanih fotona iz izlazne elektronske linije,

p′
p′ + k1

p′ + k1 + k2

k1

k2
k3

(1076)

Pretpostavimo da iz fotonske linije izlazi n fotona impulsa k1 . . . kn, Za sada nas ne
interesira da li su to vanjske fotonske linije ili su to virtualni fotoni koji se vežu s oba
kraja na izlaznu elektronsku liniju, ili virtualni fotoni koji se s jednim svojim krajem vežu
na ulaznu elektronsku liniju. Diracova struktura dijagrama je

u(p′)(−ieγµ1) i(/p
′ + /k1 +m)

2p′ · k1
(−ieγµ2) i(/p′ + /k1 + /k2 +m)

2p′ · (k1 + k2) +O(k2)

. . . (−ieγµn) i(/p′ + /k1 + . . .+ /kn +m)

2p′ · (k1 + . . .+ kn) +O(k2)
(iMhard) . . . . (1077)

U gornjem izrazu pretpostavili smo da su svi ki, i = 1, . . . , n mali (preciznije, da su
im sve komponente male), pa stoga zanemarujemo sve kvadratične članove tipa ki · kj,
i, j = 1, . . . , n (sadržani su u O(k2)). Nadalje, zanemarit ćemo sve /ki u brojnicima.
Takod–er primjenjujemo jednadžbu gibanja za preostale dominantne članove u brojnicima,

u(p′)γµ1(/p′ +m)γµ2(/p′ +m) · · ·
= u(p′)2p′µ1γµ2(/p′ +m) · · ·
= u(p′)2p′µ12p′µ2 · · · . (1078)

Time amplituda (1077) prelazi u

u(p′)
(
e
p′µ1

p′ · k1

)(
e

p′µ2

p′ · (k1 + k2)

)
· · ·
(
e

p′µn

p′ · (k1 + · · ·+ kn)

)
· · · . (1079)

Sada još moramo posumirati po svim mogućim poretcima (permutacijama) izlaznih fotona
izlaznih impulsa k1, . . . , kn, kojih ima n!. (Ta procedura daje prevelik broj doprinosa za
virtualne fotona – za svaki virtualni foton treba podijeliti s 2!.) Označimo sa π(i) takvu
permutaciju.

Sada ćemo pokazati da vrijedi sljedeći identitet
∑

π

( 1

p′ · kπ(1)

)( 1

p′ · (kπ(1) + kπ(2))

)
· · ·
( 1

p′ · (kπ(1) + · · ·+ kπ(n))

)

=
1

p · k1
1

p · k2
· · · 1

p · kn
. (1080)
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Dokaz ide indukcijom. Za n = 2 imamo,

∑

π

( 1

p′ · kπ(1)

)( 1

p′ · (kπ(1) + kπ(2))

)

=
( 1

p′ · k1

)( 1

p′ · (k1 + k2)

)
+
( 1

p′ · k2

)( 1

p′ · (k2 + k1)

)

=
( 1

p′ · k1

)( 1

p′ · k2

)
. (1081)

Time smo dokaz proveli za jednu n vrijednost. Pretpostavimo da smo jednakost već
dokazali za n − 1 fotona i dodajmo n-ti foton. Rabeći simetriju zadnjeg faktora na
permutacije fotonskih linija, izvlačimo taj član izvan sume na lijevoj strani jednadžbe
(1080),

L(1080) =
1

p′ ·∑n
i=1 k

∑

π

( 1

p′ · kπ(1)

)( 1

p′ · (kπ(1) + kπ(2))

)
· · ·

×
( 1

p′ · (kπ(1) + · · ·+ kπ(n−1))

)
. (1082)

Suma ne zavisi o kπ(n). Stavljajući i = π(n) možemo pisati

∑

π

=
n∑

i=1

∑

π′(i)

, (1083)

gdje je π′(i) skup permutacija preostalih n − 1 cijelih brojeva (i isključen). Pretpostavl-
jajući da jednakost (1080) vrijedi za n− 1 članova, nalazimo

L(1080) =
1

p ·∑n
i=1 k

n∑

i=1

1

p · k1
1

p · k2
· · · 1

p · ki−1
1

p · ki+1

· · · 1

p · kn

=
1

p · k1
1

p · k2
· · · 1

p · kn
. (1084)

Primjenom (1084) na amplitudu (1079) dobijamo

k1

kn

p′

= u(p′)
(
e
p′µ1

p′ · k1

)(
e
p′µ2

p′ · k2

)
· · ·
(
e
p′µn

p′ · kn

)
. (1085)

Zatamnjena elipsa označava sumu svih mogućih poredaka ubacivanja n fotonskih linija.
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Emisija fotona iz ulazne elektronske linije

Analogni račun vrijedi ako se fotonske linije ubacuju u ulaznu fotonsku liniju. Sada su
impulsi propagatora jednaki p− k1, p− k1 − k2,. . . :

p
p − k1

p − k1 − k2

k1

k2

k3

(1086)

Zbog toga za svaki foton dobijamo dodatni faktor −1, jer je (p−∑n
i=1 ki)−m2 ≈ −2p ·∑n

i=1 ki). Dio amplitude (1086), koji odgovara ulaznoj fotonskoj liniji s n ubačenih fotona,
posumiran po svim permutacijama impulsa glasi

(
− e

pµ1

p · k1

)(
− e

pµ2

p · k2

)
· · ·
(
− e

pµn

p · kn

)
u(p) . (1087)

Emisija fotona iz izlaznih i ulaznih linija

Razmotrimo sada dijagram sa n fotona koje su povezane na sve moguće načine na ulaznu
odnosno izlaznu elektronsku liniju. Suma doprinosa svih tih dijagrama glasi

p

p′

k1

kn

”meki”

”tvrdi”

= u(p′)iMhardu(p) · e
( p′µ1

p′ · k1
− pµ1

p · k1

)
×

· · · × e
( p′µn

p′ · kn
− pµn

p · kn

)
. (1088)

Relaciju je lako dokazati množeći članove u zagradama (ima ih 2n) i pridjeljujući svakom
članu odred–enu particiju fotonskih linija – tih particija tipa k+(n−k) = n (sa k fotona u
ulaznoj i n−k fotona u izlaznoj liniji) ima 2n i svakoj odgovara (n−k)!k! dijagrama koje
odgovaraju svim mogućim permutacijama ubacivanja fotona u danoj particiji u ulaznu
odnosno izlaznu liniju.

DZ. Pokažite eksplicite da formula (1088) vrijedi za ubacivanje dva fotona na sve moguće
načine.
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- Korekcija udarnog presjeka zbog n realnih fotona

Za svaki realni foton moramo posumirati po polarizacijama i pointegrirati po faznom
prostoru. Tako za jedan realni foton dobijamo korekciju za faktor Y ,

Y ≡
∫

d3k

(2π)3
1

2k
(−gµν)× e2

( p′µ

p′ · k − pµ

p · k
)( p′ν

p′ · k − pν

p · k
)

→
∫ Eℓ

Eγ=µ

d3k

(2π)3
1

2k
(−gµν)× e2

( p′µ

p′ · k − pµ

p · k
)( p′ν

p′ · k − pν

p · k
)
. (1089)

Ako pretpostavimo da je energija fotona veća od µ i manja od Eℓ, minimalnoj energiji
detekcije fotona u eksperimantalnom ured–aju (prag detekcije detektora), za Y dobijamo
(vidi (918), (919), (920), (921)),

Y =

∫ Eℓ

Eγ=µ

d3k

(2π)3
1

2k
(−gµν)× e2

( p′µ

p′ · k − pµ

p · k
)( p′ν

p′ · k − pν

p · k
)

=
α

2π
I(~v,~v′) ln

(E2
ℓ

µ2

)
=

α

π
fIR(q

2) ln
(E2

ℓ

µ2

)
. (1090)

Faktor (1090) predstavlja faktor korekcije udarnog presjeka zbog jednog mekanog realnog
fotona koji se ne observira u detektoru (kutni dio integrala daje I(~v,~v′), a dk integracija
daje logaritam). Za n realnih mekanih fotona dobijamo faktor Y n/n!, dakle n Y faktora
i dodatni faktor 1/n!, koji se javlja zato što ne možemo razlikovati mekane neobservirane
izlazne realne fotone. Stoga je korekcija udarnog presjeka zbog bilo kojeg broja mekanih
neobserviranih realnih fotona jednaka,

( dσ
dΩ

)
0

→
( dσ
dΩ

)
0

∞∑

n=0

Y n

n!
=
( dσ
dΩ

)
0
exp(Y ) . (1091)

Analiza virtualnih fotona u amplitudi

- Korekcija za jedan virtualan foton

Amplitudu s virtualnim fotonom dobijamo tako da odaberemo bilo koja fotona impulsa
ki i kj, izjednačimo ih na sljedeći način, kj = −ki ≡ k, pomnožimo tako dobiveni izraz
sa propagatorom fotona i pointegriramo po k i podijelimo sa 2 jer bi inače svaki virtualni
foton brojali, tj. uključili dva puta (zamjena ki ↔ kj daje isti dijagram). Tako svaki
virtualni foton daje doprinos X

X ≡ e2

2

∫
d4k

(2π)4
−i

k2 + iε

( p′

p′ · k − p

p · k
)
·
( p′

−p′ · k − p

−p · k
)
. (1092)
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Npr. za amplitudu bez vanjskih fotona i sa jednim fotonom dobijamo,

u(p′)(iMhard)u(p) ·X . (1093)

Usporedbom sa izrazom za izmjenu jednog virtualnog fotona (1056) u form faktoru F1

diagrama vrha (isti IR efekt se mora javljati i u tom dijagramu i u bilo kojem drugom)
nalazimo da je

X = − α

2π
fIR(q

2) ln
(−q2
µ2

)
. (1094)

- Mogući problemi

U vezi s (1094) za očekivati je sljedeća dva problema.
a. δF1(q

2) definiran u (1055) i izvrijednjen u (1056) je zapravo dobijen oduzimanjem
oduzimanjem vrijednosti δF1(q

2 = 0) (renormalizacijom). Nije jasno da li isti postupak
oduzimanja vrijedi u dijagramu n-tog reda.
b. Dijagrami koje razmatramo imaju još dodatne korekcija vanjskih nogu (faktori Z).
Pokazuje se med–utim (Yennie, Frautschi, Suura) da se spomenti problemi ne javljaju u
punoj analizi razmatranih amplituda.

- Korekcija za m fotona

Ako imamo m fotona, korekcija amplitude će imati m korekcijskih faktora X. Nadalje,
budući da vitrualne fotone ne možemo razlikovati javlja se dodatni simetrijski faktor 1/m!,

u(p′)(iMhard)u(p) → u(p′)(iMhard)u(p)
Xm

m!
. (1095)

Ukupna korekcija za bilo koji broj mekanih virtualnih fotona dobija se sumacijom po svim
m,

= ×
∞∑

m=0

Xm

m!
= u(p′)(iMhard)u(p) exp(X) . (1096)

Stoga je korekcija udarnog presjeka zbog bilo kojeg broja mekanih virtualnih fotona jed-
naka

( dσ
dΩ

)
0
→
( dσ
dΩ

)
0
exp(2X) . (1097)

Kraćenje IR divergencija u bilo kojem redu računa smetnje; dominantni do-
prinos IR korekcija

217



Kombinirajući izraze za korekciju udarnog presjeka zbog virtalnih fotona (1097) nalazimo
i zbog realnih fotona energije manje od Eℓ (1091) za mjereni udarni presjek raspršenja
elektrona (e(~p) → e(~p′)+ bilo koji broj mekanih fotona k ≤ Eℓ) nalazimo

( dσ
dΩ

)
mjereni

=
( dσ
dΩ

)
0
× exp(2X)× exp(Y )

=
( dσ
dΩ

)
0
× exp

[
− α

π
fIR(q

2) ln
(−q2
µ2

)]
× exp

[α
π
fIR(q

2) ln
(E2

ℓ

µ2

)]

=
( dσ
dΩ

)
0
× exp

[
− α

π
fIR(q

2)
(−q2
E2
ℓ

)]

︸ ︷︷ ︸
K

. (1098)

Primjetimo da korekcijski faktor zavisi o osjetljivosti detektora Eℓ, ali ne ovisi o IR rezu
µ. Stoga je izraz konvergentan. Razvojem izraza u O(α) redu dobijamo stari rezultat
za IR korekciju (1071). Sad med–utim je korekcijski faktor K uvijek pozitivan, preciznije
0 ≤ K ≤ 1. Izraz (1098) nije precizan jer nisu uključeni ne-dominantni članovi, koji u
principu nisu zanemarivi osim ako −q2 ≫ m2.

U limesu −q2 ≫ m2, kada se mogu zanemariti ne-dominantni članovi u korekcijskim
faktorima dobijamo precizan izraz

( dσ
dΩ

)
mjereni

=
( dσ
dΩ

)
0
exp

[
− α

π
ln
(−q2
m2

)
ln
(−q2
E2
ℓ

)]
. (1099)

U tom limesu vjerojatnost raspršenja bez emisije tvrdog fotona pada brže nego bilo koja
potencija q2 (ima ∼ (q2)ln q

2
ponašanje). Taj eksponecijalni faktor koji sadrži Sudakov-ljev

dvostruki logaritam zove se Sudakov-ljev form faktor.

Vjerojatnost emisije n mjerljivih mekih fotona i bilo kojeg broja neobservabil-
nih mekih fotona

Razmotrimo još vjerojatnost emisije bilo kojeg broja fotona izmed–u E− i E+ od kojih
se n observira. Rabeći istu aproksimaciju kao u gornjim izvodima, nalazimo da fazni
integral umjesto faktora ln(Eℓ/µ) daje faktor ln(E+/E−) (kutni integral se ne mijenja –
daje faktor I(~v,~v′) = 2fIR(q

2)) dajući dodatni korekcijski faktor

P (nγ; E− ≪ E ≪ E+) =
1

n!

[α
π
fIR(q

2) ln
(E2

+

E2
−

)]n

︸ ︷︷ ︸
opažanje n fotona

exp
[
− α

π
fIR(q

2) ln
(E2

+

E2
−

)]

︸ ︷︷ ︸
neopažanje ostalih fotona

.

(1100)

P (nγ; E− ≪ E ≪ E+) se može interpretirati kao vjerojatnost emisije n fotona (neopaženi
fotoni se ne broje). Izrazi (1100) tvore Poissonovu distribuciju

P (n) =
1

n!
λne−λ, (1101)
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gdje je

λ =
α

π
ln
(E+

E−

)
I(~v,~v′) . (1102)

Odatle slijedi da je očekivana vrijednost za n jednaka

〈n〉 =
∞∑

n=0

n

n!
λne−λ

m=n−1
= λ

∞∑

m=0

1

m!
λme−λ = λ . (1103)

Kako je n broj fotona, formula (1103) zapravo daje očekivanu broja fotona za energije
E− < E < E+. Time je potvrd–ena interpretacija koja se dobija u klasičnom pris-
tupu emisije mekih fotona pri raspršenju na nabijenoj čestici koju ste/ćete napraviti na
vježbama (vidi Peskin pogl 6.1, formula (6.19)).

5.8 Renormalizacija jakosti polja II: Korekcija fermionske linije

Renormalizacija jakosti polja - podsjetnik

U prošlom poglavlju napravili smo nepertubativnu analizu Greenove (korelacijske) funkcije
dvaju polja. Na primjeru realnog skalarnog polja pokazali smo da se korelacijska funkcija
dva realna polja može prikazati u tzv. Källén-Lehmannovoj spektralnoj reprezentaciji,
(876)

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

∫ ∞

0

dM2

2π
ρ(M2)DF (x− y,M2), (1104)

ρ(M2) =
∑

λ

(2π)δ(M2 −m2
λ)|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2, (1105)

gdje je ρ(M2) tzv. funkcija spektralne gustoće, koja je uvijek pozitivna i uz njen jednočestični
član se javlja faktor renormalizacije polja Z

ρ(M2) = 2πδ(M2 −m2) · Z + (doprinosi iznad M2 >∼ (2m)2), (1106)

jednak

Z = |〈λ0|φ(0)|Ω〉|2 . (1107)

Spektralna dekompozicija (Fourierov transformat) korelacijske funkcija dva realna polja
je

∫
d4xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(0)|Ω〉 =

∫
dM2

2π
ρ(M2)

i

p2 −M2 + iε

=
iZ

p2 −m2 + iε
+

∫ ∞

∼4m2

dM2

2π
ρ(M2)

i

p2 −M2 + iε
(1108)
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Stoga Fourieov transformat korelacijske funkcije dvaju polja zadrži pol u p2 = m2 i (ako
ρ(4m2) 6= 0) rez koji započinje iznad praga za dvočestično skalarno stanje p2 = 4m2).
Analogni izrazi postoje i za druga polja. Oni su u vǐsečestičnom sektoru kompliciraniji
jer je zbog netrivijale Lorentzove transformacije polja sa spinom s 6= 0 potebno vǐse
spektralnih funkcija za njihov opis. Med–utim jednočestični dio je jednostavan. Npr. za
Greenovu funkciju dva Diracova polja se dobija,

∫
d4xeip·x〈Ω|Tψ(x)ψ(0)|Ω〉 =

iZ2

∑
s u

s(p)us(p)

p2 −m2 + iε
+ . . . (1109)

gdje je

〈Ω|ψ(x)|λ~p〉 ∼ us(p)e−ip·x, (1110)

Točkice u (1109) predstavljaju doprinose vǐsečestičnih stanja koji imaju singularitete tipa
reza, a Z2 je faktor renormalizacije spinornog polja, odnosno vjerojatnost da kvantno
polje ψA(0) iz vakuuma stvori jednočestično svojstveno stanje ukupnog hamiltonijana H,

〈Ω|ψ(0)|p, s〉 =
√
Z2u

s(p) . (1111)

Perturbativna analiza renormalizacije jakosti polja na primjeru fermionske
linije

Nepertubativna analiza izložena u prošlom poglavlju i skicirana u gornjem pod-poglavlju
je potpuno općenita. Stoga bi zaključci s obzirom na položaj polova i rezova morali
vrijediti potpuno općenito, dakle i u pertubativnom računu. Sada ćemo to eksplicite
provjeriti na primjeru korelacijske funkcije dva fermionska polja.

Korelacijska funkcija dva fermionska polja

Korelacijska funkcija dva fermionska polja jednaka je sumi doprinosa sljedećih dijagrama,

〈Ω|Tψ(x)ψ(y)|Ω〉 = +
x y

+ · · ·
x y

. (1112)

Svaki od tih dijagrama sadrži faktor eip·(x−y) (vanjske točke, translacijska invarijantnost)
i integraciju

∫
d4p/(2π)4. Mi ćemo gledati Fourierov transformat korelacijske funkcije, pa

se ni integral ni spomenuti faktor neće javljati u izrazima.

Mase m i m0

Prvi doprinos korelacijskoj funkciji dva polja je

p
=

i(/p+m0)

p2 −m2
0 + iε

. (1113)
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Tu smo sa m0 označili masu koja se javlja u Lagrangijanu. Ta masa se općenito razlikuje
od observabilne mase česticem. Ako vrijedi perturbativni razvoj po konstanti veze, vodeći
doprinos za propagator bi morao dobro opisivati točan izraz. Izraz (1113) stvarno i ima
pol u m0 (koji ima i egzaktni propagator ali u m – vidi (1109)), pa je, ako je perturbativni
razvoj valjan, za očekivati da je

m2 = m2
0 +O(α) . (1114)

Drugi doprinos korelacijskoj funkciji

Drugi doprinos korelacijskoj funkciji dolazi od dijagrama korekcije elektronske linije, koji
se još zove dijagram vlastite energije (elektrona),

p k p

p − k

=
i(/p+m0)

p2 −m2
0 + iε

[−iΣ2(p)]
i(/p+m0)

p2 −m2
0 + iε

, (1115)

gdje je

−iΣ2(p) = (−ie)2
∫

d4k

(2π)4
γµ

i(/k +m0)

k2 −m2
0 + iε

γµ
−i

(p− k)2 − µ2 + iε
. (1116)

Notacija Σ2 (indeks 2 na Σ) označava da se radi o računu u drugom redu računa smetnje.
Kako izraz Σ2 ima IR divergenciju uveli smo malu fotonsku masu µ. Cjelokupan izraz
(1115) ima pol drugog reda u p2 = m2

0. Malo niže vidjet ćemo kako taj pol drugog reda
član geometrijskog razvoja koji u sumi doprinosi propagatoru s renormaliziranom masom
m.

Račun Σ2

Izračunajmo sada Σ2. Primjenom Feynmanove parametrizacije nalazimo

1

k2 −m2
0 + iε

1

(p− k)2 − µ2 + iε

=

∫ 1

0

dx
1

[k2 − 2xk · p+ xp2 − xµ2 − (1− x)m2
0 + iε]2

. (1117)

Uvodeći zamjenu ℓ ≡ k − px, tako da uklonimo linearne članove u nazivniku integraciji
po impulsima, nalazimo

−iΣ2(p) = −e2
∫ 1

0

dx

∫
d4ℓ

(2π)4
−2(/ℓ + x/p) + 4m0

[ℓ2 + (x− x2)p2 − xµ2 − (1− x)m2
0 + iε]2

= −e2
∫ 1

0

dx

∫
d4ℓ

(2π)4
−2x/p+ 4m0

[ℓ2 −∆+ iε]2
, (1118)
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gdje je

∆ = −x(1− x)p2 + xµ2 + (1− x)m2
0 . (1119)

Integral po ℓ je logaritamski divergentan. Divergenciju uklanjamo Pauli-Villarsovom reg-
ularizacijom mjenjajući propagator fotona,

1

(p− k)2 − µ2 + iε
→ 1

(p− k)2 − µ2 + iε
− 1

(p− k)2 − Λ2 + iε
. (1120)

Nadalje, primjenom Wickove rotacije i zamjenom integracijske varijable na imaginarnoj
osi ℓ0 s pripadnom Euklidskom varijablom ℓ0 = iℓ0E nalazimo

∫
d4ℓ

(2π)4

( 1

[ℓ2 −∆]2
− 1

[ℓ2 −∆2
Λ

]
)

=
i

(4π)2

∫ ∞

0

dℓ2E

( ℓ2E
[ℓ2E +∆]2

− ℓ2E
[ℓ2E +∆Λ]2

)

=
i

(4π)2
ln
(∆Λ

∆

)
Λ→∞→ i

(4π)2
ln
(xΛ2

∆

)
.(1121)

U zadnjem koraku smo rabili

∆Λ = −x(1− x)p2 + xΛ2 + (1− x)m2
0

Λ→∞→ xΛ2 . (1122)

Tako za Σ2(p) dobijamo

Σ2(p) =
α

2π

∫ 1

0

dx(2m0 − x/p) ln
( xΛ2

(1− x)m2
0 + xµ2 − x(1− x)p2︸ ︷︷ ︸

∆

)
. (1123)

Analitička struktura Σ2(p)

a. Položaj reza

Proučimo analitičku strukturu Σ2(p) u p2 varijabli. Logaritam u (1123) ima rez kad je
∆ < 0. Početak reza je u točci ∆ = 0,

0 = (1− x)m2
0 + xµ2 − x(1− x)p2

= x2 + x
(µ2

p2
− 1− m2

0

p2

)
+
m2

0

p2
. (1124)

Rješenja te jednadžbe po x su (sjetimo se da je 0 ≤ x ≤ 1 – vidi npr. (1123),

x =
1

2
+
m2

0

2p2
− µ2

2p2
±
√
(1
2
+
m2

0

2p2
− µ2

2p2

)2
− m2

0

p2

=
1

2
+
m2

0

2p2
− µ2

2p2
± 1

2p2

√
λ(p2,m2

0, µ
2)

=
1

2
+
m2

0

2p2
− µ2

2p2
± 1

2p2

√
[p2 − (m0 + µ)2][p2 − (m0 − µ)2], (1125)
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gdje smo koristili trokutnu funkciju

λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz

= (x− y − z)2 − 4yz = (x− y − z − 2
√
yz)(x− y − z + 2

√
yz)

= (x− (
√
y +

√
z)2)(x− (

√
y −√

z)2), (1126)

preciznije njen zadnji oblik u jedn. (1126). Početak reza, gledano u p2 varijabli, se javlja
za minimalnu vrijednost p2 za koju x ima realno rješenje koje zadovoljava 0 ≤ x ≤ 1.
Realna rješenja (1125) se javljaju kada je p2 ≤ (m0−µ)2 odnosno kada je p2 ≥ (m0+µ)

2.
U točkama p2 = (m0 − µ)2 i p2 = (m0 + µ)2 imamo

p2 = (m0 − µ)2 ⇒ x =
1

2
+

1

2

m0 + µ

m0 − µ
> 1,

p2 = (m0 + µ)2 ⇒ x =
1

2
+

1

2

m0 − µ

m0 + µ
< 1 . (1127)

Samo druga točka zadovoljava uvijet 0 ≤ x ≤ 1. Stoga rez započinje u točci u kojoj je

ECM =
√
p2 = m0 + µ ≡ Eprag , (1128)

tj. u točci u kojoj je CM energija jednaka zbroju masa čestica koje med–udjeluju. To je tzv.
energija praga reakcije (ovdje za elektron i foton) iznad koje se čestice javljaju kao realne
čestice. Nadalje, usporedbom sa izrazom za impuls dvaju čestica u CM sustavu, (705),
ili rješavanjem jednadžbe p2 = E2

CM = (pe + pγ)
2 po CM impulsu fotona tj. elektrona

nalazimo da je CM impuls jednak

k =
1

2
√
p2

√
[p2 − (m0 + µ)2][p2 − (m0 − µ)2] . (1129)

Stoga je za točku praga reakcije k = 0 (to je alternativna definicija točke praga). Primje-
timo da smo početak reza dobili točno u točci u kojoj se po Kählén-Lehmanovoj reprezentaciji
i očekuje početak reza, p2 = (m0+µ)

2, s time da umjesto fizikalne mase imamo golu masu.
Taj je rezultat med–utim točan u najnižem redu računa smetnje.

b. Položaj pola

Po Kählén-Lehmanovoj reprezentaciji očekujemo i pol na mjestu gdje je fizikalna masa.
Sada ćemo pokazati da se položaj pola dobija sumacijom beskonačnog skupa Feynmanovih
dijagrama.

-Jedno-čestično ireducibilni dijagrami

Jednočestično ireducibilni dijagrami (1PI = engl. one-particle irreducible) su oni koji se
ne mogu razdjeliti u dva nezavisna dijagrama rezanjem jedne linije. Npr.

je 1PI, dok nije. (1130)
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Označimo sa −iΣ(p) skup svih 1PI dijagrama s vanjske fermionske linije,

−iΣ(p) = 1PI

= + + + · · · . (1131)

Napomenimo da −iΣ(p) ne uključujuje dva vanjska propagatora iako su nacrtani – −iΣ(p)
je amputirani dijagram s dvije vanjske linije. Nadalje, u vodećem redu računa smetnje
Σ(p2) = Σ2(p

2).

- Izraz za ukupnu korelacijsku funkciju dva fermionska polja

Fourierov transformat ukupne korelacijske funkcije dva polja možemo zapisati kao sumu
doprinosa sa n ubacivanja −iΣ(p) u fermionsku liniju,

∫
d4x〈Ω|Tψ(x)ψ(0)|Ω〉eip·x =

= + 1PI 1PI 1PI+ · · ·

=
i(/p+m0)

p2 −m2
0

+
i(/p+m0)

p2 −m2
0

(−iΣ(/p)) i(/p+m0)

p2 −m2
0

+ · · ·

=
i

/p−m0

∞∑

n=0

( Σ(/p)

/p−m0

)n

=
i

/p−m0 − Σ(/p)
. (1132)

U trećem redu jednadžbe (1132) je dan zapis dijagramatskog prikaza u drugom redu.
Prvi, drugi, treći ... član tog zapisa ima pol prvog, drugog, trećeg reda u /p−m0 odnosno
p2 − m2

0. Ipak kao što je prikazano u četvrtom redu izraz se može prikazati kao suma
geometrijskog reda, koji se svodi na izraz samo sa jednim polom kao što je pokazano u
p̌etom redu. Primjetimo da smo u toj proceduri tretirali matricu /p kao običnu varijablu.
To možemo napraviti jer i propagatori i Σ(p) ovise samo o /p, koja komutira sama sa
sobom. Nadalje, primjetite da smo Σ prikazali kao funkciju /p. I to je moguće napraviti
jer Σ može zavisiti samo o /p i p2, a p2 = /p2.

- Položaj pola, renormalizacija fermionske linije
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Položaj pola u (1132), tj. fizikalna masa m, definiran je jednadžbom

[/p−m0 − Σ(/p)]
∣∣∣
/p=m

= 0 . (1133)

Primjetimo da uz definiciju Σ kao u jednadžbi (1131) pozitivni Σ daje pozitivan doprinos
masi elektrona. U blizini pola nazivnik ima oblik

/p−m0 − Σ(/p)
/p→m−→ (/p−m)

(
1− dΣ(/p)

d/p

∣∣∣
/p=m

)
+O((/p−m)2) , (1134)

odnosno propagator ima oblik

iZ2

/p−m
=

i

/p−m

(
1− dΣ(/p)

d/p

∣∣∣
/p=m

)−1
. (1135)

Drugim riječima reziduum pola /p = m, Z2, definiran je sa

Z−12 = 1− dΣ(/p)

d/p

∣∣∣
/p=m

. (1136)

Prve korekcije m i Z2

Σ2(/p) je aproksimacija za Σ(/p) u prvom redu računa smetnje. Stoga iz izraza za Σ2(/p),
definicije položaja pola (1133) i definicije reziduuma pola (1136) možemo naći pomak u
masi i korekciju reziduuma u prvom redu računa smetnje. Za pomak u masi δm ≡ m−m0

dobijamo

δm
(1133)
= m−m0 = Σ(/p = m) ≈ Σ2(/p = m0) . (1137)

Odatle slijedi

δm
Λ→∞−→ 3α

4π
m0 ln

Λ2

m2
0

. (1138)

Pogledajmo sada izraz za Σ(/p). Kako Σ(/p) ima samo doprinose vǐsih redova u računu
smetnje možemo pisati

Z2 = 1 +
dΣ(/p)

d/p

∣∣∣
/p=m

. (1139)

Definirajući δZ2 = Z2 − 1 nalazimo

δZ2 =
dΣ(/p)

d/p

∣∣∣
/p=m

=
α

2π

∫ 1

0

dz
[
− z ln

( zΛ2

(1− z)2m2 + zµ2

)
+

2z(1− z)(2− z)m2

(1− z)2m2 + zµ2

]
. (1140)
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Usporedimo taj izraz sa izrazom za δF1(0) (1047),

δF1(0) =
α

2π

∫ 1

0

dz(1− z)
[
ln
( Λ2z

m2(1− z)2 + zµ2

)
+

m2(1− 4z + z2)

m2(1− z)2 + zµ2

]
, (1141)

preciznije pogledajmo izraz za zbroj δZ2 + δF1(0)

δF1(0) + δZ2 =
α

2π

[ ∫ 1

0

dz(1− 2z)︸ ︷︷ ︸
=d(z−z2)

ln
zΛ2

(1− z)2m2 + zµ2
+

∫ 1

0

dz
m2(1− z)2(1 + z)

m2(1− z)2 + µ2z

]

=
α

2π

∫ 1

0

dz
[m2(1− z)2(1 + z)

m2(1− z)2 + µ2z
− (1− z) +

z(1− z)(µ2 − 2(1− z)m2)

m2(1− z)2 + µ2z

]

= 0 . (1142)

U prvom redu (1142) je dan zbroj δF1(0) i δZ2. Takod–er je naznačeno da se primjenjuje
parcijalna integracija na logaritamskom članu. U drugom redu je provedena parcijalna
integracija. U trećem redu je taj izraz sred–en i pokazuje se da je on jednak nuli (bez
primjena bilo kakvih aproksimacija).

Komentari na dobivene rezultate

- Komentari na δm

Perturbativna korekcija mase je beskonačna i to predstavlja problem. Taj problem se
može razmatrati sa konceptualog i praktičnog stajalǐsta.

Konceptualno, sa stanovǐsta elektrodinamike, se očekuje da masa elektrona divergira.
U klasičnoj elektrodinamici masa mirivanja svakog naboja se povećava za energiju elek-
trostatskog polja, a ta energija divergira za točkasti naboj,

∫
d3r

1

2
| ~E|2 =

∫
d3r

1

2

( e

4πr2

)2
=

α

2

∫
dr

r2
∼ αΛ . (1143)

Iz tog izraza se vidi da bi energija elektrona trebala divergirati kao Λ, a ne kao lnΛ, pa
zapravo začud–uje da je divergencija mase u QED tako slaba. Rješenje tog problema je
u helicitetu. Zamislimo da je m0 = 0. Tada se lijeva helicitetna stanja elektrona ψL
ne bi imala čime vezati na desna helicitetna stanja ψR, zato jer QED vrh ne mijenja
helicitet. Stoga masa mora ostati jednaka nuli i nakon uključenja med–udjelovanja. Jedino
”med–udjelovanje”, tj jedini član u QED Lagrangijanu koji miješa lijeva i desna helicitetna
stanja je maseni član. Kada ga uključimo očekujemo da je masa proporcionalna m0.
Zbog toga divergentni maseni integral gubi jednu dimenziju, tj ima dimenziju jednaku
nuli, što odgovara logaritamskom tipu divergencije. Time smo fizikalno objasnili zašto
perturbativna korekcija mase u QED može imati samo logaritamsku divergenciju.

Sa stanovǐsta prakse, beskonačna korekcija u masi pod upitnik stavlja račun smetnje.
Npr. amplitude drvastih dijagrama bi trebale sadržati m0 a ne m. Pri usporedbi s
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eksperimentom m0 u amplitudama se mora zamijeniti s m rabeći relaciju mo = m+O(α).
Kako je O(α) korekcija velika, postupak je pod upitnikom. U biti bilo bi puno bolje kada
bismo od početka mogli rabiti propagatore 1/(/p−m) u izrazima, a ne 1/(/p−m0). Postupak
u kojem ćemo presložiti članove u Lagrangijanu tako da se odmah dobija i propagator
1/(/p−m) i fizikalni naboj radit ćemo (ako bude vremena) poslije.

- Komentari na Z2

δZ2 je takod–er logaritamski divergentan. S druge strane on ima identičnu strukturu kao
δF1(0) kojeg smo ad hoc procedurom oduzeli od F1(q

2) da bismo dobili renormalizirani
form faktor F1(q

2). Preciznije δF1(0) + δZ2 = 0 (vidi (1142)). U sljedećem podpoglavlju
ćemo opravdati tu relaciju na osnovi LSZ redukcijske formule. Time ćemo opravdati ad
hoc renormalizaciju F1(q

2) form faktora (1042).

5.9 LSZ formalizam i relacije med–u renormalizacijskim konstan-
tama Z1 i Z2

LSZ redukcijska formula – podsjetnik

Evo najbitnijih formula vezanih uz LSZ redukcijski formalizam.

Pregled opet dajemo za skalarna polja. Zaključci izneseni niže pod 1.,2. i 3. uz minimalne
modifikacije vrijede za bilo koja polja.

1. Dominantni doprinos Fourierovom transformatu korelacijske funkcije n polja se može
prikazati preko matričnog elementa n− 1 polja izmed–u 1-čestičnog stana ”out” odnosno
”in” stanja koje odgovara n-tom polju i vakuuma, fizikalnog propagatora tog 1-čestičnog
stanja (masa koja se javlja u propagatoru je observabilna masa), i renormalizacijske kon-
stante danog ”izvad–enog” polja,

∫
d4xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(z1)φ(z2) . . . |Ω〉

= (

∫ ∞

T+

+

∫ T+

T−

+

∫ T−

−∞
)dx0

∫
d3xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(z1)φ(z2) . . . |Ω〉

≡ I + II + III , (1144)

I
p0→+E~p∼ i

p2 −m2 + iε

√
Zout〈~p|T{φ(z1) . . .}|Ω〉 , (1145)

III
p0→−E~p∼ i

p2 −m2 + iε

√
Z〈Ω|T{φ(z1) . . .}|λ−~p〉in . (1146)

2. Na sličan način se mogu i druga polja ”pretvarati” u jednočestična stanja. Pri tome
treba paziti da stanja nemaju zajedničku fazu (tj. da ne tvore vezano stanje). To se može
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osigurati gledajući umjesto običnog Fourieovog transformata (koji daje ravne valove),
Fourierov transformat za valne pakete,

∫
d4xeip

0x0e−i~p·~x →
∫

d3k

(2π)3

∫
d4xeip

0x0e−i
~k·~xφ(~k) , (1147)

koji se med–usobno ne preklapaju izvan područja med–udjelovanja. Nakon što se polja
pretvore u ”in” i ”out” stanja i pripadne propagatore i renormalizacijske konstante (pret-
postaljamo da gledamo proces raspršenja 2 → n),

n∏

i=1

∫
d3qi
(2π)3

∫
d4xie

ip0i ·x0i−i~qi~xiφi(~qi)
2∏

j=1

∫
d3li
(2π)3

∫
d4yie

−ik0i ·y0i +i~li~yiφi(~li)

× 〈Ω|Tφ(x1) . . . φ(xn)φ(y1)φ(y2)|Ω〉

≈
( ∏

i=1,...,n

∫
d3qi
(2π)3

φi(~pi)
i

p̃2i −m2
i + iε

√
Z

)

×
( ∏

j=1,2

∫
d3lj
(2π)3

φj(~lj)
i

k̃2j −m2
j + iε

√
Z

)
out〈~q1 . . . ~qn|~l1~l2〉in, (1148)

gleda se limes u kojem valni paketi teže u δ funkcije oko impulsa ~pi formirajući ”in” i
”out” stanja dobro definiranih impulsa,

n∏

i=1

∫
d4xie

ipi·xi
2∏

j=1

∫
d4yie

−ikj ·yj〈Ω|Tφ(x1) . . . φ(xn)φ(y1)φ(y2)|Ω〉

≈
( ∏

i=1,...n

i

p2i −m2
i + iε

√
Z

)( ∏

j=1,2

i

k2j −m2
j + iε

√
Z

)

× out〈~p1 . . . ~pn|~k1~k2〉in . (1149)

Drugim riječima dominantni član Fourierovog transformata korelacijske funkcije se može
izraziti preko S matričnog elementa raspršenja 2 → n, propagatora fizikalnih čestica i
renormalizacijskih konstanti polja. To pokazuje da se S matrični element može izračunati
iz propadne korelacijske funkcije n polja. Nadalje, pokazuje se da se procedura može
provesti i bez kompliciranih Fourierovih transformata s valnim paketima – tj. direktno sa
običnim Fourierovim transformatima.

3. Sa stanovǐsta Feynmanovih dijagrama korelacijskoj funkciji koja odgovara raspršenju
2 → n odgovara sljedeća amplituda

2∏

j=1

∫
d4xje

−ikj ·xj
n∏

i=1

∫
d4yie

ipi·yi〈Ω|T{φ(x1)φ(x2)φ(y1) · · ·φ(y2)|Ω〉
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= Amputiran

k1 k2

p1 pn

· · ·

≈
( ∏

i=1,2

iZ

k2i −m2
i + iε

)( n∏

j=1

iZ

p2j −m2
j + iε

)
×




Amp.

k1 k2

p1 pn

. . .




. (1150)

Usporedbom jednadžbi (1149) i (1150) za S matricu slijedi jednakost (907),

out〈~p1 . . . ~pn|~k1~k2〉in = 〈~p1 . . . ~pn|S|~k1~k2〉 = (
√
Z)n+2 × Amp.

k1 k2

p1 pn

. . .

. (1151)

Jedina modifikacija koja se javlja kada se umjesto skalarnih polja javljaju polja vǐsih
spinova jesu dodatne spinorne koeficijentne funkcije kao što su us(p), vs(p), us(p), vs(p),
ελν(p) ε

λ∗
ν (p) itd. Te koeficijentne funkcije odgovaraju fizikalnim stanjima, tj. stanjima

koje imaju fizikalne mase.

Veza izmed–u Z2 i δF1(0); veza renormalizacijskih konstanti Z1 i Z2

Iz (1151) slijedi da je matrični element raspršenja elektrona na vanjskom polju (937)
dobija dodatnu korekciju iznosa Z2 zbog renormalizacije vanjskih polja elektrona (klasično
vanjsko polje se ne renormalizira)

iM(2π)δ(p′0 − p0) = −ieu(p′)Z2Γ
µ(p′, p)u(p)Ãclµ (p

′ − p) . (1152)

Stoga se i izraz (972) mijenja i postaje jednak

Z2Γ
µ(q) = γµF1(q

2) +
iσµνqν
2m

F2(q
2) . (1153)
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F1(q
2) i F2(q

2) su fizikalne veličine (kao i fizikalna masa, dakle renormalizirani form fak-
tori). Izračunajmo ponovno form faktore u α1 redu perturbativnog razvoja. F2 se ne mi-
jenja budući da je njegov prvi član reda α. Budući da je Z2 = 1+O(α), Γµ = γµ+O(α),
dobijamo

Z2Γ
µ = (1 + δZ2)(γ

µ + δΓµ) = γµ + δΓµ + γµ δZ2

= γµ(1 + δF1(q
2) + δZ2) + F2(q

2)
iσµνq

ν

2m
, (1154)

gdje je Γµ(q) amputirani e − e − γ vrh. On ima istu spinsku strukturu kao Z2Γµ, jed.
(1154) – samo sa Z2 reskaliranim form faktorima F1,2(q

2). Koristeći relaciju (1142),

δF1(0) + δZ2 = 0, (1155)

koju smo dokazali u α redu perturbativnog razvoja i identificirajući form faktor uz γµ kao
F1(q

2), dobijamo

F1(q
2) = 1 + δF1(q

2) + δZ2 = 1 + [δF1(q
2)− δF1(0)] (1156)

(prije smo sa F1(q
2) označavali samo zbroj prva dva doprinosa 1 + δF1(q

2) i uveli ad hoc
renormalizaciju oduzimjući F1(0)) što se podudara točno sa renormalizacijskom preskrip-
cijom za F1(0) danom u jednadžbi (1042),

F1(q
2) → F1(q

2)− F1(0) . (1157)

Iz gornjeg razmatranja slijedi da se F1(0) ne renormalizira u α redu perturbativnog
razvoja, tj da vrijedi F1(0) = 1. Med–utim za sada nije jasno da se to svojstvo zadržava u
bilo kojem redu perturbativnog razvoja.

Problem se može preciznije postaviti na sljedeći način. Definiramo faktor skaliranja
(renormalizacije) vrha, Z1, relacijom

Γµ(q = 0) = Z−11 γµ (1158)

(Γµ(q2) = Z−11 ΓµR(q
2)) A.I. , (1159)

gdje je Γµ potpuna amputirana funkcija vrha (ΓµR(q
2)) je renormalizirana funkcija vrha).

Da bismo dobili F1(0) = 1 mora vrijediti

Z2Γ
µ(q = 0)

(1158)
= Z2(Z

−1
1 γµ) = γµ . (1160)

Stoga moramo dokazati identitet

Z1 = Z2, (1161)

što znači da se faktor reskaliranja (renormalizacije) vrha egzaktno ponǐstava sa renormal-
izacijom elektronske valne funkcije. Tu relaciju ćemo dokazati u bilo kojem redu računa
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smetnje kada ćemo dokazivati Ward-Takahashi-jev identitet.

Križna simetrija

Primjetimo da LSZ formalizam razlikuje ”in” i ”out” stanja samo po predznaku nulte
komponente impulsa u Fourierovom transformatu p0i (vidi (1145) i (1146)). To znači da
se analitičkom kontinuacijom reziduum pola u p2 od pozitivnog p0 u negativni p0 može
pretvoriti S matrični element sa česticom φ(p) u ulaznom stanju u S matrični element sa
antičesticom φ∗(−p) u izlaznom stanju. A to je točno iskaz KRIŽNE SIMETRIJE (koju
ste pokazivali na česticama kod Prof. Piceka na dijagramima – dakle perturbativno; vidi
takod–er Peskin pogl. 5.4),

〈· · ·φ(p)|S| · · ·〉
∣∣∣
p=−k

= 〈· · · |S|φ∗(−p) · · ·〉 . (1162)

Budući da dokaz LSZ formule ne ovisi o perturbativnom računu smetnje, križna simetrija
S matrice je opći rezultat kvantne teorije, a ne svojstvo Feynmanovih dijagrama.

5.10 Optički teorem

U nerelativističkoj fizici vrijedi tzv. optički teorem po kojem je imaginarni dio ampli-
tude raspršenja unaprijed (engl. forward scattering) proporcionalan ukupnom udarnom
presjeku. Ukupni udarni presjek uključuje i elastične procese i neelastične procese u ko-
jima se dio vjerojatnosti gubi. U relativističkoj fizici u neelastične procese ulazi i tvorba
vǐsečestičnih konačnih stanja i one bi po analogiji morale odgovarati imaginarnom di-
jelu nečega što odgovara amplitudi u nerelativističkoj fizici. Imaginarni dio amplitude
smo sreli za sada kod korelacijske funkcije dva polja, koja sadrži i jednočestični doprinos
(propagator) opisan polom u korelacijskoj funkciji i vǐsečestični doprinos opisan rezom
u korelacijskoj funkciji. Upravo taj rez daje skok u vrijednosti amplitude unaprijed koji
se može povezati s ukupnim udarnim presjekom, vodeći ponovno na optički teorem u
relativističkoj fizici.

Optički teorem kao posljedica unitarnosti S matrice

- Generalizirani optički teorem

Optički teorem je direktna posljedica unitarnosti S matrice,

S†S = 1 . (1163)

Izražavajući S matrice preko T matrice (koja opisuje sva raspršenja) dobija se

−i(T − T †) = T †T . (1164)
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Uzimajući matrični element te jednakosti izmed–u dvočestičnih stanja |~p1~p2〉 i |~k1~k2〉,
ubacujući potpun skup stanja na desnoj strani jednadžbe i uzimajući u obzir izraz za
matrični element T operatora i T † operatora preko invarijatnog matričnog elementa,

〈b|T |a〉 = (2π)4δ(4)(pb − pa)Mba,

〈b|T †|a〉 = (2π)4δ(4)(pb − pa)M∗
ab, (1165)

nalazimo

−iMp1p2;k1k2(2π)
4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2) + iM∗

k1k2;p1p2
(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2)

= (2π)8
∑

f

∫
dΦfM∗

{qi};p1p2M{qi};k1k2

×δ(4)(p1 + p2 −
n∑

i=1

qi)δ
(4)(k1 + k2 −

n∑

i=1

qi), (1166)

Φf ≡
n∏

i=1

d3qi
(2π)32Ei

(1167)

(suma po f uključuje sumu po n – to je suma po svim mogućim produktima u sudaru dvaju
čestica). Odatle, eliminacijom zajedničke δ funkcije koja predstavlja sačuvanje ukupnog

impulsa nalazimo, označavajući |~k1~k2〉 → |a〉, |~p1~p2〉 → |b〉, |{qi}〉 → |f〉, i k1 + k2 → pa,
p1 + p2 → pb i

∑n
i=1 qi → pf dobijamo

i(M∗
ab −Mba) =

∑

f

∫
dΦf (2π)

4δ(4)(pf − pa)︸ ︷︷ ︸
≡dΠf≡dLIPSn

M∗
fbMfa , (1168)

s time da obje strane jednadžbe moraju zadovoljavati sačuvanje impulsa pa = pb. Do-
bivena relacija predstavlja poopćeni optički teorem. Formula (1168) vrijedi ne samo
za 2 → 2 procese već za bilo koje početno stanje |a〉 i konačno stanje |b〉, uključivši i
jednočestična asimptotska stanja i bilo koja vǐsečestična stanja (broj čestica u početnom
i konačnom stanju ne mora biti isti). Ilustracija teorema dana je (Peskin) na slici (po
meni s lijeve strane trebala biti razlika amplituda kao u (1168))

2Im

k1

k2

p1

p2

=
∑

f

∫
dΠf




k1

k2

f







p1

p2

f




- Optički teorem
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Ako da su početno i konačno stanje isto dvočestično stanje |a〉 = |k1k2〉 izraz sa desne
strane prema (700) i (701),

dσ =
1

2E12E2|~v1 − ~v2|︸ ︷︷ ︸
4ECMpCM

∏

f

dΠf |M(k1k2 → {pf})|2(2π)4δ(4)(k1 + k2 −
∑

f

pf ), (1169)

postaje proporcionalan totalnom udarnom presjeku, a izraz sa lijeve strane postaje imag-
inarni dio ampitude raspršenja unaprijed (raspršenje u kojem su početno i konačno stanje
identična),

ImM(k1k2 → k1k2) = 2ECMpCMσtot(k1k2 → bilo što) . (1170)

Svi do sada dobiveni rezultati su neperturbativni, tj. ne zavise o perturbativnom razvoju
po konstanti/konstantama veze. Dakle vrijedi ne samo za prikaz preko Feynmanovih di-
jagrama koji odgovaraju članovima u perturbativnom razvoju.

Optički teorem za Feynmanove dijagrame

Sada ćemo razmotriti kako se imaginarni dio S matrice javlja u perturbativnom razvoju.
Pokazuje se da su svi matrični elementi (ako nema konstanti vezanja koja su kompleksna)
realni osim ako neki od nazivnika propagatora ǐsčezava i tada iε preskripcija u propa-
gatorima postaje jako bitna. Nazivnici propagatora ǐsčezavaju kada su čestice na ljusci
mase, pa je stoga imaginarni dio S matrice povezan s time da su neke čestice u S ma-
tričnom elementu na ljusci mase.

- M i rezovi

Matrični element M ćemo definirati preko Feynmanovih pravila i razmatramo je kao
funkciju varijable s = E2

CM , koja je realna za realne impulse vanjskih čestica. M(s) ćemo
analitički produljiti i razmatrati kao analitičku funkciju kompleksne varijable s.

Pokažimo da pojava imaginarnog člana zahtjeva rez. Neka je s0 prag reakcije za tvorbu
najlakšeg multičestičnog stanja. Stoga je za s < s0 je M realna funkcija, odnosno vrijedi

M(s) = [M(s∗)]∗ . (1171)

gdje konjugacija varijable(s∗) konjugira samu varijablu a druga konjugacija konjugira
cjelokupnu funkciju M(s). Razdvajanjem M(s) na realni i imaginarni dio dobijamo

ReM(s) + iImM(s) = ReM(s∗)− iImM(s∗) . (1172)

Gornji identitet govori o realnosti funkcije, tj. analitičkom produljenju tog svojstva na
dio ili cijelu kompleksnu ravninu. Objasnimo to na primjerima danim u sljedećoj tablici
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f(z) f(z∗) [f(z)]∗ [f(z∗)]∗

z z∗ z∗ z
zn (zn)∗ (zn)∗ zn

sin z sin z∗ sin z∗ sin z
eiz eiz

∗

e−iz
∗

e−iz

Primjetimo da funkcije koje su realne na realnoj osi vrijedi identitet (1171) dok za funkciju
koje je kompleksna na realnoj osi, eix, to ne vrijedi.

DZ. Provjerite gornje relacije raspisom funkcija na realni i kompleksni dio i pažljivom
primjenom kompleksne konjugacije na njih. Provjerite je i za ln z.

I lijeva i desna strana identiteta (1171) je analitička funkcija u s, pa se funkcije obadvije
strane mogu analitički produljiti na cijelu kompleksnu ravninu i identične su na njoj.
Primjenom (1171) u blizini realne osi za realni s > s0 dobijamo

ReM(s+ iε) = ReM(s− iε),

ImM(s+ iε) = −ImM(s− iε) . (1173)

Kako je M(s) realna za s < 0 ona može postati kompleksna samo iznad početka reza
s > s0 i tada je funkcija ima skok odnosno diskontinuitet pri prijelazu preko reza jednak
dvostrukoj imaginarnoj vrijednosti funkcije neposredno iznad reza

DiskM(s) = 2iImM(s+ iε) . (1174)

Obično je lakše izračunati diskontinuitet amplitude nekog Feynmanovog dijagrama nego
sam dijagram. iε preskripcija u Feynmanovom propagatoru pokazuje da se fizikalne am-
plitude raspršenja trebaju računati iznad reza, u s+ iε.

Izračunavanje imaginarnog dijela dijagrama

Do sada smo izračunavali samo imaginarni vlastite energije fotona (koji se javlja iznad
energije foton-elektronskog praga). Sada ćemo to isto napraviti za malo općenitije dija-
grame. Primjenit ćemo dvije metode na jednostavnom primjeru. Direktnu metodu –
direktno izračunavanje amplitude i izolacija njenog imaginarnog dijela. Račun imagi-
narnog dijela preko Cutkosky pravila. Cutkosky (R.E.Cutkosky) J. Math. Phys. 1
(1960) 429 je pokazao da je diskontinuitet Feynmanovih dijagrama preko reza dan sa jed-
nostavnim pravilima ”rezanja” propagatora. Rezultate dobivene dvama metodama ćemo
usporediti i vidjeti da daju isti rezultat.

- Račun diskontinuiteta direktnim izračunavanjem dijagrama

Za početak ćemo provjeriti optički teorem na primjeru u φ4 teoriji. Primjetimo da je
prema (1170) desna strana jednadžbe drugog reda u konstanti veze λ. Stoga imaginarni
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dio amplitude mora takod–er započinjati sa drugim redom u λ. Zbog toga ćemo razmotriti
imaginarni dio amplitude reda λ2,

k1 k2

q + k−q k = k1 + k2,

sa petljom u s kanalu. Vidjet ćemo da analogne petlje u t i u kanalu nemaju singularitet
tipa reza. Amplituda tj. i×amplituda danog Feynmanovog dijagrama glasi

iM =
(−iλ)2i2

2

∫
d4p1
(2π)4

d4p2
(2π)4

(2π)4δ(p1 + p2 − k)
1

p21 −m2 + iε

1

p22 −m2 + iε

=
λ2

2

∫
d4q

(2π)4
1

(k + q)2 −m2 + iε

1

(−q)2 −m2 + iε

=
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4q

(2π)4
1

[q2 + 2k · qx+ k2x︸ ︷︷ ︸
ℓ2+k2(x−x2)

−m2 + iε]2

=
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
id4ℓE
(2π)4

1

[ℓ2E +m2 + k2(x2 − x)︸ ︷︷ ︸
∆

]2

→ iλ2

2

∫ 1

0

dx

∫
µ4−DdDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)2

=
iλ2

2(4π)2

∫ 1

0

dx
( 2

ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2︸ ︷︷ ︸
konst ∈ R

− ln
∆

m2

)
. (1175)

U jedn. (1175) napravili smo sljedeće. U prvom redu dali smo prikaz preko dvostrukog
integrala koji će nam trebati kada ćemo primjenjivati Cutkosky pravila za nalaženje imag-
inarnog dijela amplitude. U drugom smo napisali standardi zapis koji je ekvivalentan
prvom. U trećem smo primjenili Feynmanovu parametrizaciju (i odmah pointegrirali po
jednom od dva parametra o kojem amplituda ne ovisi preko δ funkcije. Takod–er smo im-
pulsno zavisni dio sveli na potpuni kvadrat. U četvrtom smo primjenili Wickovu rotaciju,
odbacili nepotrebni iε, uveli 4-impuls u Euklidskom prostoru i uveli oznaku ∆. Primje-
timo da ako je k2 < 0, što se dešava u petlji sa t ili u kanalom ∆ je uvijek veći od nule.
Dobiveni integral je logaritamski divergentan. U petom retku smo regularizirali integral
metodom dimenzijske integracije. U šestom smo izvrijednili integral preko Euklidskog 4-
impulsa i razvili ga po ε = 4−D do nultog člana u razvoju. Takoďer smo uočili konstantni
član i da je on realan. S druge strane u izrazu se javlja logaritam funkcije ∆/m2 koja
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može biti manja od nule samo u s kanalu. Zbog toga amplitude u t i u kanalu nemaju
niti praga reakcije niti imaginarnih dijelova. Imaginarni dio amplitude se javlja samo ako
je ∆/m2 manji od nule, odnosno ako

1 +
k2

m2
(x2 − x)︸ ︷︷ ︸

<0

≡ k2

m2︸︷︷︸
>4

(x− x1)(x− x2) ≤ 0,

x1,2 =
1

2
± 1

2

√
1− 4m2

k2
. (1176)

Imaginarni dio logaritma malo iznad i malo ispod realne q2 osi dobijamo uvrštavajući
q2 ± iε u ∆,

iIm ln
∆(x, k2 ± iε)

m2
= θ(x1 − x)θ(x− x2)(∓iπ) . (1177)

Odatle, rabeći (1174) za diskontinuitet preko reza i uvrštajući je u izraz za M iz (1175)
dobijamo

DiskM(k2) = 2iImM(k2 + iε)

= 2

∫ x1

x2

λ2

2(4π2)

(
− (−iπ)

)

=
iλ2π

(4π)2

√
1− 4m2

k2
. (1178)

- Cutkosky-jeva pravila

Prema Cutkoskyjevim pravilima ako je dana amplituda

iM =

∫ N∏

i=1

( d4ki
(2π)4

) B(k1, . . . , kN)∏N
i=1(p

2
i −m2

i + iε)
, (1179)

gdje je B(k1, . . . , kn) bilo kakav polinom u 4-impulsima ki (on predstavlja npr. brojnike
svih propagatora, ali može biti bilo što drugo), i ako je p2i −m2

i = 0 za i ≤ m (tj. čestice
1,. . . , m su na ljusci mase), tada je diskontinuitet dijagrama jednak

Disk iM = (−2πi)m
∫ N∏

i=1

( d4ki
(2π)4

)B(k1, . . . , kN )
∏m

l=1 δ(k
2
l −m2

l )∏N
j=m+1(p

2
j −m2

j + iε)
. (1180)

Da bi se dobio potpuni diskontinuitet dijagrama treba naći skup svih vrijednosti impulsa
{ki} sa koje može istovremeno biti zadovoljena relacija tipa p2i − m2

i = 0 za i ≤ m.
Spomenute relacije se nalaze pravilima rezanja dijagrama. Pri tome mora biti zadovoljena
kauzalnost. Rez preko dijagrama definira propagatore koji su na ljusci mase i za koje se
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javlja δ(k2l −m2
l ) funkcija. Ostali propagatori nisu na ljusci mase.

- Račun diskontinuiteta preko Cutkosky pravila

Dijagram na gornjoj slici se može presjeći samo na jedan način i to tako da se presjeku
obje linije u petlji,

k1 k2

q + k−q k = k1 + k2 .

Time za diskuntinuitet iM dobijamo

Disk iM = (−2πi)2
λ2

2

∫
dp41
(2π)4

dp42
(2π)4

(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k)

× δ(p21 −m2)︸ ︷︷ ︸
1

2E1
δ(p01−E1)

δ(p22 −m2)︸ ︷︷ ︸
1

2E2
δ(p02−E2)

= −1

2

∫
dp31

(2π)32E1

dp32
(2π)32E2

(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k) λ2︸︷︷︸
=|M|2

(1181)

= −λ
2

2

∫
4πE1p1dE1

(2π)22E12E2

δ(E1 + E2︸︷︷︸
=E1

− k0︸︷︷︸
=−
√
k2

)

= − λ2π

(4π)2
p1
E1︸︷︷︸

√

1− 4m2

k2

= − λ2π

(4π)2

√
1− 4m2

k2
. (1182)

U prvoj jednakosti smo primjenili prvu od jednakosti (1175) s time da smo, prema
Cutkoskyjevim pravilima, zamijenili nazivnike propagatora sa −2πiδ(p2i −m2

i ). U drugoj
jednakosti (označenoj s (1181)) smo integrirali preko nultih komponenti 4-impulsa uzi-
majući u obzir da je k0 > 0 (i stoga p0i > 0). Ta jednadžba (treba lijevu i desnu stranu
pomnožiti s −i) je ujedno i potvrda optičkog teorema (1168) odnosno (1170) u drugom
redu računa smetnje u φ4 teoriji. U trećoj jednakosti smo integrirali po d3p2. Naznačeno
je i da dokaz provodimo u CM sustavu (zbog toga je, kako su mase čestica iste, E1 = E2).
U četvrtoj, (1182) smo pointegrirali po dE1 i sredili izraz. Množeći lijevu i desnu stranu
jednadžbe s −i dobijamo izraz,

DiskM =
iλ2π

(4π)2

√
1− 4m2

k2
. (1183)
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koji se podudara se izrazom (1178) dobivenim direktnim izračunavanjem. Time smo
potvrdili Cutkoski formulu (1180). Primjetimo da je dobiveni rezultat u skladu s optičkim
teoremom (1169): ako u (1169) uvrstimo izraz za udarni presjek (726) dobijamo izraz za
diskontinuitet (1178) odnosno (1183):

DiskiM = 2iℑM = 2i× 2ECMpCMσTOT

= 4iECMpCM × λ2

32πE2
CM

=
iλ2π

(4π)2
. (1184)

- Napomena o dokazu optičkog teorema

Napomenimo da je rabeći Cutkosky pravila moguće dokazati optički teorem u bilo kojem
redu računa smetnje.

Nestabilne čestice

Iz Cutkoski pravila (tj. pravila rezanja dijagrama) slijedi da (generalizirani?) optički
teorem vrijedi ne samo za S matrične elemente, već i za bilo koje amplitude koje se
mogu definirati preko Feynmanovih pravila. To je korisno kada se barata sa nestabilnim
česticama koje se nikad ne javljaju kao asimptotska stana (po definiciji S matrični element
sadrži samo asimptotska stanja).

Prisjetimo se izraza za potpuni (bozonski) propagator (potpunu korelacijsku funkciju
dva polja) (903)

=
i

p2 −m2
0 −M2(p2)

. (1185)

Tu smo definirali sa −iM2(p2) sumu svih amputiranih 1PI umetaka (dijagrama koji se
umeću) u bozonski propagator. Med–utim o toj korelacijskoj funkciji smo mogli razmǐsljati
kao o S matričnom elementu za ”raspršenje” jedne čestice u jednu česticu, M(p → p)
koje je prema LSZ formuli (907) sa potpunim skupom amputiranih dijagrama −iM(p2)
vezano relacijom

iM(p→ p) = Z × (−iM2(p2)), odnosno

M(p→ p) = −ZM2(p2) . (1186)

Upotrebom optičkog teorema (1168) odnosno (1170) sada možemo analizirati imaginarni
dio M2(p2).

Nama je već poznat slučaj kada je skalarni bozon stabilna čestica koja nema mogućeg
konačnog stanja u koji bi se skalarni bozon mogao raspadati i zbog toga jeM2(p2) realan.
Položaj pola propagatora definiran je jednadžbom

m2 −m2
0 −M2(m2) = 0 , (1187)
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i on ima realno rješenje za fizikalnu masu m. Pol leži na realnoj osi i ispod praga reakcije
za vǐsečestična stanja u kojem započinje rez u p2.

Za česticu koje se raspada u dvije i vǐse čestica M2(p2) ima i imaginarni dio i tada se
mora modificirati jednadžba/uvijet koja definira pol, odnosno masu m, na sljedeći način,

m2 −m2
0 − ReM2(m2) = 0 . (1188)

U tom slučaju je propagator definiran sa

∼ i

p2 −m2
0 − ReM2(p2)− iImM2(p2)

=
i

p2−m2
0 − ReM2(m2)︸ ︷︷ ︸

−m2

−(p2 −m2)(ReM2)′(m2)− iImM2(p2)

=
i

(p2 −m2) (1− (ReM2)′(m2))︸ ︷︷ ︸
1/Z

−iImM2(p2)

=
iZ

p2 −m2 − iZImM2(p2)
, (1189)

i njegov pol se ne nalazi vǐse na realnoj osi. Ako se takav propagator javlja u s kanalu
danog Feynmanovog dijagrama, udarni presjek u blizini pola ima sljedeću zavisnost o s

σ ∝
∣∣∣

1

s−m2 − iZImM2(s)

∣∣∣
2

. (1190)

Taj oblik podjeća na Breit-Wignerovu formulu za udarni presjek u blizini rezonance,

σ ∝
∣∣∣

1

p2 −m2 + imΓ

∣∣∣
2

. (1191)

gdje je masa definirana položajem rezonance (1188). Ako je ImM2(m2) malen u usporedbi
sa m2, tj. rezonanca (1190) je uska, možemo aproksimirati ImM2(s) ≈ ImM2(m2) za
cijelo područje vrijednosti rezonance (tj s vrijednosti u kojime je rezonanca velika). Tada
(1190) ima Breit-Wignerov oblik i tada možemo identificirati širinu raspada Γ sa

Γ = −Z

m
ImM2(m2) . (1192)

Ako je rezonanca široka, javljaju se odstupanja oblika rezonance od Breit Wignerove forme
(1191). Općenito je početni dio rezonance (dio za koji je s < m2) uži od završnog dijela
rezonace (dio za koji je s > m2).

Da bismo izračunali ImM2(p2) u (1192) M2 mogli smo shvatiti M2(p2) kao sumu
svih 1PI dijagrama umetnutih u propagator. Taj bi račun bio općenito dugotrajan i
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težak. Uporaba optičkog teorema (1168) odnosno (1170) i primjena Cutkoski pravila
olakšava taj račun. Primjenom veze M2 i S matričnog elementa za 1 → 1 raspršenje
M(p→ p) te (1186) te optičkog teorema (1168) odnosno (1170) koji povezuje S matrični
element raspršenja unaprijed ImM(p→ p) s matričnim elementima ”raspršenja” (zapravo
raspada) ImM(p→ f),

ZImM2(p2) = −ImM(p→ p) = −1

2

∑

f

∫
dΠf |M(p→ f)|2, (1193)

te formule (1192) za širinu raspada nalazimo

Γ =
1

2m

∑

f

∫
dΠf |M(p→ f)|2 . (1194)

Ta formula se podudara sa formulom za širinu raspada (710) koju smo uveli ad hoc i bez
dokaza ranije. Ovdje smo je dokazali.

Na kraju napomenimo da formula (1193) vrijedi samo za uske rezonance, odnosno
dugoživuće čestice za koje vrijedi Γ ≪ m. Za široke rezonance se puna M2(p2) zavisnost
mora uzeti u obzir.

5.11 Ward-Takahashi-jev identitet

Sada ćemo dokazati Ward-ov identitet na nekoliko načina.

Peskinov način

Po Peskinu ako je εµ(k)Mµ(k) amplituda nekog QED procesa s fotonom impulsa k, tada
amplituda ǐsčezava ako se εµ zamijeni s kµ

kµMµ(k) = 0 . (1195)

Peskin tu relaciju naziva Ward-ovim identitetom.
Da bismo dokazali tu relaciju, dokazat ćemo malo općenitiju relaciju za QED ko-

relacijske funkcije tzv. Ward-Takahashijev identitet. On vrijedi za poopćenje ma-
tričnog elementa M kada vanjske linije nisu nužno na ljusci mase, drugim riječima za
korelacijsku funkciju, ne za matrični element.

Amplituda Mµ za koju vrijedi Ward-Takahashijev identitet nema doprinos od samo
jednog Feynamnovog dijagrama. Npr. zamislimo da imamo Feynmanov dijagram
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γ

k

sa fotonom impulsa k. Onda ukupnu amplitudu Mµ dobijamo ubacivanjem fotona im-
pulsa k na sve linije na koje se može on vezati. Zamjenom polarizacije fotona sa njegovim
4 impulsom dobija se Ward-Takahashijev identitet koji ćemo dolje dokazati. Ubacivanje
fotona na sve moguće linije na koji se foton može vezati jednostavnije je predočiti preko
Feynmanovog dijagrama M0 koja se dobija uklanjanjem fotona iz amplitude na prethod-
noj slici i ubacivanjem fotona u sve linije dijagrama M0 na koje se foton može vezati.
Ward-Takahashijev identitet vrijedi samo za ukupnu sumu doprinosa svih tih dijagrama.

Foton se u dijagram M0 može ubacivati u linije dijagrama M0 koje su povezane sa
dvije vanjske točke i u linije koje čine unutarnju petlju. Ta dva slučaja ćemo zasebno
tretirati.

Prvo ćemo razmotriti liniju koja povezuje dvije vanjske točke. Neka prije ubacivanja
fotona ona ima oblik

q3 q2 q1qn . . .

p′ pn−1 p2 p1 p

.

Elektronski propagatori imaju impulse p, p1 = p + q1, p2 = p1 + q2, . . . p
′ = pn−1 + qn,

dakle pretpostavili smo da ima n vrhova. Ubacimo foton impulsa k npr. iza i-tog vrha:

qi+1

k

qi . . .

pi + k pi p

q1qn . . .

p′ + k pi+1 + k

.
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Time elektronski propagatori lijevo od novo ubačenog fotona imaju impulse uvećane za k.
Zamijenimo polarizaciju novog fotona εµ(k) sa kµ. Produkt kµ sa novim vrhom možemo
pisati

−ie/k = −ie[(/pi + /k −m)− (/pi −m)] . (1196)

Množeći taj izraz sa propagatorima susjednih elektrona dobijamo

i

/pi + /k −m

(
− ie/k

) i

/pi −m
= e

( i

/pi −m
− i

/pi + /k −m

)
. (1197)

Time dijagram s fotonom ubačenim iza i-tog vrha postaje

k

qiqi+1

· · · · · · = · · ·
( i

/pi+1 + /k −m

)
γλi+1

( i

/pi −m
− i

/pi + /k −m

)
γλi

×
( i

/pi−1 −m

)
γλi−1 · · · . (1198)

Analogno za dijagram sa ubacivanjem fotona iza i− 1 vrha dobija se

k

qiqi+1

· · · · · · = · · ·
( i

/pi+1 + /k −m

)
γλi+1

( i

/pi + /k −m

)
γλi

×
( i

/pi−1 −m
− i

/pi−1 + /k −m

)
γλi−1 · · · . qquad(1199)

Primjetimo da član sa ubacivanjem nakon i-tog vrha ima jedan član sa propagatorima
≥ i + 1 uvećanim za k i jedan sa propagatorima ≥ i uvećanim za k, dok član sa ubaci-
vanjem prije i-tog vrha ima jedan član sa propagatorima ≥ i uvećanim za k i jedan sa
propagatorima ≥ i−1 uvećanim za k. Prvi član iz (1199) (sa propagatorima ≥ i uvećanim
za k) krati se sa drugim članom iz (1198) (sa propagatorima ≥ i uvećanim za k). Slično
ponǐstenje se javlja za sve sukcesivna ubacivanja fotona. Suma po svim doprinosima
ubacivanja fotona ostavlja neponǐstene samo članove na krajevima sume, jedan u kojem
su svi impulsi propagatora uvećani za k koji se javlja s negativnim predznakom i drugi u
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kojem niti jedan impuls nije uvećan za k. Dijagramatski prikaz tog rezultata je

∑

točke
ubacivanja

kµ




µ

k

p′ + q

...

p

...




= e




p

p′ p′ + k

p + k

...... −




. (1200)

Na lijevoj strani jednadžbe (1200) ulazni impuls je p a izlazni p′+ k. Prema LSZ formuli,
iz svakog dijagrama možemo izvući doprinos S matrici kao koeficijent produkta polova

( i

/p′ + /k −m

)( i

/p−m

)
. (1201)

Na lijevoj strani jednadžbe (1200) matrični element sadrži oba pola. Med–utim na lijevoj
strani jednadžbe svaki član sadrži samo jedan pol, ne obadva, pa niti jedan od ta dva
člana ne može doprinositi S matrici. Primjetite takod–er ako lijeva strana jednadžbe
(1200) zadovoljava zakon sačuvanja impulsa, da članovi na desnoj strani jednadžbe ne
mogu zadovoljavati zakon sačuvanja impulsa.

Razmotrimo sada slučaj kada se foton veže na unutarnju elektronsku petlju. Prije
ubacivanja fotona tipična linija ima oblik

q1

q2

q3

p2
p1

pn

p3

· · ·

.

Elektronski propagatori imaju impulse p1 = q1 + pn, p1 + q2 = p2, . . . , pn−1 + qn = pn.
Ubacimo foton γ(k) izmed–u i-tog i i+ 1-vog vrha,

243



q1

qi

k
pi p1

pn + k

pi + k

q2

qi+1

pi+1 + k

· · ·

· · ·

.

Time svaki propagator iza i-tog vrha ima dodatni impuls k koji cirkulira petljom. Po kon-
venciji impuls k izlazi (iscuri) u vrhu 1. (Komentar Amon : Ovdje impulsi nisu svi impulsi
jednaki kao na prethodnom dijagramu (bez ubacivanja fotona impulsa k) zbog toga jer
suma svih ulaznih impulsa u petlju mora biti jednaka nuli – barem se jedan od njih morao
promijeniti, npr. q1 → q1 − k. Ono što je u analizi bitno jest da je q +

∑
qi = 0 i za sva

moguća umetanja fotona izmed–u vrhova držimo impulse q1,. . . , qn nepromjenjenim. Tada
se može postaviti i konvencija da u prvom vrhu imamo kao impuls ulaznog propagatora
pn + k a kao impuls izlaznog p1. Ta konvencija neće utjecati a konačni rezultat.)
Računamo doprinos dijagrama s ubačenim fotonom zamjenjujući (kao i prije) polarizaciju
fotona pripadnim impulsom. Za dijagram s umetanjem fotona izmed–u vrha 1 i 2 prim-
jenom jednakosti (1197) nalazimo

−e
∫

d4p1
(2π)4

tr
[( i

/pn + /k −m

)
γλn . . .

( i

/p2 + /k −m

)
γλ2
( i

/p1 −m
− i

/p1 + /k −m

)
γλ1
]
.

(1202)

Suma svih doprinosa sa ubacivanjima izmed–u i-tog i i + 1-vog člana daje opet samo dva
člana,

−e
∫

d4p1
(2π)4

tr
[( i

/pn −m

)
γλn . . .

( i

/p2 −m

)
γλ2
( i

/p1 −m

)
γλ1

−
( i

/pn + /k −m

)
γλn . . .

( i

/p2 + /k −m

)
γλ2
( i

/p1 + /k −m

)
γλ1
]
.

(1203)

Pomakom za k u integracijskoj varijabli dobijamo kraćenje preostala dva člana. Stoga
je doprinos zatvorenih dijagrama na ubacivanje fotona jednak nuli. U principu integral
po petlji može divergirati. Tada momak u integracijskoj varijabli nije dozvoljen i tada
dokaz Wardovog identiteta može biti netočan. Takav ćemo primjer vidjeti poslije. Za
sada pretpostavimo da je pomak u integracijskoj varijabli moguć, tj. da nema doprinosa
amplitudi zbog ubacivanja dodatnog fotona u petlju.

244



(Komentar Amon: Ako imamo QED fermionsku petlju ona zbog C invarijatnosti može
postojati samo za paran broj ulaznih fotona. Dodavanje dodatnog fotona nužno vodi na
amplitudu jednaku nuli.)

Sada možemo dokazati Ward-Takahashi-jev identitet. Pretpostavimo da imamo ampli-
tudu M(k; p1, p2 . . . pn; q1, q2, . . . qn) sa n ulaznih fermionskih linija impulsa pi i n izlaznih
fermionskih linija impulsa qi, te sa bilo kojim brojem vanjskih fotona plus fotonom ulaznog
impulsa k,

M(k; p1, p2 . . . pn; q1, q2 . . . qn) =

q1 qn

p1 pn

k

· · ·

· · ·

. (1204)

Označimo sa M0 amplitudu koja se iz amplitude M dobija uklanjanjem vanjskog fotona
γ(k). Da bismo dobili kµMµ moramo u M0 ubaciti foton γ(k) na sve moguće načine i
posumirati po njima. Ostaju doprinosi samo od linije koje se protežu izmed–u dvije vanjske
točke. Primjenom jedn. (1200) dobijamo

∑

točke
ubacivanja

kµ ·




k

(p1 · · · pn)

(q1 · · · qn)




= e
∑

i




(p1 · · · pn)

(q1 · · · (qi − k) · · ·)

(p1 · · · (pi + k) · · ·)

(q1 · · · qn)

−




.(1205)

odnosno

kµMµ(k; p1, . . . , pn; q1, . . . , qn) = e
∑

i

[M0(p1, . . . , pn; q1, . . . , qi − k, . . . , qn)

−M0(p1, . . . , pi + k, . . . , pn; q1, . . . , qn) . (1206)

To je Ward-Takahashi-jev identitet za korelacijske funkcije u QED. Za poseban slučaj
kada lijeva strana jednadžbe zadovoljava uvjete da bi mogla doprinositi S matričnom
elementu, desna strana ne može doprinositi S matričnom elementu i stoga desna strana
mora biti jednaka nuli. Tada se jednadžba (1206) svodi na Wardov identitet.

Najjednostavniji slučaj Ward-Takahashi-jevog identiteta uključuje na desnoj strani
korelacijsku funkciju tri polja sa jednim ulaznim i jednim izlaznim elektronom i jednim
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vanjskim fotonom,

kµ ·




p + k

p
k

µ




= e




p

p

p + k

p + k

−




. (1207)

Na desnoj strani jednadžbe se javljaju potpuni elektronski propagatori izračunati za im-
pulse p odnosno p+ k. Označimo ih sa S(p) i S(p+ k). Oni su dani sa (1132),

S(p) =
i

/p−m0 − Σ(/p)
. (1208)

Amplituda potpune korelacijske funkcije tri polja može se prikazati preko potpunih prop-
agatora i pripadne amputirane funkcije, Γµ(p, p+ k). Time Ward-Takahashi-jev identitet
(1207) postaje jednak

S(p+ k)[−iekµΓµ(p+ k, p)]S(p) = e(S(p)− S(p+ k)) . (1209)

Množeći relaciju (1209) s lijeva s S−1(p+ k) i s desna s S−1(p) dobijamo

−iekµΓµ(p+ k, p) = e(S−1(p+ k)− S−1(p)) . (1210)

Često se ovaj specijalan slučaj naziva Ward-Takahashi-jevim identitetom.
Primjenom identiteta (1210) može se dobiti relacija izmed–u renormalizacijskih faktora

Z1 i Z2, Z1 = Z2. Z1 je po jedn. (1158) definiran amputiranom funkcijom Γµ(p+ k, k) u
limesu k → 0,

Γµ(p+ k, p)
k→0−→ Z−11 γµ , (1211)

a Z2 je definira kao reziduum S(p) funkcije,

S(p) ∼ iZ2

/p−m
. (1212)

Uvrštavajući (1211) i (1212) u (1210) dobijamo

−ikµ(Z−11 γµ) = −iZ−12 ((/p+ /k −m)− (/p−m))

= −iZ−12 /k, (1213)

odnosno

Z1 = Z2 . (1214)
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Stoga, Ward-Takahashi-jev identitet garantira potpuno ponǐstavanje beskonačnih renor-
malizacijskih faktora u elektronskoj amplitudi raspršenja Z1 i Z2. Prema (1153), (1153-
1158) i (1158) to osigurava jednakost

F1(0) = 1 (1215)

u svim redovima računa smetnje.
Često se pojmovi Wardov identitet, sačuvanje struje i baždarana invarijantnost naizm-

jenično rabe (kao isti pojam). To je prirodno jer je Wardov identitet dijagramatski
prikaz sačuvanja struje, a sačuvanje struje je posljedica baždarne invarijantnosti (slijedi
iz ∂µF

µν = jν , odnosno baždarne invarijantnosti QED Lagrangijana).

5.12 Renormalizacija električnog naboja

Od svih radijativnih korekcija u najnižem redu računa smetnje, preostala je još samo
jedna koja odgovara dijagramu

(1216)

To je tzv. dijagram vakuumske polarizacije ili dijagram vlastite energije fotona
u redu α perturbativnog razvoja. Može se shvatiti kao modifikacija fotonskog propagatora
zbog tvorbe virtualnog e+e− para. Taj dijagram mjenja efektivno fotonsko polje Aµ(x)
na kojem se raspršuje elektron, mijenja jakost tog polja i mijenja njegovu ovisnost o x.

Renormalizacija naboja – struktura

- 1-čestično ireducibilni dijagram 2 fotona, Πµν
2 (q)

Prije nego započnemo sa eksplicitnim računom izraza pogledat ćemo njihovu strukturu i
kako ih možemo interpretirati. Interesantni dio dijagrama (1216) je elektronska petlja,

k + q

k

µ ν

q

= (−ie)2(−1)

∫
d4k

(2π)4
tr
[
γµ

i

/k −m
γν

i

/k + /q −m

]

≡ iΠµν
2 (q) . (1217)

Odgovarajući opći dijagram, koji predstavlja sumu svih 1-čestično ireducibilnih umetaka
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u fotonski propagator označimo sa iΠµν(q),

1PI
q

µ ν = iΠµν(q) . (1218)

iΠµν
2 (q) predstavlja doprinos drugog reda (e2) Πµν(q).

- Struktura Πµν
2 (q) – Wardov identitet

Πµν(q) je tenzor drugog reda koji zavisi samo o q. Zbog toga on može sadržavati samo
(simetrične) tenzore gµν i qµqν ,

Πµν(q) = Π1(q
2)gµν +Π2(q

2)qµqν . (1219)

Iz Wardovog identiteta za Πµν(q),

qµΠ
µν(q) = 0, (1220)

slijedi da je

Π1(q
2) = −q2Π2(q

2) ≡ +q2Π(q2), (1221)

pa je stoga

Πµν(q) = (gµνq2 − qµqν)Π(q2) . (1222)

Može se pokazati da u 4 dimenzije Π(q2) ne može imati pol tipa 1/q2 (Takav pol bi mogao
dolaziti samo od jedno-čestičnog bezmasenog propagatora, a takav se ne može pojaviti u
1PI dijagramu u 4 dimenzije). Stoga je Π(q2) regularna u q2 = 0.

- Struktura potpune dvo-fotonske korelacijske funkcije

Rabeći (1222), za potpunu dvo-fotonsku korelacijsku funkciju dobijamo

= + + + · · ·1PI 1PI 1PIµ ν

=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

[
i (q2gρσ − qρqσ)︸ ︷︷ ︸

q2∆ρσ

Π(q2)
]−igσν

q2
+ · · ·

=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

∆ρ
νΠ(q

2) +
−igµρ
q2

∆ρ
σ∆

σ
νΠ

2(q2) + · · ·

=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

∆ρ
ν(Π(q

2) + Π2(q2) + · · ·)
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=
−igµν
q2

+
−i
q2

(
gµν −

qµqν
q2

) Π(q2)

1− Π(q2)

=
−igµν

q2(1− Π(q2))
+
iqµqν
q4

Π(q2)

1− Π(q2)

→ −igµν
q2(1− Π(q2))

. (1223)

U drugom redu (1223) uveli smo projektor stanja okomitih na q, ∆µν = gµν − qµqν ,

∆µ
ρ∆

ρ
ν = ∆µ

ν . (1224)

U trećem smo izrazili korelacijsku funkciju dva fotonska polja preko tih projektora. U
četvrtom upotrijebili svojstvo (1224) i dobili uz projektor sumu geometrijskog reda u
Π(q2). U petom smo red posumirali. U šestom smo razdvojili gµν i qµqν/q

2 komponente.
U sedmom smo primjenili činjenicu da se barem jedno od dva fotonska polja u korelacijskoj
funkciji veže na sačuvanu struju, pa u S matričnim elementima, zbog Wardovog identiteta,
možemo zanemariti qµqν član. Efektivno za S matrične elemente dobijamo

µ ν
=

−igµν
q2(1− Π(q2))

. (1225)

- Bezmasenost fotona

Primjetite da dok je Π(q2) regularan u q2 potpuni propagator uvijek ima pol u q2 = 0.
Drugim riječima foton masa fotona jednaka je nuli u bilo kojem redu računa smetnje.
Napomenimo da taj rezultat jako ovisi o primjeni Wardovog identiteta koji vodi na (1222)
strukturu Πµν(q). Npr. ako bi Πµν(q) sadržavao maseni član M2gµν bez odgovarajućeg
qµqν člana fotonska masa bi bila jednaka M .

- Reziduum pola fotonskog propagatora, renormalizacija naboja

Iako se masa fotona ne mijenja, reziduum pola fotonskog propagatora se mijenja i za
q2 = 0 jednak je

1

1− Π(0)
≡ Z3 . (1226)

Amplituda bilo kojeg nisko energetski proces raspršenja dobija dodatni faktor Z3 relativno
prema odgovarajućoj drvastoj/granastoj amplitudi,

−→

ili · · · e
2gµν
q2

· · · −→ · · · Z3e
2gµν
q2

· · · . (1227)
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Kako se na svakom kraju fotonskog propagatora javlja faktor e, faktor Z2 možemo uključiti
reskaliranjem električnog naboja za faktor

√
Z3,

e →
√
Z3e (1228)

Ta zamjena se zove renormalizacija naboja. Mjerljivi naboj nije e već
√
Z3e. Zbog

toga je zgodno promijeniti notaciju. Naboj koji se javlja u Lagrangijanu uz Aµψγ
µψ, tzv.

goli (ogoljeni) naboj označit ćemo sa e0. Fizikalni naboj označavamo sa e,

(fizikalni naboj) = e =
√
Z3e0 =

√
Z3 · (goli naboj) . (1229)

U najnižem redu računa smetnje Z3 = 1 i e = e0.

q2 zavisnost naboja

Pored renormalizacije naboja Π(q2) je uzrok i zavisnosti naboja e odnosno konstante veze
α o q2. Razmotrimo proces raspršenja na q2 6= 0. Pretpostavimo da računamo Π(q2) u
najnižem redu u α. Tada je Π(q2) ≈ Π2(q

2). Amplituda procesa sadrži izraz

−igµν
q2

( e20
1− Π(q2)

)
=

−igµν
q2

(e2(1− Π(0))

1− Π(q2)

)
.

O(α)
=

−igµν
q2

( e20
1− [Π(q2)− Π(0)]

)
(1230)

Izraz u zagradama se može interpretirati kao kvadrat q2 zavisnog električnog naboja. Iz
toga slijedi da efekt zamjene drvastog propagatora sa potpunim propagatorom odgovara
zamjeni

α0 =
e20
4π

→ e20/4π

1− Π(q2)

O(α)
=

α

1− [Π2(q2)− Π2(0)]
, (1231)

gdje je α = e2/4π. Kasnije ćemo pokazati da formula (1231) vrijedi u bilo kojem redu
računa smetnje.

Račun Πµν
2 - I

Iz (1217) slijedi

iΠµν
2 (q) = −(−ie0)2

∫
d4k

(2π)4
tr
[
γµ

i(/k +m0)

k2 −m2
0 + iε

γν
i(/k + /q +m0)

(k + q)2 −m2
0 + iε

]

O(α)
= −4e2

∫
d4k

(2π)4
kµ(k + q)ν + kν(k + q)µ − gµν(k · (k + q)−m2)

(k2 −m2 + iε)((k + q)2 −m2 + iε)
. (1232)
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Budući da nas zanima samo O(α) doprinos možemo zamjeniti e0 → e i m0 → m. Faktore
u nazivniku pojednostavljujemo rabeći Feynmanovu parametrizaciju,

1

(k2 −m2 + iε)((k + p)2 −m2 + iε)
=

∫ 1

0

dx
1

(k2 + 2q · kx+ xq2 −m2 + iε)2

=

∫ 1

0

dx
1

(ℓ2 + (x− x2)q2 −m2

︸ ︷︷ ︸
=−∆

+iε)2
=

∫ 1

0

dx
1

(ℓ2 −∆+ iε)2
, (1233)

gdje su

ℓ = k + xq, (1234)

∆ = m2 − x(1− x)q2 . (1235)

Brojnik (1232) izražavamo preko ℓ,

kµ(k + q)ν + kν(k + q)µ − gµν(k · (k + q)−m2)

= (ℓ− qx)µ(ℓ+ q(1− x))ν + (ℓ− qx)ν(ℓ+ q(1− x))µ

−gµν((ℓ− qx) · (ℓ+ q(1− x)−m2)

= 2ℓµℓν − gµνℓ2 − 2qµqνx(1− x) + gµν(m2 + q2x(1− x)) + (linearni članovi)

(1236)

Rabeći (1016) i (1017) (tenzorski integrali), te primjenjujući Wickovu rotaciju i zamjen-
jujući ℓ0 = iℓ0E dobijamo

iΠµν
2 (q) = −4ie2

∫ 1

0

dx

∫
d4ℓE
(2π)4

× (−2
4
+ 1)gµνℓ2E − 2x(1− x)qµqν + gµν(m2 + q2x(1− x))

(ℓ2E +∆)2
. (1237)

Prvi član uz gµν dolazi od zamjene ℓµEℓ
ν
E → 1

4
ℓ2Eg

µν , koja zavisi o dimenzionalnosti ℓµE
prostora. Integral (1237) sadrži kvadratično UV divergentan član (uz ℓ2E) i logaritamsko
divergantan član (ostatak). Ako bismo integrirali do gornje granice ℓE = Λ ≫ m,

√
−q2

za vodeći član dobili bismo

iΠµν
2 ∝ ie2Λ2gµν ≡ iΠ1g

µν , (1238)

i time je Wardov identitet za funkciju Π2(q
2) narušen. Za vodeći član korelacijske funkcije

dva fotona dobijamo

µ ν
∼ −igµν

q2

(
1 +

Π1

q2
+
(Π1

q2

)
+ · · ·

)

=
−igµν
q2 − Π1

=
−igµν

q2 − (eΛ)2
. (1239)
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Dakle foton bi dobio beskonačnu masu M ∝ eΛ bez kompenzirajućeg qµqν člana, u
nesuglasju s eksperimentom.

Problem se javlja zato jer smo rabili regularizaciju s rezom koja ne zadovoljava Wardov
identitet. Problem se može riješiti uporabom druge regularizacije. Npr. može se rabiti
Pauli-Villarsova regularizacija (vidi Bjorken i Drell (1964), str. 154), med–utim za to je
potrebno uvesti nekoliko čestica velike mase i procedura je komplicirana. Ovdje ćemo
rabiti dimenzijsku regularizaciju (t’Hooft i Veltman NPB B44, 189 (1972)). Ona čuva ne
samo simetrije QED, nego mnogih drugih teorija.

Sada možemo postaviti pitanje koji je regulator je dobar (koja je regularizacija dobra)
za neku danu kvantnu teoriju polja. Ako teorija ima neku simetriju ili neke simetrije onda
uvijek treba birati regulator koji čuva sve simetrije teorije. Ako ne postoji takav regula-
tor, onda račun treba provoditi na takav način da simetrija ostane sačuvana. Simetrija je
u biti osnovni princip/postavka svake teorije polja.

Dimenzijska regularizacija

- Ideja dimenzijske regularizacije

Ideja dimenzijske regularizacije jest da se Feynmanov dijagram izračuna kao analitička
kontinuacija funkcije dimenzionalnosti prostora, D. Za dovoljno maleni D integral kon-
vergira i vrijedi Wardov identitet. Konačni izrazi, odnosno fizikalne observable moraju
biti dobro definirane u limesu D → 4.

- Praksa, primjer integrala

U praksi se zamǐslja se imamo jednu vremensku i D − 1 prostornih dimenzija. Wick-
ovom rotacijom se izrazi pretvaraju u odgovarajuće izraze u D-dimenzijskom Euklidskom
prostoru. Ilustrirajmo to na ℓE integralu (1237) koji je u nazivniku proporcionalan jedinici

∫
d4ℓE
(2π)4

1

(ℓ2E +∆)2
→

∫
dDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)2
=

∫
dΩD

(2π)D

∫ ∞

0

dℓE
ℓD−1E

(ℓ2E +∆)2

(1033)
=

2

(4π)
D
2 Γ(D

2
)
× 1

2

∫ ∞

0

dℓ2E
(ℓ2E)

D
2
−1

(ℓ2E +∆)2
. (1240)

Prvi faktor je kutni integral koji smo izvrijednili rabeći (1033). Drugi faktor je zbog
radijalnog integrala. Integral koji se u njemu javlja ćemo izvrijedniti uvodeći supstituciju

x =
∆

ℓ2E +∆
, (1241)

(ℓ2E = 0 ⇒ x = 1, ℓ2E = ∞ ⇒ x = 0, dℓ2 = −(∆/x2)dx, ℓ2E = ∆(1 − x)/x) i rabeći
definiciju beta funkcije B(α, β),

∫ 1

0

dxxα−1(1− x)β−1 = B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
. (1242)
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Konkretno,

∫ ∞

0

dℓ2E
ℓ

D
2
−1

E

(ℓ2E +∆)2
= ∆

D
2
−2
∫ 1

0

dx(1− x)
D
2
−1x1−

D
2

=
( 1

∆

)2−D
2 Γ(2− D

2
)Γ(D

2
)

Γ(2)
. (1243)

Uvrštavajući (1243) u (1240) dobijamo

∫
dDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)2
=

1

(4π)
D
2

Γ(2− D
2
)

Γ(2)

( 1

∆

)2−D
2
. (1244)

◦ Neka svojstva Γ funkcije

Γ funkcija ima izolirane polove u točkama 0, −1, −2, . . . . Stoga Γ(2 − D
2
) ima polove u

D = 4, 6, 8, . . .,

−4 −3 −2 −1 0 4 6 8 10

Γ(z) Γ
(

2 −
D
2

)

z D

(1245)

Nadalje ima sljedeći prikaz (reprezentaciju),

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n

Γ(1 + z) = exp
[
− γz +

∞∑

n=2

(−1)n
ζ(n)

n
zn
]

= 1− γz +
1

2
[γ2 + ζ(2)]z2 − 1

6
[γ3 + 3γζ(2) + 2ζ(3)]z3 + . . . (1246)

Iz njega možemo naći ponašanje Γ(2 − D
2
) u blizini D = 4. Definirajmo ε = 4 − D,

odnosno D = 4− ε (u literaturi se često stavlja D = 4− 2ε). Tada iz (1246) slijedi

Γ
(
2− D

2

)
= Γ

(ε
2

)
=

2

ε
− γ +O(ε) .

(1247)

U gornjim formulama je γ Euler-Mascheroni-jeva konstanta,

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .

1

n
− lnn

)

= −
∫ ∞

0

e−x ln xdx , (1248)
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a ζ(z) je Riemannova zeta funkcija,

ζ(z) =
∞∑

k=1

1

kz
, Rez > 1 . (1249)

Vratimo se izvrednjavanju integrala (1244). Rabeći (1247) za integral (1244) dobijamo
∫

dDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)2
D→4→ 1

(4π)2

(2
ε
− ln∆− γ + ln 4π +O(ε)

)
. (1250)

Isti integral smo izračunali u (1039) rabeći Pauli-Villarsov regulator. Rabeći tu proceduru
dobija se

∫
d4ℓE
(2π)4

1

(ℓ2E +∆)2
→

∫
d4ℓE
(2π)4

( 1

(ℓ2E +∆)2
− 1

(ℓ2E +∆Λ)2

)

=
1

(4π)2
ln

∆Λ

∆

Λ→∞→ 1

(4π)2

(
ln
xΛ2

∆
+O(Λ−1)

)
. (1251)

Stoga 1/ε pol u dimenzijskoj regularizaciji odgovara logaritamskoj divergenciji u cut-off
regularizaciji.

◦ Renormalizacijska skala u dimenzijskoj regularizaciji

U (1250) se javlja logaritam ∆, koja ima dimenziju različitu od nule. Primjetite takod–er
da dok originalni integral (1251) ima dimenziju 0, integral u dimenzijskoj integraciji ima
dimenziju D− 4 = −ε. Taj se problem rješava uvod–enjem dodatnog faktora µ4−D = µε u
integracijskoj mjeri, gdje je µ tzv. renormalizacijska skala i ima dimenziju mase,

dDℓE
(2π)D

→ µ4−DdDℓE
(2π)D

. (1252)

Time integral (1250),
∫
µ4−DdDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)2
D→4→ 1

(4π)2

(2
ε
− ln

∆

µ2
− γ + ln 4π +O(ε)

)
, (1253)

ne sadrži vǐse logaritam dimezijske veličine.

- Dodatni primjeri integrala

Na analogan način dobijaju se izrazi za sljedeće integrale

∫
µ4−DdDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)n
=

1

(4π)D/2
Γ(n− D

2
)

Γ(n)

( 1

∆

)n−2(µ2

∆

)2−D
2

, (1254)

∫
µ4−DdDℓE
(2π)D

ℓ2E
(ℓ2E +∆)n

=
1

(4π)D/2
D

2

Γ(n− D
2
− 1)

Γ(n)

( 1

∆

)n−3(µ2

∆

)2−D
2

. (1255)
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DZ. Za domaću zadaću provjerite gornje integrale.

- Tenzorski račun u D dimenzija

U D dimenzija gµν zadovoljava

gµνg
µν = D . (1256)

Zbog toga vrijedi (u D-dim Minkowski prostoru)

∫
dDℓ

(2π)D
f(ℓ2) ℓµℓν =

∫
dDℓ

(2π)D
f(ℓ2)

1

D
ℓ2gµν , (1257)

odnosno, pod simetričnom integracijom vrijede sljedeće zamjene za tenzore

ℓµ → 0,

ℓµℓν → 1

D
ℓ2gµν ,

ℓµℓνℓρ → 0,

ℓµℓνℓρℓσ → 1

D(D + 2)
ℓ4(gµνgρσ + gµρgµσ + gµσgρν),

. . . (1258)

- Računi sa γµ matricama u D dimenzija

U D dimenzija γµ matrice zadovoljavaju iste antikomutacijske relacije kao u 4 dimenzije,

{γµ, γν} = 2gµν1 . (1259)

Dimenzija γµ matrica je općenito funkcija D, ali se uvijek može izabrati da je njihova
dimenzija jednaka 4. Ta se dimenzija zadaje preko traga jednične matrice,

tr[1] = f(D) = f(D0) = 4 . (1260)

Notacija u (1260) je iz Collins-ove knjige ”Renomalization” str. 84. D0 je fizikalna
dimenzija prostora-vremena, tj. 4. Standardno se uzima da je f(D) = f(D0) za svaku
vrijednost D. Zbog (1260) trag bilo kojeg broja γµ matrica, izražen preko gµν tenzora,
formalno je jednak tragu u D dimenzija. Npr.

tr(γµγν) = 4gµν ,

tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ + gµρgµσ + gµσgρν) . (1261)
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Jedina razlika je u gµν tenzorima, jer oni imaju dimenziju D a ne 4. Posljedica toga
jest da se mijenjaju identiteti za kombinacije γµ matrica sa kontrakcijama. Ti identiteti
dobijaju dodatne članove ovisne o ε = 4−D,

γµγµ = 4− ε ,

γµγνγµ = −(2− ε)γν ,

γµγνγργµ = 4gνρ − εγνγρ ,

γµγνγργσγµ = −2γσγργν + εγνγργσ . (1262)

Ti dodatni članovi se mogu javiti u amplitudama. U izrazu za vlastitu energiju fotona
ih nema jer se u pripadnom matričnom elementu javljaju samo trag jednične matrice i
para γµ matrica. U izrazu za vlastitu energiju elektrona i u izrazu za amplitudu vrha
ε korekcije se javljaju jer postoje γµγνγµ kombinacije γµ matrica. Ipak, ti se dodatni ε
članovi krate u izrazima za observabilne veličine.

DZ. Dokaz gornje tvrdnje bi mogla biti lijepa i velika domaća zadaća.

Račun Π2 – II

Primjenimo sada dimenzijsku regularizaciju na integral (1237). Integral se malo mijenja
zbog razlike u dimenziji ℓµ prostora i sada glasi

iΠµν
2 (q) = −4ie2

∫ 1

0

dx

∫
µ4−DdDℓE
(2π)D

× (− 2
D
+ 1)gµνℓ2E − 2x(1− x)qµqν + gµν(m2 + q2x(1− x))

(ℓ2E +∆)2
(1263)

Primjenom izraza za integrale (1254) i (1255) i sred–ivanjem izraza nalazimo

iΠµν
2 (q) = −4ie2

Γ(2− D
2
)

(4π)
D
2

∫ 1

0

dx
(µ2

∆

)2−D
2
[−2x(1− x)qµqν + gµν (m2 + x(1− x)q2 −∆)︸ ︷︷ ︸

2x(1−x)q2

]

= −8ie2
Γ(2− D

2
)

(4π)
D
2

(gµνq2 − qµqν)

∫ 1

0

dxx(1− x)
(µ2

∆

)ε/2

≡ iΠ2(q
2)(gµνq2 − qµqν) . (1264)

Primjetimo da dimenzijski regulariziran izraz zadovoljava Wardov identitet. Takod–er
budući da je izraz za iΠµν

2 (q) proporcionalan tenzoru gµνq2 − qµqν dimenzije 2, integral u
izrazu Π2(q

2) nije kvadratično divergentan već logaritamski divergentan,

Π2(q
2) = −8e2Γ(2− D

2
)

(4π)D/2

∫ 1

0

dxx(1− x)
(µ2

∆

)ε/2
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= −8(4πα)
(2
ε
− γ + . . .

) 1

(4π)2

(
1 +

ε

2
ln 4π

)∫ 1

0

dxx(1− x)
(
1 +

ε

2
ln
µ2

∆

)

= −2α

π

∫ 1

0

dxx(1− x)
[2
ε
− γ + ln 4π − ln

∆

µ2

]

= − 2α

3πε
+

α

3π

(
γ − ln 4π − ln

µ2

m2

)

−2α

π

∫ 1

0

dxx(1− x) ln
m2

m2 − x(1− x)q2
. (1265)

- Komentari:

1. iΠµν je baždarno invarijantan jer sadrži gµνq2 − qµqν .
2. Γ(2 − D

2
) daje divergenciju 2

ε
. Ona je očekivana jer za D 6= 4, D ≈ 4 originalna

kvadratična divergencija u iΠµν postaje logaritamska.
3. Sada možemo izračunati korekciju pola fotonskog propagatora,

Z3 =
1

1− Π(0)
≈ 1

1− Π2(0)
≈ 1 + Π2(0) = 1 +

(
− 2α

3πε

)
, (1266)

a s time i korekciju naboja,

1

e2
(e2 − e20) =

(
1− 1

Z3

)
=

Z3 − 1

Z3

= Π(0) ≈ Π2(0) = − 2α

3πε
. (1267)

Ta korekcija je beskonačna i nije mjerljiva. Mjerljiva je q2 zavisnost efektivnog naboja
αeff (q

2) (1231),

αeff =
e20/4π

1− Π(q2)
≈ α

1− [Π2(q2)− Π2(0)]
. (1268)

Efektivni naboj ovisi o razlici Π2(q
2)−Π2(0), koja je jednaka zadnjem članu Π2(q

2 u jedn.
(1265)),

Π̂(q2) ≡ Π(q2)− Π(0) = −2α

π

∫ 1

0

dxx(1− x) ln
( m2

m2 − x(1− x)q2

)
. (1269)

Ta razlika je konačna tj. ne ovisi o ε. Sa veličinom Π̂(q2) ćemo se sada pozabaviti.

Interpretacija Π̂(q2)

- Analitička struktura Π̂(q2)

Za u i t kanal kada je q2 < 0 je m2 − x(1− x)q2 > 0 i Π̂(q2) je realan, stoga i analitičan.
U s kanalu, kada je q2 > 0 logaritamska funkcija u Π̂(q2) tj. (1269) ima rez ako je

m2 − x(1− x)q2 < 0 . (1270)
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Budući da je (za 0 < x < 1) x(1− x) ≤ 1/4, rez započinje odnosno postoji za

q2 = 4m2, odnosno q2 ≥ 4m2 . (1271)

Točka q2 = 4m2 je prag reakcije za tvorbu e+e− para.

- Račun imaginarnog dijela Π̂(q2) za q2 > 4m2

Za svaki fiksni q2 > 4m2 imaginarnom dijelu Π̂(q2) doprinose sve x vrijednosti za koje je
m2−x(1−x)q2 ≤ 0, odnosno koje se nalaze izmed–u nultočaka jednadžbem2−x(1−x)q2 =
0,

x =
1

2
± 1

2

√

1− 4m2

q2
≡ 1

2
± 1

2
β . (1272)

U praksi se gleda/nalazi imaginarni dio Π̂(q2) za q2± iε gdje je ε pozitivni infinitezimalni
broj. Budući da je za pozitivnu realnu veličinu X ln(−X ± iε) = lnX ± iπ, odnosno,

Im[ln(−X ± iε)] = ±π, (1273)

imamo

Im[Π̂(q2 ± iε)] = −2α

π

∫ 1

0

dxx(1− x)(−1) Im[ln
(
1− x(1− x)

q2 ± iε

m2

)
]

︸ ︷︷ ︸
=∓π

= −2α

π
(±π)

∫ 1
2
+β

2

1
2
−β

2

dxx(1− x)

= ∓2α

∫ β
2

−β
2

dy
(1
4
− y2

)

= ∓α
3

√

1− 4m2

q2

(
1 +

2m2

q2

)
. (1274)

Ista q2 ovisnost se javlja i u imaginarnom dijelu Bhabha raspršenja (e+e− → e+e−)
u dijagramu koji ide preko dijagrama vlastite energije fotona (1217). Stoga se ista q2

zavisnost se javlja u udarnom presjeku fermionsko-antifermionskog para σ(e+e− → ff),
u kojem parametar β igra ulogu brzine izlaznih čestice u CM sustavu, jer je e+e− → ff
raspršenje sastavni dio imaginarnog dijela Bhabha raspršenja. Pokažimo to na primjeru
e+e− → µ+µ− raspršenja, jer smo preskočili račun granastih/drvastih dijagrama.

- Udarni presjek za e+e− → µ+µ− proces
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Feynamnov dijagram i pripadna amplituda procesa su

p p′

k k′µ− µ+

e− e+

q = iM = ve(p
′)(−ieγµ)ue(p)

−igµν
q2

uµ(k)(−ieγν)vµ(k′) . (1275)

Za udarni presjek nam treba apsolutni kvadrat amplitude posumiran po konačnim i usred-
njen po početnim spinovima |M|2,

|M|2 =
1

4

e4

q4
tr[(/p′ −me)γ

µ(/p+me)γ
ν ]tr[(/k −me)γµ(/k

′ +me)γν ] (1276)

≈ 64π2α2

q4

[
2p′ · kp · k′ + 2p′ · k′p · k − 2p · p′(m2

µ + k · k′)

−2p · p′k · k′ + 2p · p′(2k · k′ + 2m2
µ)
]

(1277)

= 16π2α2
[(

1 +
4m2

µ

q2

)
+ c2θ

(
1− 4m2

µ

q2

)]
. (1278)

U drugoj jednakosti tj. u (1277) smo zanemarili masu elektrona me ≈ 0. U toj aproksi-
maciji, da bismo dobili treću jednakost tj. (1278), rabili smo jednakosti (cθ = cos θ je

kut izmed–u vektora ~p i ~k) q2 = 2p · p′ = 2k · k′ + 2m2
µ, p · k = p′ · k′ = (q2/4)(1 − vµcθ),

p · k = p′ · k′ = (q2/4)(1 + vµcθ), 4E
2 = 4E ′2 = (E +E ′)2 = q2, vµ = v′µ = k/E = k′/E ′ =√

1− 4m2/q2. Uvrštavajući (1278) u izraz za dσ/dΩ (707) dobijamo

dσ

dΩ
=

|M|2
64π2q2

|~k|
|~p|

=
α

4q2

(
1− 4m2

µ

q2

)1/2[(
1 +

4m2
µ

q2

)
+
(
1− 4m2

µ

q2

)
c2θ

]
. (1279)

Odatle integracijom po kutevima slijedi izraz za totalni udarni presjek,

σTOT =
4πα

3q2

(
1− 4m2

µ

q2

)1/2(
1 +

2m2
µ

q2

)
. (1280)

Time smo dokazali da σ(e+e− → ff) ∝ Π̂2(q
2) što se tiče q2 zavisnosti (σ(e+e− → ff)

ima dodatni 1/q2).

Analiza kako Π̂2(q
2) modificira elektromagnetsko med–udjelovanje

1. Modifikacija Coulombovog potencijala u NR limesu
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U NR limesu je logično analizirati kako Π̂2(q
2) modificira Coulombov potencijal. Za

med–udjelovanje suprotnih naboja, prije uvod–enja pertubativne korekcije za potencijal
imamo,

V (~x) = − e2

4πr
=

∫
d3q

(2π)3
ei~q~r

−e2
|~q|2 . (1281)

Perturbativne korekcije modificiraju naboj prema (1268), i to rezultira modifikacijom
potencijala,

V (~x) =

∫
d3q

(2π)3
ei~q~x

−e2
|~q|2[1− Π̂2(−~q2)]

≈
∫

d3q

(2π)3
ei~q~x

−e2
|~q|2 [1 + Π̂2(−~q2)] . (1282)

1a. Aproksimativni pristup

Razvojem Π̂2(q
2) po q2 za |q2| ≪ m2 (vidi (1269), i uvrštavajući q2 = −~q2,

Π̂2(−~q2) ≈ −2α

π

∫
dxx2(1− x)2

−~q2
m2

=
1

15

α

π

~q2

m2
, (1283)

nalazimo

V (~x) ≈
∫

d3q

(2π)3
ei~q~x

−e2
~q2

(
1 +

1

15

α

π

~q2

m2

)

= −α
r
− 4α2

15m2
δ(~x)

︸ ︷︷ ︸
=δV (~x)

. (1284)

Primjetimo da modifikacija elektromagnetske sile postaje mnogo veća za male udaljenosti.
Taj se efekt vidi kod vodikovog atoma, gdje se prema (1284) energetski nivoi stanja ψ(x)
pomiču za

∆E =

∫
d3x|ψ(~x)|2δV (~x) = − 4α2

15m2
|ψ(0)|2 . (1285)

U ishodǐstu je valna funkcija ψ(~x) različita od nule samo za s stanja vodikovog atoma.
Npr. za 2s stanje je (R20(r) = (Z/2a0)

3/2(2− Zr/a0)e
−Zr/2a0 , a0 = 1/(mα))

|ψ200(0)|2 =
∣∣∣Y00(0)R20(0)

∣∣∣
2

=
1

4π
× 22

1

8 a30︸︷︷︸
1/(mα)3

=
α3m3

8π
, (1286)

pa je stoga

∆E2S = − 4α2

15m2

α3m3

8π
= −α

5m

30π
= −1.123× 10−7eV . (1287)
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1a. Precizan (precizniji) račun potencijala V (~x)

Delta-funkcija daje samo aproksimaciju za modifikaciju Coulombovog potencijala. Da
bismo dobili doseg djelovanja modificiranog potencijala razmotrit ćemo IR regularizirani
potencijal (1282) (~q2 = −q2 → −q2 + µ2 = ~q2 + µ2 ≡ Q2 + µ2),

V (~x) ≈
∫

d3q

(2π)3
ei~q~x

−e2
~q2 + µ2

[1 + Π̂2(−~q2)]

=
ie2

(2π)2r

∫ ∞

0

dQQ(1 + Π̂2(−Q2))

(Q2 + µ2)
(eiQr − e−iQr)

=
ie2

(2π)2r

∫ ∞

−∞

dQQeiQr(1 + Π̂2(−Q2))

(Q2 + µ2)
, Q = |~q| , (1288)

i provesti račun egzaktno. Aproksimacija je ista kao u (1282) i odnosi se na to da računamo
α korekciju Coulombovog potencijala (1/(1−Π̂2(−~q2) ≈ 1+Π̂2(−~q2)). Masa µ regularizira
Coulombov potencijal. Da bismo našli integral u (1288) rabimo konturu na slici (η je
infinitezimalni pozitivan broj i radius polukružnice Cη),

iµ

2im

Q

Cη

C1
R

C2
R

−∞ +∞

iz koje slijedi (napomena µ ≈ 0)

V (~x) =
ie2

(2π)2r

∫ ∞

−∞

dQQeiQr(1 + Π̂2(−Q2))

(Q2 + µ2)
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=
ie2

(2π)2r

[
2πi lim

Q→iµ

{
(Q− iµ)

QeiQr

Q2 + µ2
(1 + Π̂2(−Q2))

}

−
(∫

C2
R

+

∫

C1
R

+

∫

Cη︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ 2im+η

+i∞+η

+

∫ +i∞−η

2im−η

) dQQeiQr
(Q2 + µ2)

(1 + Π̂2(−Q2))
]

=
ie2

(2π)2r

[
πi e−µr︸︷︷︸

≈1
(1 + Π̂2(µ

2)︸ ︷︷ ︸
≈0

)

−
∫ ∞

2m

{ idw(iw + η)ei(iw+η)r

(iw + η)2 + µ2
− idw(iw − η)ei(iw−η)r

(iw − η)2 + µ2

}

︸ ︷︷ ︸
=O(η)≈0

]

−
∫ ∞

2m

{ idw(iw + η)ei(iw+η)r

(iw + η)2 + µ2
Π̂2(−(iw + η)2︸ ︷︷ ︸

=w2−iη

)

− idw(iw − η)ei(iw−η)r

(iw − η)2 + µ2
Π̂2(−(iw − η)2︸ ︷︷ ︸

=w2+iη

)
}

≈ −α
r
+
iα

πr

∫ ∞

2m

dwwe−wr

w2
2iImΠ̂(w2 − iη)

= −α
r
−2α2

3πr

∫ ∞

2m

dwe−wr

w

√
1− 4m2

w2

(
1 +

2m2

w2

)
.

︸ ︷︷ ︸
δV (r)

(1289)

U prvoj jednakosti u (1289) smo primjenili račun reziduuma i konturu na gornjoj slici.
Zbog Jordanove leme C1

R i C2
R dopriosi su jednaki nuli. Cη doprinos je jednak nuli jer u 2mi

nema izoliranog singulariteta. Prvi doprinos u drugoj jednakosti dolazi od reziduuma u iµ
i on odgovara Coulombovom potencijalu kao što se vidi u trećoj i četvrtoj jednakosti. U
izvrednjavanju tog člana primjenili smo limes µ→ 0. Drugi doprinos u drugoj jednakosti
dolazi od jedinice u 1 + Π̂2(Q

2) i on je jednak nuli u limesu η → 0 (η je ionako infinitezi-
malni pozitivni broj). U njemu i u trećem doprinosu smo uveli varijabu w, Q = iw. Treći
doprinos u drugoj jednakosti dolazi od Π̂2(Q

2) člana. U trećoj jednakosti smo primjenili
jednakosti Re(Π̂(w2 − iη)) = Re(Π̂(w2 + iη)), Im(Π̂(w2 − iη)) = −Im(Π̂(w2 + iη)). U
četvrtoj jednakosti smo primjenili izraz (1274) za Im(Π̂(w2−iη)). Takod–er smo drugi član,
koji predstavlja odstupanje od Coulombovog potencijala izazvano radijativnim efektima,
označili sa δV (r),

δV (r) = −2α2

3πr

∫ ∞

2m

dwe−wr

w

√
1− 4m2

w2

(
1 +

2m2

w2

)
. (1290)

Uehling-ov potencial
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Radijativna korekcija Coulombovom potencijalu δV (r) zove se Uehling-ov potencial. Za
r ≫ 1/m integralom dominira područje integracije oko w ≈ 2m. Stavljajući t = w − 2m
i zadržavajući dominatne članove u Taylorovom razvoju dobijamo

δV (r) = −α
r

2

π

α

3

e−2mr

2m

∫ ∞

0

dte−rt
√

t

m

3

2

= −α
r

α

4
√
π

e−2mr

(mr)3/2
. (1291)

Stoga je ukupni potencijal izmed–u dvije suprotno nabijene čestice jednak

V (r) = −α
r

(
1 +

α

4
√
π

e−2mr

(mr)3/2
+ · · ·

)
. (1292)

Primjetimo da je doseg med–udjelovanja korektivnog člana približno jednak Comptonovoj
valnoj duljini 1/m.

Korekcija potencijala se može interpretirati kao zasjenjenje. Za r
>∼ 1/m javlja se dosta

virtualnih e+e− parova u vakuumu, tako da se vakuum počinje ponašati kao dielektrični
medij u kojem je prividni (mjerljivi) naboj manji od stvarnog naboja – ta pojava se
zove vakuumska polarizacija. Na udaljenostistima manjim od ∼ 1/m proba počinje
”prodirati” kroz oblak virlualnih e+e− parova i počinje (bolje) osjećati goli/ogoljeni naboj.

2. Ponašanje Π(q2) na velikim q2 - efektivna konstanta veze

- Ponašanje Π(q2) na velikim q2

Sada ćemo razmotriti suprotan limes, −q2 ≫ m2. U tom limesu možemo zanemariti m2

u nazivniku argumenta logaritma u (1269) pa dobijamo,

Π̂2(q
2) = −2α

π

∫
dxx(1− x)

[
− ln

−q2
m2

− ln(x(1− x)) +O
( m2

−q2
)]

≈ α

3π

(
ln

−q2
m2

− 5

3

)
. (1293)

- Efektivna konstanta veze

Iz (1293) i izraza za efektivnu konstantu veze (1268) slijedi

αeff(q
2) ≈ α

1− Π̂2(q2)
=

α

1− α
3π
(ln −q

2

m2 − 5
3
)

=
α

1− α
3π

ln −q2
e5/3m2

. (1294)
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Iz gornje frmule se vidi da αeff(q
2) divergira za q2 za koji je nazivnik jednak nuli. Ta

vrijednost q2 zove se Landauov pol.

Napomenimo da doprinos vlastitoj energiji fotona čestice a naboja Qa (u e jedinicama) i
mase ma za −q2 ≫ m2

a je

Π̂
(a)
2 (q2) ≈ Q2

aα

3π

(
ln

−q2
m2
a

− 5

3

)
. (1295)

Korekciju konstante veze čini zbroj doprinosa svih čestica koje imaju masu manju od −q2.

DZ. Pokažite da za −q2 = 30 GeV korekcija konstante veze iznosi 5.5% od vrijednosti
α = 1/137.
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6 Renormalizacija

Računajući radijativne korekcije u QED sreli smo tri dijagrama sa UV divergencijama:

Svaku od divergencija bilo je moguće regularizirati i ponǐstiti, što je vodilo na konačne
izraze za mjerljive veličine. Takve divergencije su uobičajene u teoriji polja i one su
povezane sa kritičnim eksponentima (fazni prijelazi) u statističkoj fizici odnosno anomal-
nim dimenzijama operatora u teoriji polja.

Sada ćemo klasifirati UV divergencije u teoriji polja. Bit će dan postupak za sis-
tematsko nalaženje svih UV divergencija i za nalaženje teorija u kojima se divergencije
mogu sistematski ukloniti. Postupak uklanjanja divergencija će biti ilustriran na QED i
φ4 teoriji.

6.1 Prebrojavanje UV divergencija

Na primjeru QED pokazat ćemo kako se na osnovi prebrojavanja potencija impulsa u
petljama mogu naći divergencije dijagrama.

Notacija

Za opis dijagrama u QED uvodimo sljedeću notaciju:

Ne = broj vanjskih e− linija

Nγ = broj vanjskih γ linija

Pe = broj e− propagatora

Pγ = broj γ propagatora

V = broj vrhova

L = broj petlji (1296)

Analiza vrijedi i za korelacijske funkcije i za raspršenja. Kod korelacijskih funkcija se
propagatori koje su povezane s vanjskim točkama broje kao vanjske linije (ne broje se kao
propagatori).

”Prividni” stupanj divergencije

265



Amplituda za tipični QED dijagram ima sljedeći oblik

∼
∫

d4k1d
4k2 . . . d

4kL
(/ki −m) . . . (k2j ) . . . (k

2
n)

(1297)

Tu su ki neodred–eni impulsi u petljama. Grubim prebrojavanjem divergentnih impulsa u
brojniku i nazivniku takvog izraza dobijamo sljedeću sliku o divergenciji dijagrama. Svaka
petlja ima integraciju tipa d4k i zato uvećava divergenciju dijagrama za 4. S druge strane
svaki bozonski propagator (∼ 1/k2) unutar petlje umanjuje divergenciju za 2 a svaki
fermionski propagator (∼ 1//k) unutar petlje umanjuje divergenciju za 1. Definirajmo
prividnu divergenciju dijagrama,

D = (potencija p u brojniku)− (potencija p u nazivniku)

= 4L− Pe − 2Pγ , (1298)

gdje su p bilo kakvi 4-impulsi u dijagramu, ne samo 4-impulsi petlji. Ako je Λ gornja
granica impulsne integracije, naivno očekujemo da je za D > 0 divergencija dijagrama
proporcionalna ΛD, za D = 0 da je divergencija dijagrama oblika lnΛ, a za D < 0 da
nema divergencije. U toj analizi je zanemareno da su u definiciji D uključeni 4-impulsi
koji nisu u petljama i simetrije teorije (npr. Wardov identitet u QED), činjenica da di-
vergencije mogu doći od poddijagrama danog dijagrama, te da granasti/drvasti dijagrami
nisu divergentni bez obzira na dimenziju pripadne amplitude.

Primjeri ppividnih divergencija dijagrama

Na sljedećoj slici dani su primjeri dijagrama uz koje su napisane njihove prividnih diver-
gencija i prave divergencije.

D = 0 konačan

D = 0 ∼ ln Λ

D = 2 ∼ ln Λ

D = −2 ∼ ln Λ
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D = 0 ∼ konačan (1299)

Primjetite da je prividna divergencija prvog, trećeg i četvrtog dijagrama različita od prave
divergencije. Kod prvog dijagrama je to zbog toga što je to granasti dijagram, kod trećeg
zbog Wardovog identiteta, a kod četvrtog zato jer su dva propagatora izvan petlji i zato
što u dijagramu postoji divergentni poddijagram.

Izraz za D preko broja vanjskih linija

Prividna divergencija je ipak korisna veličina zato jer ju je lako naći i zato što se za QED u
4 dimenzije izraziti samo preko broja vanjskih linija. Iz toga slijedi da je broj divergentnih
dijagrama za QED u 4 dimenzije konačan.

Da bismo to pokazali treba nam neke relacije med–u veličinama (1296). Kao prvo broj
petlji definiran je brojem propagatora i vrhova. Naime svaki propagator sadrži jednu d4k
integraciju koja odgovara jednoj potencijalnoj petlji (nesačuvanom 4-impulsu). Svaki vrh
sadrži jednu δ(4)(k)-funkciju koja ponǐstava d4k integrale, med–utim jedna od tih δ-funkcija
odgovara ukupnom sačuvanju impulsa u procesu. Stoga je broj petlji jednak

L = Pe + Pγ − V + 1 . (1300)

Nadalje, svaki vrh u QED ima jednu fotonsku liniju i dvije elektronske. Kako propagatori
odgovaraju kontrakciji dva polja (linije), broj vrhova se može izraziti preko brojeva Ne,
Pe, Nγ i Pγ na sljedeći način,

V = 2Pγ +Nγ =
1

2
(2Pe +Ne) . (1301)

Upotrebom (1300) i (1301) izraz (1298) za D postaje jednak

D = 4(Pe + Pγ − V + 1)− Pe − 2Pγ

= 3(V − 1

2
Ne) + (V −Nγ)− 4V + 1

= 4−Nγ −
3

2
Ne, (1302)

dakle neovisan i o broju propagatora i o broju vrhova. D je zavisan samo o broju vanjskih
linija i pada s brojem vanjskih linija.

Divergentni amputirani jedno-čestično ireducibilni dijagrami

Iz (1302) slijedi da je mali broj prividno divergentnih dijagrama (koji imaju D > 0). Kako
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vanjske linije ne doprinose divergencijama dijagrama dovoljno je gledati amputirane di-
jagrame. Nadalje, dovoljno je gledati jedno-čestično ireducibilni dijagrame, zato jer se
reducibilni dijagrami mogu prikazati kao produkti jedno-čestično ireducibilnih dijagrama.
Tako se analiza divergencija u QED u 4 dimenzija svodi na analizu sljedećih 7 dijagrama
jedno-čestično ireducibilnih dijagrama za koje je D ≥ 0,

(a) D = 4 (b) D = 3

(c) D = 2 (d) D = 1

(e) D = 0 (f) D = 1

(g) D = 0

koje ćemo sada redom analizirati.

(a) Vakuumski dijagram

Vakuumski dijagram je Greenova funkcija bez vanjskih nogu. Iako je jako divergentna
ne doprinosi observablama tj. S-matričnim elementima. Divergencija uzrokuje neobserv-
abilni pomak vakuumske energije.

(b,d) Greenova funkcija sa jednom fotonskom linijom i sa tri fotonske linije

Kod Greenove funkcije sa jednom fotonskom linijom, ta linije mora biti vezana na QED
vrh. Stoga je pripadna amputirana amplituda oblika

q
= −ie

∫
d4xe−iq·x〈Ω|Tjµ(x)|Ω〉, (1303)

gdje je jµ = ψγµψ operator elektromagnetske struje. Budući da je jµ vektor, vakuumska
očekivana vrijednost zbog Lorentzove invarijantnosti mora biti jednaka nuli.
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Greenova funkcija s jednom fotonskom linijom jednaka je nuli i zbog simetrije QED
na nabojnu konjugaciju. Iz te simetrije QED slijedi invarijantnost vakuuma na C,

C|Ω〉 = |Ω〉 . (1304)

S druge strane C transformacija mijenja predznak struje jµ(x) (to je pokazano u Dodatku
...),

Cjµ(x)C† = −jµ(x), (1305)

pa stoga je vakuumska očekivana vrijednost operatora EM struje jednaka nuli,

〈Ω|Tjµ(x)|Ω〉 = 〈Ω|C†Cjµ(x)C†C|Ω〉 = −〈Ω|Tjµ(x)|Ω〉 . (1306)

Isti argument vrijedi za vakuumsku očekivanu vrijednost neparnog broja EM struja (Taj
rezultat poznat je kao Furry-jev teorem). Iz toga slijedi da su Greenove funkcije sa jednim
i tri fotona jednake nuli.

DZ. Pokazati u najnižem redu računa smetnje da su amputirane Greenove funkcije sa
jednim i tri fotona jednake nuli.

Preostale 4 Greenove funkcije različite su od nule i moramo ih detaljnije analizirati.

(f) Dijagram vlastite energije (Greenova funkcija s dvije elektronske linije)

Kako dijagram vlastite energije ovisi samo o impulsu p koji se javlja kao /p ili p2 = /p2,
možemo je razviti u Taylorov razvoj oko p = 0 po /p,

= A0 + A1/p+ A2p
2 + . . .

An =
1

n!

dn

d/pm

( )∣∣∣∣∣
/p=0

(1307)

Koeficijenti An su IR divergentni (sjetimo se da dijagram vlastite energije elektrona ima
IR divergenciju), pa u računu tih koeficijenata treba uvesti IR regulator. Što se tiče UV
divergencija samo A0 i A1 mogu imati UV divergencije zbog sljedećeg razloga. A0 ima
linearnu prividnu divergenciju (Λ1). Ostali koeficijenti dobijaju se deriviranjem dijagrama
vlastite energije po /p, koje djeluju na propagatore koji sadrže /p, npr.

d

d/p

( 1

/k + /p−m

)
= − 1

(/k + /p−m)2
. (1308)

Drugim riječima svaka derivacija po /p smanjuje prividnu divergenciju za jedan. Zbog toga
A1 ima logaritamsku prividnu divergenciju, a An, n ≥ 2 su konačni (taj argument nije
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valjan ako se divergencija javlja u poddijagramu).

- Helicitetni argument Ako bi masa elektrona bila jednaka nuli u Lagrangijanu ne bi
bilo niti jednog člana koji bi mogao povezivati lijeve i desne komponente elektronskog
polja (LD i DL članovi), tj. masa bi bila jednaka nuli u svim redovima računa smetnje.
Uvod–enjem mase u Lagrangijan mogu se pojaviti samo LD i DL članovi proporcionalni
masi. Zbog toga A0 mora biti proporcionalan masi a ne gornjoj granici integracije Λ, pa
je njegova divergencija logaritamska a ne linearna. Stoga amplituda dijagrama vlastite
energije ima oblik

= a0m ln Λ + a1/p ln Λ + (konačni članovi) . (1309)

Taj isti oblik smo našli eksplicitnim računom – vidi jedn. (1123).

(g) Dijagram elektronsko-fotonskog vrha

Opet uzimamo da smo IR regularizirali dijagram. Razvijamo izraz za vrh po vanjskim
impulsima (dva su nezavisna). Kako je prvi član prividnu logaritamski divergentan, svi
ostali članovi moraju biti konačni. Zbog toga divergentni dio amplitude e−-γ vrha ima
samo jednu divergentnu konstantu,

∝ −ieγµ ln Λ + (konačni članovi) . (1310)

(c) Fotonska vlastita energija

Amplituda fotonske vlastite energije ogranična je Wardovim identitetom zbog kojeg am-
lituda mora sadržavati strukturu gµνq2 − qµqν dimenzije 2,

= (gµνq2 − qµqν)Π(q2), (1311)

pa stoga je Π prividno logaritamski divergentna struktura. Razvoj amplitude u red stoga
sadrži samo jednu logaritamski divergentnu konstantu. Taj smo rezultat dobili eksplicit-
nim računom u (1265).

(e) Amplituda foton-foton raspršenja

Wardov identitet zahtijeva da ako se zamijeni polarizacija bilo kojeg od četiriju fotona

270



amplituda mora biti jednaka nuli,

kµ




µ ν

ρ σ




= 0 . (1312)

Zbog toga je amplituda mora biti proporcionalna produktu četiri faktora oblika gµµ1kµ2 −
gµµ2kµ1 koji su dimenzije 1. Stoga je konačna amplituda dimenzije 0 − 4 = −4, dakle
konačna.

Zaključak za QED u 4 dimenzije

QED u 4 dimenzije sadrži samo tri ”primitivno” divergentne amplitude i to baš one koje
smo već u prethodnom poglavlju analizirali. Sve divergencije su logaritamske. Razvojem
u Taylorov red po vanjskim impulsima nalazi se da se divergencije tih amplituda mogu
opisati sa 4 divergentne konstante: dvije za vlastitu energiju elektrona, jedna za vlastitu
energiju fotona i jedna za e− γ vrh. Ideja renormalizacije (vidi poslije) je apsorbirati te
divergentne konstante u neobservabilne parametre Lagrangijana.

� Prividna dimenzija općenito

Sada ćemo razmotriti prividna dimenziju u općoj teoriji polja kroz dva primjera – QED u
bilo kojem broju dimenzija i u φ4 teoriji u bilo kojem broju dimenzija. To će biti dovoljno
za nalaženje klasifikacije teorija polja prema njihovoj renormalizabilnosti (u Dysonovom
smislu).

QED u d dimenzija

Napomena: U ovom poglavlju ćemo broj dimenzija označavati malim slovom da bi se
razlikovao od prividne dimenzije D.

Topološke relacije koje povezuju broj vrhova (V ) sa brojem elektronskih vanjskih linije
(Ne) i propagatora (Pe) odnosno sa brojem fotonskih vanjskih linija (Nγ) i propagatora
(Pγ) jedn. (1301), odnosno broj petlji (L) sa Pe, Pγ i V (1300) su iste kao i u 4 dimenzije.
Med–utim relacija za prividnu dimenziju preko L, Pe i Pγ (1298) se mijenja,

D = dL− Pe − 2Pγ . (1313)

Eliminirajući Pe i Pγ dobijamo

D = d(Pe + Pγ − V + 1)− Pe − 2Pγ
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= (d− 1)
(
V − Ne

2

)
+ (d− 2)

V −Nγ

2
− dV + d

= d+
(d− 4

2

)
V −

(d− 1

2

)
Ne −

(d− 2

2

)
Nγ . (1314)

Ponǐstenje V u izrazu za D se javlja samo za d = 4. Dakle samo u 4 dimenzije prividna
dimenzija ne ovisi i broju vrhova. Za d < 4 dijagrami sa vǐse vrhova imaju manju
divergenciju, tako da je ukupan broj divergentnih dijagrama konačan. Za d > 4 dijagrami
sa vǐse vrhova imaju veću divergenciju i svaki dijagram postaje prividno divergentan u
dovoljno visokom redu računa smetnje.

Ta tri tipa UV ponašanja javljaju se i u drugim teorijama polja. Po njima teorije polja
dijelimo na:

1. Super renormalizabilne teorije : One koje imaju samo konačan broj Feynmanovih
dijagrama koji divergira.
2. Renormalizabilne teorije : Teorije u kojima se javlja konačan broj prividno diver-
gentnih amplituda. Broj amplituda koji prividno divergira je beskonačan.
3. Nerenormailizabilne teorije : Teorije u kojima su nakon nekog reda računa smetnje
sve amplitude (prividno) divergentne.

Prema toj podjeli QED je renormalizabilna u 4 dimenzije, superrenormalizabilna u d < 4
dimenzija i nerenoremalizabilna u d > 4 dimenzija.

- Komentari :
1. Gornji kriteriji s obzirom na prividnu divergenciju dijagrama (prividni kriteriji) daju
ispravnu sliku divergentne strukture za većinu do sada razmatranih dijagrama.
2. Postoje teorije koje se bolje ponašaju nego što se to predvid–aju prividni kriteriji koji
se javljaju zbog simetrija teorije.
3. Kod prividno divergentnih teorija se divergencije uvijek mogu apsorbirati u (neobserv-
abilne) parametre Lagrangijana.
4. Kod teorija koje imaju spin s ≥ 1 javljaju se dodatni problemi sa unitarnošću teorije.

Skalarna φn teorija u d dimenzija

Lagrangijan skalarne φn teorije glasi

L =
1

2
(∂µφ)

2 − 1

2
m2φ2 − λ

n!
φn . (1315)

Uvedimo sljedeću notaciju. Neka je N broj vanjskih linija u dijagramu (amplitudi), P
broj propagatora, a V broj vrhova. Broj petlji dan je relacijom

L = P − V + 1 . (1316)

Topološka relacija izmed–u n, V , N i P je

nV = N + 2P . (1317)

272



Prividna dimenzija D se može izraziti preko d, L i P ,

D = dL− 2P . (1318)

Iz tog se izraza upotrebom relacija (1316) i (1317) može se eliminirati L i P ,

D = d(P − V + 1)− 2P

= d+ V
(n(d− 2)

2
− d
)
−
(d− 2

2

)
N . (1319)

Analizirajmo dobiveni izraz:
1. U 4 dimenzije za D dobijamo

D = 4 + V (n− 4)−N . (1320)

Stoga je u 4 dimenzije φ4 teorija renormalizabilna. Za d > 4 φ4 teorija je nerenormaliz-
abilna, a za d < 4 je superrenormalizabilna.
2. U tri dimenzije je

D = 3 + V
(n
2
− 3
)
−
(1
2

)
N . (1321)

Renormalizabilna teorija je φ6. Za d > 3 (d < 3) φ6 teorija je nerenormalizabilna (super-
renormalizabilna).
3. U dvije dimenzije je

D = 2− 2V . (1322)

(dakle neovisan o N), pa je teorija superrenormalizabilna za bilo koju vrijednost n (φn

teoriju).

- Izvod (1319) preko dimenzijske analize

Formula (1319) se može naći dimenzijskom analizom. U kvantnoj teoriji polja akcija
S =

∫
ddxL mora biti bezdimenzijska veličina (~ = 1). Kako ddx ima dimenziju (masa)−d,

to Lagrangijan mora imati dimenziju (masa)d. Iz jednadžbe (1315),

L︸︷︷︸
d

=
1

2
( ∂µ︸︷︷︸

1

φ︸︷︷︸
d−2
2

)2 − 1

2
m2φ2 − λ

n!
φn︸︷︷︸

n(d−2)
2

(1323)

slijedi da je dimenzija polja φ jednaka (d − 2)/2, a dimenzija konstante λ jednaka d −
n(d− 2)/2,

[φ] =
d− 2

2
,

[λ] = d− n(d− 2)

2
, (1324)
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Uočimo da je dimenzija konstante veze [λ] jednaka negativnom izrazu u prvoj zagradi u
drugom redu jednadžbe (1319). Stoga je

D = d− V [λ]−
(d− 2

2

)
N . (1325)

Očigledno, ako je [λ] negativan teorija ne može biti renormalizabilna jer je broj primitivno
divergentnih dijagrama beskonačan.

Izvedimo isti razultat na još jedan način. Razmotrimo bilo koji dijagram sa N vanjskih
linija. Takav se dijagram može shvatiti kao vrh med–udjelovanja u Lagrangijanu
– Razlog: samo je jedna δ-funkcija koja čuva ukupni impuls, pa dijagram
možemo shvatiti kao efektivni vrh s integracijom po 4-koordinati koja daje
sačuvanje 4-impulsa. Dimenzija η je jednaka

[η] = d−N
d− 2

2
(1326)

η je ujedno i dimenzija amputirane amplitude. Stoga amputirana amplituda igra ulogu
efektivnog vrha.
U našoj teoriji sa (samo) λφn vrhom, ako dijagram ima V vrhova divergentni dio dijagrama
je proporcionalan λVΛD, gdje je Λ gornja granica integracije 4-impulsa, a D je prividna
divergencija dijagrama. Stoga mora vrijediti jednakost

d−N
(d− 2

2

)
= V

[
d− n

(d− 2

2

)

︸ ︷︷ ︸
=[λ]

]
+D. (1327)

A to je upravo jednakost (1319). Primjetite da je u jednakosti (1319) izraz u uglatoj
zagradi jednak dimenziji konstante λ, [λ]. Taj rezultat daje novi pogled na klasifikaciju
teorija s obzirom na prividnu divergenciju:

1. Super-renormalizabilne teorije su one za koje sve konstante veze imaju pozitivnu
masenu dimenziju.
2. Renormalizabilne teorije imaju bezdimenzijske konstante veze (mogu imati i kon-
stante veze pozitivne dimenzije).
3. Nerenormalizabilne teorije imaju (barem jednu) konstantu veze koja ima negativnu
masenu dimenziju.

6.2 Renormalizirana teorija smetnje

∗ Renormalizabilna kvantna teorija polja (QFT)

Kao što smo vidjeli na primjerima renormalizabilna QFT ima mali broj prividno diver-
gentnih dijagrama. Npr. u QED ih je 3, sa 4 divergentne konstante. Analiza u poglavljima
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5.9, 5.11, 5.12 je pokazala da se divergencije u konačnim observabilnim veličinama krate,
tj. da se mogu ukloniti redefinicijom par veličina u teoriji (to je sastavni dio postupka
renormalizacije).

∗ Postupak renormalizacije u nerenormaliziranoj QFT

Postupak uklanjanja divergencija koji smo do sada upoznali u QFT sadržavao je sljedeće:
1. Račun (beskonačnih) dijagrama upotrebom regulatora. Time se dobijaju amplitude
M(m0, e0; Λ) zavisne o regulatoru Λ i golih parametrima teorije (m0 i e0 i sl.).
2. Račun fizikalne mase i konstante veze kao funkcije golih parametara teorije i regula-
tora, m(e0,m0,Λ), e(e0,m0,Λ) u onom redu računa smetnje koji je potreban za dani račun
(1/(/p−m0−Σ(p)) = Z2/(/p−m); Γµ(q) = Z−11 ΓµR(q), Ward Z1 = Z2; −e20gµν/(q2−Π(q2)) =
−e2gµν/(q2 − (Π(q2)− Π(0))), e2 = Z3e

2
0 = e20/(1− Π(0))).

3. Račun renormalizacijskih konstanti polja, koje su potrebne da bi se (preko LSZ for-
malizma) dobio S matrični element preko korelacijskih funkcija.
4. Eliminaciju nerenormaliziranih parametara teorije (e0, m0, . . . ) renormaliziranim
parametrima (m, e, . . . ). Ovaj postupak je renormalizacija teorije.
5. Provjera da li je rezultat za danu amplitudu konačan u limesu kada Λ → ∞.

Gornja procedura uvijek radi u renormalizabilnim QFT ali je za vǐse redove računa smet-
nje nespretna (teška). Srećom postoji alternativna procedura koja automatski uklanja
divergencije. Nju ćemo sada ilustrirati prvo na primjeru φ4 teorije a u idućem poglavlju
za QED.

Renormalizirana φ4 teorija

Lagrangijan φ4 teorije je

L =
1

2
(∂µφ)

2 − 1

2
m2

0φ
2 − λ0

4!
φ4 . (1328)

Prividni stupanj divergencije dijagram s N vrhova za teoriju u 4 dimenzije prema (1320)
glasi

D = 4−N . (1329)

Teorija ima φ → −φ simetriju pa zbog toga sve amplitude sa neparnim brojem vanjskih
linija ǐsčezavaju. Stoga preostaju samo sljedeće divergentne amplitude
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(a) neobservabilni pomak u vakuumskoj energiji

(b) ∼ Λ2 + p2 ln Λ + (konačni članovi)

(c) ∼ ln Λ + (konačni članovi)

Vakuumski dijagram je neobservabilan pa nam preostaju samo dvije prividno divergentne
amplitude sa tri beskonačne konstante.

∗ Reformulacija teorije: Renormalizirana teorija smetnje

Cilj je apsorbirati te konstante u neobservabilne parametre teorije, golu masu. goli kon-
stantu veze i jakost polja. Da bi se to automatski postiglo uobičajeno je reformulirati
polaznu teoriju tako da se neobservabilne veličine ne javljaju u Feynamnovim pravilima
u (najnižem redu) računa smetnje. Postupak za to je sljedeći.

1. Eliminacija renormalizacijske konstante polja Z

Prvo se iz polja eliminira pomak u jakosti polja (koji se javlja zbog med–udjelovanja).
Egzaktna korelacijska funkcija dva polja prema (878) odnosno (883) glasi

∫
d4xeip·x〈Ω|Tφ(x)φ(0)|Ω〉 =

iZ

p2 −m2 + iε
+ članovi konačni u p2 = m2, (1330)

gdje je m fizikalna masa. Reziduum Z eliminiramo redefinicijom polja

φ = Z1/2φr i φr = Z−1/2φ . (1331)

Time u računu S matričnih elemenata vǐse ne trebamo faktore Z u LSZ formuli jer su već
uključeni redefinicijom polja u račun. Lagrangijan tom transformacijom postaje jednak

L =
1

2
Z(∂µφr)

2 − 1

2
m2

0Zφ
2
r −

λ0
4!
Z2φ4

r . (1332)

Lagrangijan (1332) sadrži još uvijek golu masu i konstantu veze φ4 teorije.

2. Eliminacija gole mase i konstante veze

Sljedeći korak je eliminacija golih parametara iz teorije – ovdje konkretno gole mase m0 i
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gole konstante veze λ0. To se postiže razdvajanjem fizikalnih veličina od neobservabilnih
uvod–enjem sljedećih konstanti

δZ = Z − 1, δm = m2
0Z −m2, δλ = λ0Z

2 − λ, (1333)

gdje su m i λ mjerena (fizikalna) masa i konstanta veze. Time Lagrangijan postaje jednak

L =
(1
2
(∂µφr)

2 − 1

2
m2φ2

r −
λ

4!
φ4
r

)

+
(1
2
δZ(∂µφr)

2 − 1

2
δmφ

2
r −

δλ
4!
Z2φ4

r

)
. (1334)

Izraz u prvoj zagradi s desne strane (1334) predstavlja Lagrangijan renormalizirane φ4

teorije polja. Izraz u drugoj zagradi sadrži tzv. kontračlanove u koje su stavljene
sve neobservabilne (i beskonačne) razlike izmed–u golih i fizikalnih parametara
teorije. Iako se u literaturi često kaže da Lagrangijanu kontračlanovi dodaju, zapravo
se radi samo razdvajanju originalnog ”golog” Lagrangijana na dva dijela: renormalizirani
dio (koji sadrži sve konačne fizikalne veličine) i kontračlanove koji sadrže (beskonačni,
neobservabilni) ostatak.

3. Definicija renormalizacijskih uvjeta

Definicije (1333) su korisne samo ako se uz njih daje precizna definicija fizikalnih param-
etara m2 i λ.
- Masa m2 se definira kao položaj pola propagatora,

=
i

p2 −m2
+ (članovi konačni u p2 = m2) . (1335)

- Za λ ne postoji jedinstvena/najbolja definicija, ali je je λ dobro definirati kao vrijed-
nost amplitude raspršenja (2 → 2) za nulte vrijednosti 3-impulsa (ta točka u impulsnom
prostoru odgovara pragu 2 → 2 procesa),






amputiran

= −iλ u s = 4m2, t = u = 0 . (1336)

Jednadžbe (1335) i (1336) su tzv. renormalizacijski uvjeti. Prva jednadžba zapravo
zadrži dva uvjeta – definira masu m2 ali takod–er zahtjeva da je pol propagatora jednak 1.

4. Definicija Feynmanovih pravila

Novi Lagrangijan (1334) definira i nova Feynmanova pravila,

277



=
i

p2 −m2 + iε

= −iλ

= i(p2δZ − δm)

= −iδλ (1337)

Propagator i vrh u prva dva Feymanova pravila su isti kao u nerenormaliziranoj teoriji
do na zamjene m0 → m i λ0 → λ. Kontračlanovi daju nove vrhove (ti vrhovi se isto zovu
”kontračlanovi”).

5. Račun amplituda

Postupak računa amplituda je sljedeći:
a. Za traženu amplitudu se izračuna doprinos sa vrhovima (1337). U vrhovima kon-
tračlanova konstante δZ , δm i δλ nisu još fiksirane.
b. Doprinosi petlji koje divergiraju regulariziraju uvod–enjem regulatora. Tako dobivene
amplitude ovise o regulatoru i tri nepoznate veličine δZ , δm i δλ.
c. Parametri δZ , δm i δλ se podešavaju (ili ”renormaliziraju”) tako da se ispune renor-
malizacijski uvjeti (1335) i (1336).
d. Nakon tog podešavanja amplitude moraju biti konačne i neovisne o regulatoru.

Gornja procedura u kojoj se rabe Feynmanova pravila sa kontračlanovima zove se renor-
malizirana pertubacijska teorija, nasuprot proceduri koju smo upoznali ranije koja
se zove gola/ogoljena pertubacijska teorija. Obje su metode ekvivalentne, razlike
med–u njima je stvar ”knjigovodstva” (članova). Renormalizacijska pertubacijska teorija
je općenito spretnija, posebno u vǐsim redovima računa smetnje. Gola pertubacijska
teorija zna biti jednostavnija u kompliciranim proračunima na nivou jedne petlje. Od
sada nadalje rabit ćemo renormaliziranu pertubacijsku teoriju.

STRUKTURA φ4 TEORIJE NA NIVOU JEDNE PETLJE

Razmotrimo gore objašnjenu renormalizacijsku proceduru na primjeru skalarne φ4 teorije.
Kako nećemo vǐse trebati prividnu dimenzijuD, saD ćemo ponovno (kao i prije) označavati
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dimenziju impulsne integracije (dDk).

Korelacijska funkcija 4 polja i odred–ivanje kontračlana δλ

Prvo razmotrimo proceduru za amplitudu 2 → 2 raspršenja (točke a. i b. gore),

iM(p1p2 → p3p4) =

p1 p2

p3 p4

= +


 + +


+ · · · . (1338)

Ako definiramo p = p1+p2 tada drugi dijagram u drugom redu (1338) (prvi u zagradama)
glasi

k k + p

p

=
(−iλ)2

2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2

i

(k + p)2 −m2

≡ (−iλ)2 · iV (p2), (1339)

gdje smo definirali funkciju petlje V (p2). Kako je p2 jednak Mandelstamovoj varijabli s
taj dijagram ovisi samo o s (vidi eksplicitni račnu malo niže). Na analogan način drugi i
treći dijagram u zagradi ovise samo o t odnosno u. Ukupna amplituda glasi (uočite da je
uključen i kontračlan),

iM = −iλ+ (−iλ)2[iV (s) + iV (t) + iV (u)]− iδλ . (1340)

Sada primjenjujemo renormalizacijski uvjet (1336), tj. da ukupna amplituda za s = 4m2,
t = u = 0 mora biti jednaka −iλ,

iM(s = 4m2, t = u = 0)

= −iλ+ (−iλ)2[iV (4m2) + iV (0) + iV (0)]− iδλ = −iλ, (1341)

odakle

δλ = −λ2[V (4m2) + 2V (0)] . (1342)

Funkcije V (p2) još nisu odred–ene. One se dobijaju iz eksplicitnog izraza prve petlja-
amplitude (1339). Izraz je divergentan pa stoga treba uvesti regulator. Izračunat ćemo
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ga primjenjujući dimenzijsku regularizaciju,

V (p2) = i · 1
2

∫
µ4−DdDk

(2π)D
1

k2 −m2 + iε

1

(k + p)2 −m2 + iε

=
i

2

∫ 1

0

dx

∫
µ4−DdDℓ

(2π)D
1

[ℓ2 + x(1− x)p2 −m2 + iε]2

= −1

2

∫ 1

0

dx

∫
µ4−DdDℓE
(2π)D

1

[ℓ2E −x(1− x)p2 +m2

︸ ︷︷ ︸
≡∆

]2

(1243)
= −1

2

∫ 1

0

dx
Γ(2− D

2
)

Γ(2)(4π)D/2

(µ2

∆

)2−D/2

D→4−→ − 1

32π2

∫ 1

0

dx
(2
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2 − p2x(1− x)

)
. (1343)

Uvrštavajući dobiveni izraz u (1342), za δλ dobijamo

δλ = −λ2[V (4m2) + 2V (0)]

=
λ2

2

Γ(2− D
2
)

Γ(2)(4π)D/2

∫ 1

0

dx
[( µ2

m2 − x(1− x)4m2

)2−D/2
+ 2
( µ2

m2

)2−D/2]

D→4−→ λ2

32π2

∫ 1

0

dx
[6
ε
− 3γ + 3 ln 4π + 3 ln

µ2

m2
− ln [1− 4x(1− x)]

]
. (1344)

Time je za korelacijsku funkciju s 4 polja ispunjena točka c. iz ”Računa amplituda”. Još
je preostalo provjeriti da li je amplituda iM (1340) konačna (točka d.). Uvrštavanjem
(1344) u (1340) nalazimo konačan izraz

iM = −iλ− iλ2

32π2

∫ 1

0

dx
[
ln
( m2 − sx(1− x)

m2 − 4m2x(1− x)

)

+ ln
(m2 − tx(1− x)

m2

)
+ ln

(m2 − ux(1− x)

m2

)]
. (1345)

Korelacijska funkcija dva polja i kontračlanovi δm i δZ

Da bismo našli δm i δZ moramo izračunati korelacijsku funkciju dva polja iM(p2). Prema
(902) pripadnu 1PI amplitudu iM(p2) (p je jedini 4 impuls koji se javlja u amplitudi)
označavamo sa −iM2(p2),

−iM2(p2) = 1PI . (1346)

Ukupna korelacijska funkcija dva polja jednaka je geometrijskom redu (vidi (903)) (time
su dovršene točke a. i b. iz ”Račun amplituda”)

= 1PI+ 1PI1PI + · · ·+
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=
i

p2 −m2 −M2(p2)
. (1347)

U sumu (1347) sada ulaze i dijagrami sa vrhovima kontračlanova. Renormalizacijski uvjeti
za korelacijsku funkciju 2 polja (1335) zahtjevaju da je pol propagatora u p2 = m2 i da
ima reziduum iznosa 1 (tj. u renormaliziranoj teoriji nema dodatne renormalizacije valne
funkcije). Razvojem M2(p2) po p2 oko p2 = m2 nalazimo da su ti uvjeti su ekvivalentni
zahtjevima

M2(p2)|p2=m2 = 0 i
d

dp2
M2(p2)

∣∣∣
p2=m2

= 0 . (1348)

Na nivou jedne petlje za −iM2(p2) dobijamo,

−iM2(p2) = +

= −iλ · 1
2
·
∫
µ4−DdDk

(2π)D
i

k2 −m2 + iε
+ i(p2δZ − δm)

(1243)
= − iλm

2

2
· Γ(1− D

2
)

(4π)D/2Γ(1)

( µ2

m2

)1−D/2
+ i(p2δZ − δm) . (1349)

Iz jednakosti (1349) nalazimo kontračlanove δm i δZ . Primjetimo da je doprinos prvog
člana koji dolazi od petlje neovisan o p2. Zbog δZ mora biti jednak nuli na nivou jedne
petlje. Stoga za beskonačne konstante u kontračlanovima na nivou jedne petlje dobijamo

δZ = 0,

δm, = −λm
2

2
· Γ(1− D

2
)

(4π)D/2Γ(1)

( µ2

m2

)1−D/2
. (1350)

Primjetimo da uz te vrijednosti konstanti δm i δZ amplituda −iM2(p2) = 0 za svaku
vrijednost p2.

Napomena: Prvi doprinosi −iM2(p2) i δZ javlja se u drugom redu računa smetnje (tj.
proporcionalan je λ2) i on dolazi od dijagrama,

+ + (1351)

Ovdje možemo vidjeti odmah kako se renormaliziraju dijagrami petlji vǐseg reda. Drugi
dijagram sadrži δλ kontračlan koji smo već izračunali i pored toga jednu petlju. On
uklanja divergencije kada je jedan od 4 impulsa u dvije petlje velik. Taj kontračlan nije
dovoljan da ukloni sve divergencije, pa se mora dodati još jedan drugog reda u konstanti
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veze λ. Drugi kontračlan ponǐstava divergencije koje se javljaju kada su 4-impulsi u obje
petlje veliki. Primjetite da nije dovoljan jedan kontračlanski doprinos da bi ponǐstio sve
divergencije.

Konstante δZ i δm u Yukawinoj teoriji

Ponǐstenje δZ na nivou jedne petlje je specijalno svojstvo φ4 teorije. Ono se ne javlja u
općenitijim teorijama sa skalarnim poljem. Npr. ne javlja se u Yukawinoj teoriji.

U Yukawinoj teoriji propagator skalarne čestice dobija na nivou jedne petlje korekciju
reda g2 zbog fermionske petlje i zbog kontračlana za skalarni propagator (vrh je definiran
u (753)),

−iM2(p2) =
p

k

k + p

+

= −(−ig)2
∫
dDkµ4−D

(2π)D
tr
[ i(/k + /p+mf )

(k + p)2 −m2
f

i(/k +mf )

k2 −m2
f

]
+ i(p2δZ − δm)

= −4g2
∫
dDkµ4−D

(2π)D
k · (k + p) +m2

f

[(k + p)2 −m2
f ][k

2 −m2
f ]

+ i(p2δZ − δm)

= −4g2
∫ 1

0

dx

∫
dDℓµ4−D

(2π)D
(ℓ− px)(ℓ+ p(1− x)) +m2

f

[ℓ2 − (m2
f − p2x(1− x))

︸ ︷︷ ︸
∆

+iε]2
+ i(p2δZ − δm)

= −4ig2
∫ 1

0

dx

∫
dDℓEµ

4−D

(2π)D

[ −ℓ2E
[ℓ2E +∆]2

+

∆︷ ︸︸ ︷
m2
f − p2x(1− x)

[ℓ2E +∆]2

]
+ i(p2δZ − δm)

=
4ig2Γ(1− D

2
)(D − 1)

(4π)D/2

∫ 1

0

dx∆
(µ2

∆

)2−D/2
+ i(p2δZ − δm), (1352)

odakle

M2(p2) = (δm − p2δZ)−
4g2Γ(1− D

2
)(D − 1)

(4π)D/2

∫ 1

0

dx∆
(µ2

∆

)2−D/2

d

dp2
M2(p2) = −δZ − 4g2Γ(2− D

2
)(D − 1)

(4π)D/2

∫ 1

0

dxx(1− x)
(µ2

∆

)2−D/2
. (1353)

Budući da ∆ ovisi o p2 i za δm i δZ će se dobiti vrijednost različita od nule kad se primjene
renormalizacijski uvjeti (1335) odnosno (1348). Iz (1353) nalazimo δZ ,

δZ = −4g2Γ(2− D
2
)(D − 1)

(4π)D/2

∫ 1

0

dxx(1− x)
( µ2

∆(m2)

)2−D/2
, (1354)

282



gdje je ∆(m2) = m2
f − x(x− 1)m2. Iz (1353) i rezultata za δZ nalazimo δm

δm = m2δZ +
4g2Γ(1− D

2
)(D − 1)

(4π)D/2

∫ 1

0

dx∆(m2)
( µ2

∆(m2)

)2−D/2

=
4g2Γ(2− D

2
)(D − 1)

(4π)D/2

∫ 1

0

dx
( µ2

∆(m2)

)2−D/2[
m2
f − x(1− x)m2

(
2− D

2

)

︸ ︷︷ ︸
konačno

]

=
4g2m2

f Γ(2− D
2
)(D − 1)

(4π)D/2

∫ 1

0

dx
( µ2

∆(m2)

)2−D/2
− 2g2m2

(4π)2︸ ︷︷ ︸
konačno

. (1355)

Dakle Yukawina teorija ima i δm i δZ različit od nule.

DZ. Nad–i kontračlan za fermion-skalar vrh u Yukawinoj teoriji.

Pregled za renormaliziranu teoriju polja – postupak

1. Apsorbiraj renormalizacije jakosti polja reskalirajući polja.
2. Razdijeli L u dva dijela, stavljajući beskonačne neobservabilne članove u kontračlanove.
3. Specificiraj renormalizacijske uvjete koji definiraju fizikalne mase i konstante veze i
zadržavaju renormalizacije jakosti polja jednake jedninici (polja se vǐse dodatno ne renor-
maliziraju).
4. Izračunaj amplitude s novim Feynmanovim pravilima, podešavajući kontračlanove
tako da se ispune renormalizacijski uvjeti.

6.3 Renormalizacija QED

Primjenimo sada postupak za renormalizirnu teoriju polja na QED.
- Originalni QED Lagrangijan je

L = −1

4
FµνF

µν + ψ(i/∂ −m0)ψ − e0ψγ
µψAµ . (1356)

1. Apsorpcija renormalizacijskih konstanti

U računima QED elektronskog i fotonskog propagatora sreli smo sljedeće izraze,

=
iZ2

/p−m
+ · · · ; =

−iZ3gµν
q2

+ · · · . (1357)

Sada zamjenjujemo polja sa renormaliziranim poljima,

ψ = Z
1/2
2 ψr i Aµ = Z

1/2
3 Aµr . (1358)
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Time se eliminira faktor Z2 i Z3 iz izraza za propagatore (1357) (propagatori su sada
propagatori u renormaliziranim poljima) i u LSZ formuli za S matrične elemente (907) se
takod–er eliminiraju ti isti faktori. Redefinicijom (1358) QED Lagrangijan postaje

L = −1

4
Z3(F

µν
r )2 + Z2ψr(i/∂ −m0)ψr − e0Z2Z

1/2
3 ψrγµψrA

µ
r . (1359)

2. Definicija (i skaliranje) fizikanog naboja; definicija mase

Uvodimo fizikani naboj definirajući faktor skaliranja Z1,

e0Z2Z
1/2
3 = eZ1. (1360)

Primjetite da naboj nije definiran kao e0Z2Z
1/2
3 , već je uveden dodatni faktor skaliranja.

Napomenimo da se QED naboj se mjeri na velikim udaljenostima odnosno malim pri-
jenosima impulsa q.

Fizikalnu masu m definiramo kao položaj pola elektronskog propagatora.

3. Definicija kontračlanova

Definicija fizikalne mase i naboja nam omogućuje da Lagrangijan razdvojimo na dva di-
jela,

L =
(
− 1

4
(F µν

r )2 + ψr(i/∂ −m)ψr − eψrγµψrA
µ
r

)

+
(
− 1

4
δ3(F

µν
r )2 + ψr(iδ2/∂ − δm)ψr

)
− eδ1ψrγµψrA

µ
r . (1361)

Izraz u prvoj zagradi predstavlja Lagrangijan renormalizirane QED. Izraz u drugoj zagradi
zadrži neobservabilne članove, kontračlanove. Beskonačne konstante koje se javljaju u
kontračlanovima jednake su

δ3 = Z3 − 1, δ2 = Z2 − 1,

δm = Z2m0 −m, δ1 = Z1 − 1 = (e0/e)Z2Z
1/2
3 − 1 . (1362)

4. Feynmanova pravila za renormaliziranu QED

Feynmanova pravila za renormaliziranu QED, koja izlaze iz Lagrangijana (1361) su

q

µ ν
=

−igµν
q2 + iε

(Feynman gauge)
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p
=

i

/p−m+ iε

µ

= −ieγµ

µ ν = −i(gµνq2 − qµqν)δ3

= i(/pδ2 − δm)

µ

= −ieγµδ1 . (1363)

Pored standardnih QED pravila (prva tri), sada sa fizikalnom masom e− i fizikalnim nabo-
jem javljaju se još tri dodatna pravila za kontračlanove. ee i eeγ kontračlanovi se mogu
očitati direktno iz Lagrangijana (1361), dok za γγ kontračlan treba napraviti parcijalnu
integraciju 1

4
(Fµν)

2 izraza koja daje −1
2
Aµ(∂

2gµν + ∂µ∂ν)Aν , što daje izraz za γγ kon-
tračlan.

5. Renormalizacijski uvjeti

Svaki od kontračlanova mora biti odred–en (fiksiran) pripadnim renormalizaci-
jskim uvjetom.
Četiri uvjeta smo već definirali:
- dva od njih odred–uju da je elektronska i fotonska jakost polja jednaka jedinici – nismo
točno specificirali gdje, iako to znamo od prije – fotonska jakost u q2 = 0 a elektronska
jakost u /p = m.
- ostala dva definiraju masu elektrona i njegov naboj – masa je ponovno definirana u
/p = m, a naboj u qµ = 0.
Da bismo eksplicite napisali te uvjete trebaju nam notacija iz prethodnih poglavlja za
amputirane jednočestično ireducibilne QED Greenove funkcije sa dva i tri polja,

µ ν1PI = iΠµν(q) = i(gµνq
2 − qµqν)Π(q2),

1PI = iΣ(/p),
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amputiran

= −ieΓµ(p′, p) .

(1364)

Ukupni fotonski propagator (do na qµqν članove koje zanemarujemo zbog Wardovog iden-
titeta) i ukupni elektronski propagator glase (vidi (1132) i (1223)),

µ ν =
−igµν

q2(1− Π(q2))
,

=
i

/p−m− Σ(/p)
. (1365)

Iz renormalizacijskih uvjeta slijedi da je

i

/p− (m+ Σ(/p = m)︸ ︷︷ ︸
=m

) + (/p−m)
dΣ(/p)

d/p

∣∣∣
/p=m

︸ ︷︷ ︸
=/p−m

+ . . .

/p→m−→ i

/p−m
,

−igµν
q2 (1− Π(0)︸ ︷︷ ︸

=1

) + . . .

q2→0−→ −igµν
q2

,

−ieΓµ(p′, p) qµ→0−→ −ieγµ, (1366)

odakle slijedi

Σ(/p = m) = 0,

d

d/p
Σ(/p)

∣∣∣∣
/p=m

= 0,

Π(q2 = 0) = 0,

−ieΓµ(p′ − p = 0) = −ieγµ . (1367)

Prva od relacija (1367) fiksira masu, druga i treća su zahtjevi da su reziduumi elektron-
skog i fotonskog propagatora jednaki jedinici. Uz te uvjete zadnja relacija fiksira da je
naboj elektrona jednak e. Iz tih uvjeta se mogu odrediti renormalizacijske konstante
δ1, δ2, δ3 i δm. One se odred–uju u pertubativnom računu smetnje i to iterativno, za svaki
red računa smetnje posebno.

STRUKTURA QED NA NIVOU JEDNE PETLJE
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Sada ćemo naći u drugom redu računa (e2 odnosno α red) smetnje amputirane 1PI funkcije
Σ(p), Π(q2) i Γµ(q) rabeći Feynmanova pravila renormalizirane QED i dimenzijsku regu-
larizaciju, te infinitezimalnu masu fotona µ1 za regularizaciju IR divergencija (stavljamo
µ1 jer µ iznačava masu u integracijskoj mjeri). Iz njih i renormalizacijskih uvjeta (1367)
odredit ćemo renormalizacijske konstante δ1, δ2, δ3 i δm u najnižem redu računa smetnje.
Indeks 2 na veličinama (npr. Σ2) označava veličinu izračunatu u drugom redu računa
smetnje.

Dijagram vlastite energije elektrona i nalaženje δ2 i δm

U renormaliranoj QED dijagram vlastite energije elektrona pored petlja-doprinosa (označavamo
ga sa L) ima i doprinos od kontračlana (označavamo ga sa C), za koji znamo oblik ali ne
i renormalizacijske konstante δ2 i δm koje se javljaju u njemu,

−iΣ2(p) = −iΣL
2 (p)− iΣC

2 (p), (1368)

gdje je

−iΣC
2 (p) =

p
= i(/pδ2 − δm), (1369)

a −iΣL
2 (p) doprinos petlje koji ćemo sada izračunati,

−iΣL
2 (p) =

p k

p − k

p

= −e2
∫
µ4−DdDk

(2π)D
γµ(/k +m)γµ

(k2 −m2 + iε)((p− k)2 − µ2
1 + iε)

= −e2
∫ 1

0

dx

∫
µ4−DdDℓ

(2π)D
(2−D)(/ℓ + /px) +Dm

[ℓ2 − ((1− x)m2 + xµ2
1 − p2x(1− x)︸ ︷︷ ︸

≡∆

) + iε]2

= −ie2
∫ 1

0

dx

∫
µ4−DdDℓE
(2π)D

(2−D)(/px) +Dm

[l2E +∆]2

= −ie2
∫ 1

0

dx
1

(4π)D/2
Γ(2−D/2)

Γ(2)

(µ2

∆

)2−D/2
[(2−D)/px+Dm] . (1370)

Tu je ∆ = (1 − x)m2 + xµ2 − p2x(1 − x). Množenjem (1370) s i i deriviranjem po /p
dobijamo

ΣL
2 (p) = e2

Γ(2− D
2
)

(4π)
D
2

∫ 1

0

dx
(µ2

∆

)2−D
2
[(2−D)/px+Dm]
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dΣL
2 (p)

d/p
= e2

Γ(2− D
2
)

(4π)
D
2

∫ 1

0

dx
( µ
∆

)2−D
2

×
[
(2−D)x+

((2−D)x/p+Dm)x(1− x)(2− D
2
)/p

∆

]
. (1371)

S druge strane (1369) slijedi

ΣC
2 (p) = −/pδ2 + δm,

dΣC
2 (p)

d/p
= −δ2 . (1372)

Rabeći (1368), (1371), (1372), iz drugog od renormalizacijskih uvjeta (1367) dobijamo,

δ2 = −dΣ
C
2 (p)

d/p

∣∣∣∣
/p=m

=
dΣL

2 (p)

d/p

∣∣∣∣
/p=m

= −e
2Γ(2− D

2
)

(4π)
D
2

∫ 1

0

dx
( µ2

m2(1− x)2 + xµ2
1

)2−D
2

×
[
(D − 2)x−

(
2− D

2

)2x(1− x)((2−D)x+D)

(1− x)2 + x(µ2
1/m

2)︸ ︷︷ ︸
konačno

]

D→4−→ − e2

(4π)2

∫ 1

0

dx

[
2x
(2
ε
− γ +

µ2

m2
− 1− ln

[
(1− x)2 +

µ2
1

m2

])

−2x(1− x)(4− 2x)

(1− x)2 + x
µ21
m2

]
. (1373)

Primjetite da drugi član u uglatoj zagradi u drugom redu jednadžbe (1373) daje konačan
rezultat jer sadrži faktor 2−D/2 koji u kombinaciji sa Γ(2− D

2
) daje 1. Rabeći (1368),

(1371), (1372), te rezultat (1373) iz prvog od renormalizacijskih uvjeta (1367) dobijamo

δm = δ2m− ΣC
2 (m) = δ2m+ ΣL

2 (m)

= −e
2mΓ(2− D

2
)

(4π)
D
2

∫ 1

0

dx
( µ2

m2(1− x)2 + xµ2
1

)2−D
2

×
[
D −

(
2− D

2

)2x(1− x)((2−D)x+D)

(1− x)2 + x(µ2
1/m

2)︸ ︷︷ ︸
konačno

]

= − e2

(4π)2

∫ 1

0

dx

[
4
(2
ε
− γ +

µ2

m2
− 1

2
− ln

[
(1− x)2 +

µ2
1

m2

])

−2x(1− x)(4− 2x)

(1− x)2 + x
µ21
m2

]
. (1374)

288



Dijagram vlastite energije fotona (tj. vakuumske polarizacije) i nalaženje δ3

Kao kod dijagrama vlastite energije elektrona, u renormaliziranoj QED dijagram vlastite
energije fotona jednak je zbroju petlja-doprinosa i kontračlan doprinosa,

i(Π2)µν(q) = i(ΠL
2 )µν(q) + i(ΠC

2 )µν(q)

= (q2gµν − qµqν) iΠ2(q
2) (1375)

(druga jednakost je posljedica baždarne invarijantnosti). Tu je prema Feynmanovom
dijagramu za kontračlan (vidi četvrti dijagram u (1363))

i(ΠC
2 )µν(q) = −iδ3(q2gµν − qµqν) = (q2gµν − qµqν)iΠ

C
2 . (1376)

Petlja-doprinos smo izračunali već ranije (vidi jednadžbe (1263) i (1264)) ali sa golim
parametrima m0 i e0. Rezultat je isti, samo treba zamijeniti m0 → m i e0 → e,

−i(ΠL
2 )
µν(q) =

k
p

k + p

= −4e2
∫
dDkµ4−D

(2π)D
kµ(k + q)ν + kν(k + q)µ − gµν(k · (k + q)−m2)

[k2 −m2 + iε][(k + q)2 −m2 + iε]

= (gµνq2 − qµqν) iΠ2(q
2), (1377)

gdje je

ΠL
2 (q

2) =
−8e2

(4π)D/2

∫ 1

0

dxx(1− x)
Γ(2−D/2)(µ2)2−D/2

∆2−D/2

= −2α

π

∫ 1

0

dxx(1− x)
(2
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2
− ∆

m2

)
(1378)

gdje je ∆ = m2 − x(1− x)q2. Iz (1376), (1377) i (1375) slijedi

Π2(q
2) = ΠL

2 (q
2) + ΠC

2 (q
2)

= −δ3 −
2α

π

∫ 1

0

dxx(1− x)
(2
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2
− ∆

m2

)
. (1379)

Iz trećeg od QED renormalizacijskih uvjeta (1367) slijedi

δ3 = ΠL
2 (0)

=
−8e2Γ(2− D

2
)

(4π)
D
2

· 1
6

( µ2

m2

)2−D
2

= − α

3π

(2
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2

)
. (1380)

289



Dijagram vrha i odred–ivanje kontračlana δ1

U renormaliziranoj QED amplituda vrha ima tri doprinosa

u(p′)[−ieΓµ(p′, p)]u(p) = u(p′)
[
− ie

(
F1(q

2)γµ + F2(q
2)
iσµνqν
2m

)]
u(p)

=

µ

p′ p

q
+

µ

p′ p

q
+

µ
q

p′ p .

(1381)

Prva dva člana daju doprinos samo form faktoru F1(q
2)

(Γµ)a+b = γµ + γµδ1,

(F1)a+b(q
2) = 1 + δ1, (1382)

dok treći član daje doprinos za oba form faktora. Promjetite da iz toga izlazi da se
form faktor F2(q

2) ne treba renormalizirati na nivou jedne petlje. (To je opće svojstvo
za svaki operator koji se javlja tek na nivou s n petlji – na tom nivou njega se ne treba
renormalizirati.) Za nalaženje renormalizacijske konstante dovoljno je izračunati treću
amplitudu za p = p′ tj. q = 0,

u(p′)[−ieΓµc (p′, p)]u(p)

=

∫
dDkµ4−D

(2π)D
u(p′)γα(/k + /q +m)γµ(/k +m)γαu(p)(−e3)

[k2 −m2 + iε][(k + q)2 −m2 + iε][(p− k)2 − µ1 + iε]

= (−e3)
∫ 1

0

dxdydz 2δ(x+ y + z)

∫
dDℓµ4−D

(2π)D
B

[ℓ2 −∆+ iε]3
, (1383)

gdje je ∆ = m2(1− z)2 − q2xy, a B je dan izrazom

B = u(p′)[γα(/ℓ + /q(1− y) + /pz +m)γµ(/ℓ − /qy + /pz +m)γα]u(p)
q→0−→ u[γα(/ℓ + /pz +m)γµ(/ℓ + /pz +m)γα]u(p)

= u(p)γµu(p)
[(2−D)2

D
+m2((2−D)(z2 + 1) + 2zD)

]
u(p) . (1384)

Odatle sred–ivanjem, rabeći ∆(0) = (1− z)2m2 + zµ2 (omogućuje integraciju po x i y), te
integracijom po 4 impulsu dobijamo

u(p)[−ieΓµc (p, p)]u(p) = u(p)γµu(p)[−ieF1(0)]

= (−2e3)u(p)γµu(p)

∫ 1

0

dz(1− z)
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×
[
(2−D)2

D

∫
µ4−DdDℓ

(2π)D
ℓ2

[ℓ2 −∆(0) + iε]3

+m2((2−D)(z2 + 1) + 2zD)

∫
µ4−D

dDℓ
(2π)D

1

[ℓ2 −∆(0) + iε]3

]

=
−2ie3

(4π)D/2

∫ 1

0

dz(1− z)
[( µ2

∆(0)

)2−D
2 (2−D)2Γ(2− D

2
)

2

+Γ(3− D

2
)
( µ2

∆(0)

)2−D
2 m2[(D − 2)(z2 + 1)− 2Dz]

∆(0)

]

= (−2ie3)u(p)γµu(p)
1

(4π)2

∫ 1

0

dz(1− z)

×
[(2
ε
− γ + ln 4π − 1 + ln

µ2

m2
− ln

∆(0)

m2

(
+

m2

∆(0)
(z2 + 1− 4z)

)]
. (1385)

Odatle možemo očitati izraz za (F1)c(0). Ukupni F1(0) jednak je zbroju vrijednosti (1382)
i (1385) i on prema četvrtom od QED renormalizacijskih uvjeta (1367) mora biti jednaka
jednici, F1(0) = 1. Odatle za δ2 dobijamo

δ1 = −FL
1 (0)

= − e2

(4π)D/2

∫ 1

0

dz(1− z)
( µ2

m2(1− z)2 + µ2
1z

)2−D
2

×
[((2−D)2Γ(2− D

2
)

2
+ Γ

(
3− D

2

) [(D − 2)(z2 + 1)− 2Dz]

((1− z)2 +
µ21
m2 z)

]
. (1386)

Rabeći izraze za δ1 (1386) i δ2 (1373) možemo provjeriti da li vrijedi jednakost Z1 = Z2,
odnosno δ1 = δ2. Da bi se to to dokazalo treba rabiti parcijalnu integraciju i razvoj po
ε = 4−D. Konačan rezultat koji se dobiva gornjim postupkom za δ1 − δ2 jednak je nuli.

DZ. Za domaću zadaću pokažite da je δ1 − δ2 = 0 polazeći od izraza za δ1 (1386) i δ2
(1373) koji su ”egzaktni” tj. ovise o D (nisu razvijeni po ε).

Dokaz relacije δ1 = δ2 na nivou jedna petlje iz Wardovog identiteta

Kao i u prijašnjim računima jednakost δ1 = δ2 slijedi iz Wardovog identiteta. QED
Lagrangijan bez kontračlanova

Lr = −1

4
(F µν

r )2 + ψr(i/∂ −m)ψr − eψrγµψrA
µ
r (1387)

je baždarno invarijantan. Ako je regulator baždarno invarijantan, a je jer rabimo di-
menzijsku regularizaciju, to implicira da je Wardov identitet ispunjen bez kontračlanova.
Posebice to osigurava da je ispunjena jednakost

δFL
1 (0) +

dΣL
2

d/p

∣∣∣∣
/p=m

= 0 . (1388)
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Zbog toga će i kontračlanovi koji ponǐstavaju FL
1 (0) odnosno (dΣL

2 /d/p)|/p=m biti jednaki

(Sjetimo se δ1 = −FL
1 (0) i δ2 = (dΣL

2 /d/p)|/p=m). Stoga je u α redu δ1 = δ2.

Dokaz relacije δ1 = δ2 iz Wardovog identiteta u bilo kojem redu računa smetnje

Upotrebom istog argumenta i metoda koje smo rabili da bi dokazali Wardov identitet
u bilo kojem redu računu smetnje u ”goloj” teoriji možemo dokazati jednakost δ1 =
δ2 u bilo kojem redu računa smetnje. Generalizacijom argumenata koji su korǐsteni u
”goloj” teoriji, može se pokazati da vrijedi jednakost (Peskin 7.68) ako su uključeni i
kontračlanovi. Ako je pokazana jednakost δ1 = δ2 u αn-tom radu računa smetnje, tada
slijedi da je (dΣ2/d/p)|/p=m = F1(0) u α

n+1-vom redu računa smetnje. Da bi bio ispunjen

renormalizacijski uvjet (Peskin 10.40) tada moramo staviti da je δ1 = δ2 u α
n+1-vom redu

računa smetnje. Opisani postupak daje dodatni dokaz relacije Z1 = Z2 u bilo kojem redu
računa smetnje.

(Amon intrepretacija : Nulti red : vrijedi Ward u renormaliziranoj teoriji (RT):

qµΓ
µ
0 = qµγ

µ

= (/p+ /q −m)− (/p−m) = i(S−10 (p+ q)− S−10 (p)) . (1389)

Wardov identitet po Peskinu vrijedi u svakom redu računa smetnje, dakle i u prvom.
Razlog za to je indirektan. On vrijedi za golu teoriju. Dakle vrijedi i za teoriju s kon-
tračlanovima u bilo kojem redu računa smetnje. Samo sve veličine treba razviti u red po e
i gledati članove uz dani red računa smetnje – on mora biti zadovoljavati Wardov identitet
u tom redu računa smetnje. Odatle u prvom redu slijedi (dodajemo kontračlanove, vrijedi
F1(0) = 1, pol propagatora je 1),

qµΓ
µ
1(0) = /q(1− δ1)

= ((/p+ /q)(1− δ2)−m(1 + δm))− (/p(1− δ2)−m(1 + δm)) . (1390)

Odatle dobijamo δ1 = δ2 u prvom redu računa smetnje. Postupak ponovimo za drugi red
računa smetnje, uključujući i kontračlanove u prvom redu računa smetnje. Tada ćemo
dobiti δ1 = δ2 u drugom redu računa smetnje. Postupak nastavljamo ...)

Univerzalnost naboja

Jednakost Z1 = Z2 ima jednu bitnu implikaciju koja slijedi iz definicije renormaliziranog
naboja (1360),

Z1e = Z2Z
1/2
3 e0

Z1=Z2−→ e = Z
1/2
3 e0 . (1391)

Kao što se vidi iz druge jednakosti veza izmed–u golog i renormaliziranog naboja ovisi
samo o jakosti renormalizacije fotonskog polja, Z3 a ne o svojstvima čestice s kojim foton
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med–udjeluje (osim njenog golog naboja). Npr, za elektron i mion imamo,

ee = (Ze
3)

1/2e0,

eµ = (Zµ
3 )

1/2e0 . (1392)

Kako elektron i mion imaju iste gole naboje to su i njihovi renormalizirani naboji jednaki.
To znači da su fizikalni naboji svih čestica istog golog naboja med–usobno jednaki, tj da
je naboj univerzalna veličina.

6.4 Renormalizacija u vǐsim redovima računa smetnje

- U prethodnim poglavljima razvijen je algoritam za račun amplituda raspršenja u bilo
kojem redu računa smetnje renormalizabilne teorije polja.
- Pokazali smo da taj algoritam daje konačne rezultate na nivou jedne petlje u φ4 teoriji
i QED.
- Prema naivnoj/jednostavnoj analizi u poglavlju 6.1. algoritam bi trebao raditi i u vǐsim
redovima računa smetnje. Med–utim u toj analizi su zanemareni poddijagrami.

Divergentni poddijagrami

A. Konačni dijagram s divergentnim poddijagramom

Ako inače konačni dijagram sadrži beskonačan poddijagram, divergenciju je lako tretirati.
Npr. suma dijagrama,

+

.

(1393)

je konačna. Divergencija fotonskog propagatora se ponǐstava na isti način kada se takve
strukture,

+

.

(1394)

javljaju u drvastom dijagramu. Konačna suma propagatorska dijagrama daje integrand
vanjskoj petlji koja konvergira dovoljno brzo (u impulsu petlje) da integral još uvijek
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konvergira. Pokažimo to na gornjem primjeru.

Rabeći izraze za Π2(q
2) (vidi (1264) i (1265) i za fotonski kontračlan (vidi (1363) i (1380)),

nalazimo,

ΠL
µν(q) = i(gµνq

2 − qµqν)Π2(q
2)

= i(gµνq
2 − qµqν)

×
[
− e2Γ(2− D

2

(4π)D/2

∫ 1

0

dxx(1− x)
( µ2

m2 − x(1− x)q2

)4−D]
,

ΠC
µν(q) = i(gµνq

2 − qµqν)[−δ2]
= i(gµνq

2 − qµqν)[−Π2(0)] . (1395)

Odatle nalazimo,

Πµν(q
2) = ΠL

µν(q
2) + ΠC

µν(q
2)

= i(gµνq
2 − qµqν)[Π2(q

2)− Π2(0)]

= i(gµνq
2 − qµqν)

−e2Γ(2− D
2

(4π)D/2)

×
∫ 1

0

dxx(1− x)
[( µ2

m2 − x(1− x)q2

)4−D
− 1
]

︸ ︷︷ ︸
proporcionalno ε = 4−D)

= i(gµνq
2 − qµqν) ·

−8e2

(4π)2

∫ 1

0

dxx(1− x) · q
2

m2
x(1− x)

= i(gµνq
2 − qµqν)

−α
15π

q2

m2
. (1396)

Uvrštavajući taj izraz u kao efektivni operator u kvadratični dijagam nalazimo da je
amplituda (1393) jednaka

∫
d4ℓ

(2π)4
u(p3)(−ieγµ)

i(/ℓ + /p3 +m)

(ℓ+ p3)2 −m2 + iε
(−ieγν)u(p1)

× u(p4)(−ieγρ)
i(−/ℓ + /p4 +m)

(−ℓ+ p4)2 −m2 + iε
(−ieγσ)u(p2)

× −igνσ
(ℓ+ p3 − p1)2 + iε

· −ig
µµ1

ℓ2 + iε

[
i(gµ1µ2ℓ

2 − ℓµ1ℓµ2)
−α
15π

ℓ2

m2

]−igµ2ρ
ℓ2 + iε

, (1397)

gdje su p3 i p4 izlazni a p1 i p2 ulazni impulsi elektrona, a ℓ impuls koji prolazi kroz fotonski
dijagram vlastite energije (ostale možete lako naći). Dimenzija integrala u ℓ impulsima
jednaka je −4, pa je cjelokupni integral konačan i stoga je opravdano integrirati u D = 4
dimenzija.
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B. Ugnježdene/preklopne divergencije

- Kompliciranije situacija se javlja ako imamo ugnježdene ili preklapajuće divergen-
cije. Evo nekih primjera

u φ4 teoriji

u QED . (1398)

Fotonski dijagram vlastite energije na nivou dvije petlje

- Razmotrimo fotonski dijagram vlastite energije,

x

z

y

w

k
1
−

k
2

k1k2

q
(1399)

Jedan doprinos dijagramu se javlja kada je k2 jako velik. To znači da su točke x, y, z
jako bliske, dok w može biti dalje od njih. U tom području impulsa možemo misliti o
virtualnom fotonu misliti kao o korekciji na vrh u točki x.

-Divergencije

Rabeći Pauli-Villarsovu regularizaciju za korekciju vrha našli smo da je korekcija vrha
ima logaritamsku divergenciju oblika

x
µ ∼ −ieγµ · α ln Λ2 (1400)

u limesu Λ → ∞. Umečući taj izraz u ostatak dijagrama i integrirajući po k1 dobijamo
izraz za vlastitu energiju Π2(q

2) pomnoženu s dodatnom logaritamskom divergencijom

∼ α(gµνq2 − qµqν)Π2(q
2) · α ln Λ2
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∼ α(gµνq2 − qµqν)Π2(q
2)(lnλ2 + ln q2) · α ln Λ2 . (1401)

- Izvor (ln Λ)2 članova je područje impulsa gdje su i k1 i k2 veliki.
- ln q2 ln Λ2 član dolazi iz područja gdje je k2 velik k1 malen.
Drugi takav član javlja se kada je k1 valik a k2 malen, i njemu odgovara dijagram u kojem
su točke y, z i w bliske, pa se virtualni foton koji se izmjenjuje izmed–u y i z može uzeti
kao korekcija vrha u w.

-Problem s kriterijem ”prividne divergencije i njegovo rješenje”

- Članovi proporcionalni Π2(q
2) ln Λ2 u vakuumskom polarizacijskom dijagramu s dvije

petlje (1399) su u kontradikciji s naivnim argumentom, baziranim na kriteriju prividne
divergencije, da su divergentni članovi Feynmanovih integrala uvijek JEDNOSTAVNI
POLINOMI u q2.
- Divergencije koje se javljaju uz POLINOME u q2 zovemo LOKALNIM DIVERGEN-
CIJMA.
- Divergencije koje se javljaju uz FUNKCIJE KOJE NISU POLINOMI u q2 zovamo
NELOKALNIM DIVERGENCIJMA.
- Iz našeg izvoda se vidi fizikalni smisao nelokalnih divergentnih članova: To su
lokalne divergencije okružene sa običnim, ne-divergentnim procesima u QFT.

- Sukcesivno ponǐstenje kontračlanovima

Ako ta slika opisuje sve divergentne članove u dijagramu s dvije petlje, očekuje se da se
divergencije mogu ponǐstiti s dva tipa kontračlanskih dijagrama:

1. Dijagrami reda α koji se dobijaju ubacivanjem kontračlanova reda α u dijagram vaku-
umske polarizacije s jednom petljom:

+ (1402)

Ti bi dijagrami trebali ponǐstiti nelokalne divergencije u (1399). Oni odgovaraju dopri-
nosima kada je jedan od impulsa k1, k2 velik a drugi malen.
Detaljna analiza pokazuje da suma dijagrama (1399) i ta dva dijagrama kontračlana (1402)
sadrže samo lokalne divergencije.

2. Preostala divergencija reda α2 može se ponǐstiti dijagramom

(1403)

tj. dodajući α2 doprinos renormalizacijskoj konstanti δ3.

DIVERGENCIJE FEYNMANOVIH DIJAGRAMA SA VIŠE PETLJI I NJI-
HOVO PONIŠTENJE
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Gornji primjer se može proširiti na opću sliku divergencija Feynmanovih dijagram s vǐse
petlji i njihovo ponǐstenje.
- Dijagram može sadržati lokalne divergencije.
- Dijagram može sadržati nelokalne divergencije zbog divergentnih poddijagrama umet-
nutih u petlje s malim impulsima. Te se divergencije krate sa dijagramima u kojima su
divergentni poddijagrami zamjenjeni sa dijagramima-kontračlanovima. Pokazuje se da ta
procedura uklanja sve nelokalne divergencije.
- Nadalje, pokazuje se da se sve preostale lokalne divergencija mogu ukloniti kon-
tračlanovima polinomijalnog oblika i time se postiže konačnost sveukupnih ampli-
tuda.
Prvi su dokaz gornjih tvrdnji u bilo kojem redu računu smetnje našli Bogoliubov i Parasiuk
(koji su započeli dokaz), Hepp (koji je završio dokaz) i Zimmermann (koji je elegantno
formulirao njihove rezultate). Njihov rezultat je poznat kao BPHZ teorem. On tvrdi
da se za svaku renormalizabilnu teoriju polja (u Dysonovom smislu?) divergen-
cije uklanjaju u svakom redu računa smetnje vrhovima-kontračlanovima koji
odgovaraju ”prividno” divergentnim amplitudama (npr. u QED to su

)

To zapravo znači da se svaka prividno divergentana teorija može napraviti konačnom sa
danim kompletnim (konačnim) skupom kontračlanova.

Kako je dokaz BPHZ teorema dosta kompliciran, umjesto njega ovdje će uklanjanje di-
vergencija biti ilustirano na primjeru računa sa dvije petlje u φ4 teoriji u kojem će se
ilustrirati ponǐstenje nelokalnih divergencija.
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6.5 Ilustracija BPHZ teorema na primjeru s dvije petlje

Ilustrirajmo teme diskutirane u prethodnom poglavlju na primjeru korelacijske funkcije 4
polja i dvije petlje u φ4 teoriji. Ima 16 dijagrama koji opisuju tu koralacijsku funkciju

(Pored tih dijagrama postoje dijagrami s dvije petlje koje sadrže kao poddijagrame vlastitu
energiju skalarnog polja na nivou jedne petlje, med–utim oni se ponǐstavaju sa kontračlanovima,
kao što je pokazano u i ispod jedn. (1350), pa ih ne uzimamo u obzir).

Križna simetrija

Uočimo med–u tim dijagramima grupe od po 5 dijagrama koji su med–usobno povezani
križnom simetrijom. Zbog toga je dovoljno razmatrati samo sljedećih 6 nezavisnih dija-
grama,

s+ + + + +

(1404)

- Zadnji 6-ti dijagram ima oznaku s što označava da se gleda samo s-kanalsni doprinos
kontračlanu drugog reda (vidi jedn. (1408)).
- Ako je suma gornjih dijagrama konačna, onda se zamjenom s→ t→ u dobijaju doprinosi
ostalih dijagrama.
- Vrijednost zadnjeg dijagrama u (1404) je konstanta koja se podešava tako da se
apsorbiraju divergencije neovisne od vanjskih impulsa.
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- Cilj ovog računa je pokazati da se divergentni članovi ovisnu o impulsu koji se
javljaju u preostalih 5 dijagrama krate (to je ideja BPHZ teorema).

Kontračlan na nivou jedne petlje

- Četvrti i peti dijagram u (1404) sadrže kontračlan koji smo izračunali ranije (vidi (1336),
(1339), (1343) i (1344)). Kratko ponavljamo račun. Funkciju petlje iV (p2) definirali smo
kao,

p

= (−iλ)2iV (p2),

iV (p2) = − i(µ
2)2−

D
2 Γ(2− D

2
)

2Γ(2)(4π)
D
2

∫ 1

0

dx

[m2 − p2x(1− x)]2−
D
2

= − i

(32π2)

∫ 1

0

dx
(2
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2
− ln[1− p2

m2
x(1− x)]

)
. (1405)

- Iz renormalizacijskog uvjeta (1336) (amputirana korelacijska funkcija 4 polja na pragu
reakcije, s = 4m2, t = u = 0 jednaka je −iλ) slijedi da kontračlan mora ponǐstavati
doprinose triju dijagrama (za s, t i u kanale) na nivou jedne petlje,

(−iλ)2[iV (4m2) + i2V (0)] + (−iδλ). (1406)

Odatle nalazimo

= δλ = (−iλ)2[−iV (4m2)− 2iV (0)] . (1407)

- Odvajamo s doprinos od t+u doprinosa kontračlanu jer se divergencije svakog od dvaju
doprinosa ponǐstavaju u zasebnoj grupi dijagrama,

s
= (−iλ)2(−iV (4m2)),

t + u
= (−iλ)2(−2iV (0)) . (1408)

Tri grupe dijagrama

- Dijagrame iz jedn. (1404) razdvajamo na tri grupe,

I :

s

s
+ +
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II :

t + u

+

III :
t + u

+

· Pokazat ćemo da se divergencije ovisne o impulsu krate za svaku grupu zasebno.
· Grupe II i III su povezane jednostavnom zamjenom impulsa pa je stoga dovoljno gledati
grupe I i II (Napomena: t i u dijagrami se razlikuju samo po tome koji se skalari vežu na
početno/konačno stanje, a ovdje radimo sa amputiranim amplitudama.)

Grupa I

Faktorizacija amplituda

Račun u grupi I je jednostavan jer se svaki od 3 dijagrama faktorizira na članove koje smo
već izračunali. Za prvi dijagram dobijamo

p1 p2

p3 p4

k k + p

k k + p

p

p

=
(−iλ)3
2 · 2

=iV (p2)︷ ︸︸ ︷( ∫ dDk1µ
4−D

(2π)
D
2

i

k21 −m2

i

(k1 + p)2 −m2

)

×
(∫ dDk2µ

4−D

(2π)
D
2

i

k22 −m2

i

(k2 + p)2 −m2

)

= (−iλ)3[iV (p2)]2 . (1409)

Primjetite da svaki poddijagram ima simetrijski faktor 1/2. Za drugi dobijamo (rabimo
izraz za s dio renormalizacijske konstante δλ (1408) – označavamo ga sa (−iδλ)s)
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k

p

p

s

k + p = (−iδλ)s
−iλ
2

(∫ dDkµ4−D

(2π)
D
2

i

k2 −m2

i

(k + p)2 −m2

)

= (−iλ)3[iV (p2)][−iV (4m2)]

=

p

p

s
k + pk

. (1410)

Treći dijagram je očigledno jednak drugom.

Suma dijagrama i ne postojanje p2 ovisnih divergencija

Suma amplituda gornjih triju dijagrama se može napisati na sljedeći način

(−iλ)3
(
[iV (p2)]2 − 2[iV (p2)][−iV (4m2)]

)

= (−iλ)3
(
−[V (p2)− V (4m2)]2 + [V (4m2)]2

)
. (1411)

Drugi član je divergentan i konstantan - ne sadrži p2. Prvi član je ovisan o p2 ali je
konvergentan (vidi (1405)),

V (p2)− V (4m2) =
1

32π2

∫ 1

0

dx
1− p2

m2x(1− x)

1− 4x(1− x)
. (1412)

Zbog toga se u s dijelu amplitude s dvije petlje za 2 → 2 raspršenje p2 divergencije krate.

Kraćenje preostale divergencije

Divergencija koja se nalazi u [V (4m2)]2 je neovisna o p2, dakle lokalna je, pa se može
apsorbirati konstantnim kontračlanom drugog reda u (1404)

s . (1413)

Napomene u vezi s (1411)

1. Divergencija (a s time i kontračlan drugog reda je proporcionalna (D = 4− ε)

[V (4m2)]2 ∝ [Γ(2− D

2
)]

D→4−→
(2
ε

)2
. (1414)
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Drugim riječima javlja se dvostruki pol, za razliku od onog koji se javlja u kontračlanu
(renormalizacijskoj konstanti) prvog reda.
Općenito dijagrami s n petlji sadržavat će polove vǐseg reda (do pola (2/ε)n). Pol najvǐseg
reda je uvijek p2 neovisna konstanta.
2. Nadalje, u visoko-enegetskom limesu je

V (p2)− V (m2)
p2→∞∼ ln p2

m2 (1415)

Odatle slijedi da je vrh sa dvije petlje proporcionalan (ln2 p2

m2 ), i sa λ
3 jer ima tri vrha.

Dijagram iste strukture s n petlju ima oblik i p2-zavisnost

︸ ︷︷ ︸

n petlji

. . .

. . . ∼ λn+1
(
ln
p2

m2

)n
. (1416)

To asimptotsko ponašanje je zapravo opće ponašanje dijagrama s vǐse petlji i može se
opisati renormalizacijskom grupom.

Grupa II

Račun amplitude u grupi II je puno teži jer prvi od dva dijagrama sadrži preklopnu di-
vergenciju. Njega ćemo sada analizirati.

Amplituda dijagrama s preklopnom divergencijom

Amplituda prvog dijagram iz grupe II glasi

p3 p4

p1 p2

k k + p

=
(−iλ)3

2

(∫ dDkµ4−D

(2π)
D
2

i

k2 −m2

i

(k + p)2 −m2

)

×
(∫ dDk1µ

4−D

(2π)
D
2

i

k21 −m2

i

(k1 + p+ k)2 −m2

)

︸ ︷︷ ︸
iV ((p3+k1)2)

= (−iλ)3
∫
dDkµ4−D

(2π)
D
2

i

k2 −m2

i

(k + p)2 −m2

(
iV ((k + p3)

2)
)

≡ MIIa . (1417)

U računu amplitude kombinirat ćemo nazivnike tako da će biti direktno moguće izvući
divergentne članove. Taj postupak komplicira nalaženje konačnih članova, med–utim njih
ovdje ne tražimo. Postoji i alternativni postupak za nalaženje UV divergencija u kojem
se zanemaruju mase (vidi Peskin zad. 10.4).
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- Kombinacija nazivnika

Za iV ((k + p3)
2 uvrštavamo izraz (1343) uz zamjenu p → k + p3. U prvom od integrala

rabimo Feynmanovu parametrizaciju

MIIa = −λ
3

2

(µ2)2−
D
2

(4π)
D
2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫
dD(µ2)2−

D
2

(2π)D

1

[k2 + 2k · py + p2y −m2]2
1

[m2 − (k + p3)2x(1− x)]2
. (1418)

- Feynmanova parametrizacija za realne potencije

Da bismo sveli dva nazivnika na jedan rabimo sljedeći identitet (α i β su realni brojevi)

1

AαBβ
=

∫ 1

0

dw
wα−1(1− w)β−1

[wA+ (1− w)B]α+β
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
. (1419)

- Dokaz identiteta

Dokaz je sličan identičan dokazu (1006), a posebno dokazu (1009) (oba dokaza radili ste na
vježbama) jer se u tom dokazu nigdje nismo pozivali na cjelobrojnost potencija. Uvodimo
varijablu z,

z ≡ wA

wA+ (1− w)B
, (1420)

odakle

1− z =
(1− w)B

wA+ (1− w)B
,

dz =
dwAB

[wA+ (1− w)B]2
dw =

z(1− z)

w(1− w)
dw,

dw =
w(1− w)

z(1− z)
dz . (1421)

Iz (1420) i (1420) slijedi da se desna strana u (1419) može napisati

∫ 1

0

wα−1(1− w)β−1

[wA+ (1− w)B]α+β
=

∫ 1

0

dz
1

z(1− z)
w(1− w)

wα−1(1− w)β−1

[wA+ (1− w)B]α+β︸ ︷︷ ︸
zα(1−z)β︸ ︷︷ ︸

zα−1(1−z)β−1

=
1

AαBβ

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
. (1422)
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DZ. Dokažite generalizaciju relacije (1419) za bilo koji broj faktora u nazivniku,

1∏n
i=1Ai

=

∫ 1

0

n∏

i1=1

dwi1δ(1−
n∑

i2=1

wi2)

∏n
i3
w
αi3
−1

i3

[
∑

i4
wi4Ai4 ]

∑

i5
αi5

Γ(
∑n

i6
αi6)∏n

i7=1 Γ(αi7)
. (1423)

- Sred–ivanje izraza

Primjenom relacije (1419) za MIIa (1418) dobijamo

MIIa = −α
3

2

(µ2)4−DΓ(4− D−2
2

)

(4π)
D
2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dw
dDk

(2π)D

1

{w[m2 − x(1− x)(k + p3)
2] + (1− w)[m2 − k2 − 2k · py − p2y]︸ ︷︷ ︸

m2−P 2(w,x)−((1−w)+wx(1−x))ℓ2

}4−D
2

.

(1424)

Kao što je naznačeno u gornjem izrazu, svod–enje izraza u nazivniku na potpuni kvadrat
daje polinom oblika

[(1− w) + wx(1− x)]ℓ2 + P 2(w, x)−m2, (1425)

gdje je

P 2(w, x) = wx(1− x)p23 + (1− w)yp2 − (wx(1− x)p3 + y(1− w)p)2

(1− w) + wx(1− x)
. (1426)

DZ. Dokažite relacije (1425) i (1426)

- Ponašanje P 2(w, x) u limesu w → 0

Za analizu divergencija će nam biti bitno samo ponažanje P 2(w, x) u limesu w → 0, koje
se mo ze direktno očitati iz (1426),

P 2(w, x)
w→0−→ y(1− y)p2 +O(w) (1427)

- Integracija po impulsu - konačan izraza

Primjenom Wickove rotacije i integracijom po impulsu

MIIa = − iλ
3

2

(µ2)2−
D
2 Γ(4− D

2
)

(4π)
D
2

∫ 1

0

dxdydw

×
∫
dDℓE(µ

2)2−
D
2
a

(2π)
D
2

w1−D
2

[m2 − P 2(w, x) + ((1− w) + wx(1− x))ℓ2E]
4−D

2

(1428)
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Izvlačenjem faktora ((1−w)+wx(1−x)) iz uglate zagrade u nazivniku dobija se integral
oblika (1254),

∫
dDℓE(µ

2)2−
D
2

(2π)D
=

(µ2)2−
D
2

(4π)
D
2

Γ(n− D
2

Γ(n)

1

[ℓ2 +∆]n
(1429)

uz n = 4− D
2
i

∆ =
m2 − P 2(w, x)

(1− w) + wx(1− x)
. (1430)

Sred–ivanjem tog izraza za MIIa dobija se

MIIa = − iλ
3

2

(µ2)4−DΓ(4−D)

(4π)D

∫ 1

0

dxdydw

× w1−D
2 (1− w)

((1− w) + wx(1− x))
D
2

1

(m2 − P 2(w, x))4−D
. (1431)

∗ Nalaženje polova

· Gornji izraz ima očigledno pol za D → 4 koji dolazi od Γ(4−D)
· Pored toga on sadrži još jedan pol koji nije toliko očigledan i koji se javlja zbog nule koje
se javlja na granici integralnog područja. Da bismo detektirali taj pol napǐsimo (1431)
kao

MIIa ≡
∫
dww1−D

2 f(w), (1432)

gdje f(w) sadrži sve faktore koji nisu eksplicite napisani.
· Da bismo izolirali pol u w = 0 dodat ćemo i oduzeti f(0)

MIIa =

∫
dww1−D

2 f(0) +

∫
dww1−D

2 [f(w)− f(0)] ≡ M(1)
IIa +M(2)

IIa . (1433)

- Prvi član

Prvi član glasi

M(1)
IIa = − iλ

3(µ2)4−DΓ(4−D)

2(4π)D

∫ 1

0

dxdy

= 1
2−D/2︷ ︸︸ ︷∫ 1

0

dww1−D
2

1

[m2 − P 2(0)]4−D︸ ︷︷ ︸
=[m2−p2y(1−y)]

305



= − iλ
3Γ(4−D)

2(4π)D
1

2− D
2

∫ 1

0

dy
1

[m2 − p2y(1− y)]4−D

= − iλ3

2(4π)2
2

ε

∫ 1

0

dy
[1
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2
− ln[1− p2

m2
y(1− y)]

︸ ︷︷ ︸
nonlocal divergence

]
. (1434)

- U računu smo zadržali samo divergentne članove (1/ε2 i 1/ε), tj. nismo integral po dy
razvijali do ǫ2.
- Član 2

ε
ln[m2 − p2y(1 − y)] je nelokalna divergencija, koja se, kao što ćemo vidjeti,

ponǐstava sa petljom sa t+ u kontračlanom.
- Problematična nelokalna divergencija je iznosa

iλ3

2(2π)4
2

ε

∫ 1

0

dy ln [1− p2

m2
y(1− y)] . (1435)

- Drugi član

Drugi član glasi

M(2)
IIa = − iλ

3Γ(4−D)(µ2)4−D

2(4π)D

∫ 1

0

dxdy

∫ 1

0

dww1−D
2

×
[ 1

[1− w + wx(1− x)]
D
2

1

[m2 − P 2(w, x)]
︸ ︷︷ ︸

f(w)

− 1

[m2 − P 2(0, x)]︸ ︷︷ ︸
f(0)

]
. (1436)

Analizirajmo Taylorov razvoj po w oko nule prvog člana u uglatoj zagradi,

f(w) = f(0) + wf (1)(0) + . . . =
∞∑

m=0

wm

m!
f (m)(0) . (1437)

Primjetimo da samo nulti član, f(0), koji se ponǐstava sa −f(0) daje divergentan integral
u w; ostali su proporcionalni konačnim integralima,

∫ 1

0

dww1−D
2
+m =

1

m+ 2− D
2

, (1438)

gdje je m ≥ 1 potencija w koja se javlja u m-tom članu u Taylorovom razvoju za m 6= 0.
Zbog toga divegenciju daje samo faktor Γ(4−D). Nadalje f(w) impulsnu zavisnost sadrži
samo u članu

1/(m2 − P 2(w, x))4−D = 1− ε ln[m2 − P 2(w, x)], (1439)

tako da se p2 zavisnost javlja uvijek sa faktorom ε. U kombinaciji sa faktorom Γ(4−D)
to daje konačne doprinose ovisne o p2. Stoga vǐsi članovi u Taylorovom razvoju ne mogu
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doprinjeti nelokalnim divergencijama. U drugom članu javlja se samo lokalna, tj. p2 neo-
visna divergencija (kada se faktor 1/(m2 − P 2(w, x))4−D zamjeni s 1).

Amplituda dijagrama s t+ u kontračlanom

Unutar grupe II je još tzv. kontračlan-dijagram kojega moramo čiju amplitudu moramo
dodati amplitudi MIIa čije smo divergentne članove upravo izračunali. Račun je jednos-
tavan,

k + p

t + u

p

k

≡ MIIb

=
1

2
(−iλ)[(−iλ)2(−2iV (0))]

×
∫
dDkµ4−D

(2π)D
i

k2 −m2

i

(k + p)2 −m2

= (−iλ)3(−2iV (0))(−2iV (p2))

= (2iλ3)
[−iΓ(2− 2

D
)

2Γ(2)(4π)
D
2

( µ2

m2

)2−D
2
]

×
[−iΓ(2− 2

D
)

2Γ(2)(4π)
D
2

( µ2

m2

)2−D
2

∫ 1

0

dx

[1− p2

m2x(1− x)]2−
D
2

]

D→4−→ (2iλ3)

2(2π)4

(2
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2

)

×
(2
ε
− γ + ln 4π + ln

µ2

m2
− ln[1− p2

m2
x(1− x)]

)

=
(2iλ3)

2(2π)4

((2
ε

)2
+ 2
(2
ε

)
(−γ + ln 4π + ln

µ2

m2
− 2

ε

∫ 1

0

dx ln[1− p2

m2
x(1− x)]

︸ ︷︷ ︸
nelokalna divergencija

.
)

(1440)

U gornjem računu nismo razvijali pojednine integrale do ε1 reda, jer nas interesiraju samo
divergentni članovi ((1/ε)2 i 1/ε. Primjetimo da amplituda MIIb sadrži i pol drugog reda
proporcionalan (2/ε)2 i nelokalnu divergenciju prvog reda iznosa

− iλ3

2(2π)4
2

ε

∫ 1

0

dy ln [1− p2

m2
y(1− y)] . (1441)

Ona je po iznosu jednaka nelokalnoj divergenciji u MIIa amplitudi a po predznaku mu
je suprotna. Stoga se nelokalne divergencije amplituda dijagrama grupe II med–usobno
krate.
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Zaključci

Svojstva amplituda dijagrama grupe I i grupe II su iste:

1. Krate se nelokalne divergencije.
2. Javljaju se dvostruki polovi, (2

ε
)2.

3. Konačni članovi sadrže dvostruke logaritme koji se ponašaju kao λ3ln2p2 kada p2 → ∞.
(Ovo nismo pokazali za obje grupe dijagrama već samo za jednu.)

DZ. Naći konačne članove grupe II i pokazati da su u limesu p2 → ∞ proporcionalni sa
λ3 ln2 p2.
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7 DODACI

7.1 Dodatak 1: Metode za izračunavanje Greenove funkcije

Metoda stacionarne faze : wikipedia

Aproksimacija stacionarne faze je bazični princip za asimptotsku analizu oscilatornih
funkcija

I(k) =

∫
g(x)eikf(x)dx (1442)

u n-dimenzijskom prostoru Rn. f i g su glatke funkcije. Uloga g je da osigura konvergen-
ciju – ona je tzv. test funkcija. k je realni parametar koji se razmatra u limesu k → ∞.

Osnovna ideja metode bazirana je na Lebesgue-Riemannovom teoremu, po kojemu
beskonačni integral oscilatorne funkcije ǐsčezava. Iz toga izlazi da je integral funkcije koja
je približno sinusoidalana i jako brzo mijenja fazu približno jednak nuli.

Primjer koji ilustrira metodu

Razmatramo funkciju

f(x, t) =
1

2π

∫

R

F (ω)eikx−iωtdω (1443)

Stacionarnost faze φ = kx− ωt definira se uvjetom

d

dω
(kx− ωt) ≈ 0 (1444)

⇒ dω

dk
≈ x

t
(1445)

Rješenja te jednadžbe daju dominantne frekvencije ωdom(x, t) kao funkcije danih x i t.
Ako se φ razvije u Taylorov red oko ωdom i ako se zanemare svi članovi osim nultog i
prvog u razvoju po (ω − ωdom) dobija se

φ ∼ k(ωdom)− ωdomt+
x

2

d2k

dω2
(ω − ωdom)

2. (1446)

Za vrlo velike x i male razlike (ω−ωdom) generiraju brze oscilacije koje vode na ponǐsenje
integrala. Stoga se integracija može proširiti izvan limesa Taylorovog razvoja. To vodi na
sljedeći rezultat (wikipedia),

f(x, t) =
1

2π
2Re

{
exp[i[k(ωdom)x− ωdomt]]|F (ωdom)|

×
∫

R

dω exp
[ix
2

d2k

dω2
(ω − ωdom)

2
]}

(1447)

∼ |F (ωdom)|
π

√
2π

x| d2k
dω2 |

cos
[
k(ωdom)x− ωdomt±

π

4

]
(1448)
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U formulama (1447) i (1447) je uključen doprinos negativnih ω doprinosa.

Izvod po A. Ilakovcu:

f(x, t) =
1

2π

{
exp[i[k(ωdom)x− ωdomt]]F (ωdom)

×
∫

R

exp
[ ix
2

d2k

dω2
(ω − ωdom)

2
]}

(1449)

=
F (ωdom)

2π

√
2π

|x d2k
dω2 |

exp
[
i
[
k(ωdom)x− ωdomt−

π

4
sign

(
x
d2k

dω2

)]]
(1450)

∼ exp[i[k(ωdom)x− ωdomt]] (1451)

U zadnjem retku gornjeg izvoda zadržao sam samo fazni faktor jer mi je on dovoljan za
raspravu koja se vodi u poglavlju 2.1.

Dodatak 1.B Aproksimativan račun D(x− y) za vremenolike udaljenosti

- Pretpostavljamo da su x i y vremenoliko udaljeni, (x−y)2 > 0. Račun D(x−y) proved-
imo u sustavu u kojem je |~x−~y| = 0. Uvodimo pokratu x0−y0 = t. Integracijom po kut-
nim varijablama dobijamo (161). Podintegralna funkcija nema polova već samo točke reza
u E = m i u beskonačnosti – odabiremo je u E = −∞. Rabeći metode kompleksne analize
zatvaramo krivulju po sljedećim dijelovima a. po pozitivnoj realnoj osi E ∈ (m+ ǫ,+∞),
b. beskonačna polukružnica u negativnom smjeru sa fazama φ ∈ (0, 3π/2), c. po nega-
tivnoj imaginarnoj osi E ∈ (m− i∞,m− iǫ), d. po četvrtkružnici infinitezimalnog radi-
jusa ǫ s fazama φ ∈ (3π/2, 0). Zbog eksponenta e−iEt doprinos beskonačne četvrtkružnice
ǐsčezava. Doprinos infinitezimalne četvrtkružnice je proporcionalan ǫ2 pa isto ǐsčezava.
Stoga integral po realnoj osi možemo zamijeniti integralom po imaginarnoj osi. Uvodimo
novu varijabu x zadanu sa E = −ix + m. Konstantnu fazu e−im izvlačimo van inte-
grala – ostaje integral I. Integral I nećemo izračunati već ćemo ocijeniti njegovu gornju
apsolutnu vrijednost rabeći | − x2 − 2imx|1/2 < x+m.

D(x− y)
(161)
=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
e−ip·(x−y)

(161)
=

1

4π2

∫ ∞

m

dE
√
E2 −m2e−iEt

=
1

4π2

∫ m

m−i∞
dE

√
E2 −m2e−iEt

=
−ie−imt
4π2

∫ ∞

0

dx
√
−x2 − 2imxe−xt

︸ ︷︷ ︸
I

310



−∞

E

m

−i∞

+∞

Figure 7: D.1 D(x− y) (x− y)2 > 0

|I| ≤
∫ ∞

0

dx(x+m)e−xt =
1 +mt

t2
(1452)

Stoga za D(x− y) dobijamo ocjenu

D(x− y) ∼ −ie−imt
4π2

m

t
eiφ ∼ e−imt (1453)

U prvom izrazu je eiφ neodred–ena faza. Ta faza je mala i nalazi se u trećem kvadrantu,
φ ∈ (π/2, 3π/2). Zbog toga je možemo zanemariti prema −imt fazi. U drugom izrazu je
zadržano dominantno ponašanje D(x − y). Ono se podudara sa Peskin-Schroederovim
rezultatom.

Integral I može se izračunati i egzaknto uz pretpostavku da je Im(m) < 0, tj. da masa
ima mali negativni imaginarni član (dobiveno mathematicom71),

I =
1

t
eimt

√
−m2K1(imt) (1454)

tako da uz taj uvjet za D(x− y) dobijamo

D(x− y) =
−i

√
−m2

4π2t
K1(imt)

mt≫1−→ −m3/2

(2i)1/24π3/2t3/2
e−imt (1455)

Zadnji redak dobio sam rabeći (”http://en.wikipedia.org/wiki/Bessel function”)

Ka(x)
x≫a2−1/4−→

√
π

2x
e−x (1456)
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DZ. Provedite račun D(x−y) opisan formulama (1452), (1452), (1453) i tekstom uz njih.

Dodatak 1.C Egzaktan i aproksimativan račun D(x− y) za prostornolike udal-
jenosti

- Pretpostavimo da su x i y prostornoliko udaljeni, (x− y)2 < 0. Račun D(x− y) proved-
imo u sustavu u kojem je x0 − y0 = 0. Uvodimo pokratu x = |~x − ~y|. Integracijom po
kutnim varijablama dobijamo

im

−im

−∞ ∞

p

Figure 8: D.1 D(x− y) (x− y)2 < 0

D(x− y)
(160)
=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
e−ip·(x−y)

→
∫

d3p

(2π)3
1

2E~p
ei~p·(~x−~y)

=

∫ ∞

0

pdp

2i(2π)2x
√
p2 +m2

(eipx − e−ipx)

=

∫ ∞

−∞

pdp

2i(2π)2x
√
p2 +m2

eipx (1457)

Točke reza su u p = ±im i u beskonačnosti – rezove odabiremo duž imaginarne osi,
(−∞,−im], [im,∞). Podintegralni izraz (1457) je analitičan svuda osim u blizini točaka
reza. Integral provodimo po krivulji koja zaobolazi gornji rez da nam dijelovi beskonačne
polukručnice ne bi davali doprinosa – vidi Sl. ... (a. duž realne osi, b. duž beskonačne
četvrt-kružnice s fazom (0, π/2), c. s desne strane od reza (+i∞ + ǫ,+im), d. po
maloj polukružnici radijusa ǫ koja zaobilazi točku +im odozdo, e. s lijeve strane reza
(+im,+i∞− ǫ) f. po beskonačnoj četvrtkružnici s fazom (π/2, π). Zbog faze eip·x dopri-
nosi b. i f. jednaki su nuli. Doprinos d. ǐsčezava jer je pdp/

√
p2 +m2 ∼ √

ǫ, a svi drugi
dijelovi podintegralne funkcije su konačni. Stoga je integral po realnoj osi jednak zbroju
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integrala b. i e. u suprotnom smjeru. Na tim dijelovima staza treba samo paziti na fazu
koju ima

√
p2 +m2. Uvodeći varijablu ρ sa p = iρ (dakle ρ = −ip, ip = −ρ), pa zatim

varijable ρ = ρ1 + iǫ, ρ = ρ2 − iǫ, ρ1, ρ2 ∈ [m,∞) dobijamo

D(x− y) =
1

2ix(2π)2

(
−
∫ ∞+iǫ

m+iǫ

−dρρe−ρx√
−ρ2 +m2

+

∫ ∞−iǫ

m−iǫ

−dρρe−ρx√
−ρ2 +m2

)

=
1

2ix(2π)2

(
−
∫ ∞

m

−dρ1ρ1e−ρ1x√
−ρ21 +m2 − iǫ

+

∫ ∞

m

−dρ2ρ2e−ρ2x√
−ρ22 +m2 + iǫ

)

=
1

x(2π)2

∫ ∞

m

−dρ′ρ′e−ρ′x√
ρ′2 −m2

M
=

1

x(2π)2
mK1(mx)

m→∞→ 1

x3/2(2π)2

√
π

2

√
me−mx ∝ e−mx (1458)

Integral u trećem redu se podudara sa Peskin-Schroederovim rezultatom. Izraz u četrtom
redu je izračunat programom Mathematica. K1 je Besselova funkcija treće vrste. Izraz u
petom redu je dobiven analizom izraza u četvrtom redu. Njegovo dominantno ponašanje
u m varijabli je e−mx što je u skladu sa Peskin-Schroederovim rezultatom.

DZ. Provedite račun D(x− y) opisan formulama (1457), (1458) i tekstom uz njih.
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7.2 Dodatak 2 : KG operatori stvaranja i ponǐstenja

A. Realno skalarno polje

Iz jednadžbi (114) i (115) slijedi

a~k =

∫
d3xe−i

~k·~x 1

2
(
√
2ω~kφ(~x) +

i
√
2

√
ω~k
π(~x)) (1459)

a†−~k =

∫
d3xe−i

~k·~x 1

2
(
√
2ω~kφ(~x)−

i
√
2

√
ω~k
π(~x)) (1460)

Odatle, rabeći kanonska kvantizacijska pravila (102) dobijamo

[a~p, a
†
~p′ ] = (2π)3δ(~p− ~p′),

[a~p, a~p′ ] = [a†~p, a
†
~p′ ] = 0 . (1461)

B. Kompleksno skalarno polje

Iz jednadžbi (1505) i (1506) dobijamo

a~k =

∫
d3xe−i

~k·~x 1

2
(
√

2ω~kφ(~x) +
i
√
2

√
ω~k
π∗(~x)) (1462)

b†−~k =

∫
d3xe−i

~k·~x 1

2
(
√

2ω~kφ(~x)−
i
√
2

√
ω~k
π∗(~x)) (1463)

Iz (1463) je lako naći b†~k a odatle i iz (1462) izraze za a
†
~k
i b~k. Rabeći kanonska kvantizacijska

pravila (1478) dobijamo

[a~p, a
†
~p′ ] = (2π)3δ(~p− ~p′),

[a~p, a~p′ ] = [a†~p, a
†
~p′ ] = 0; (1464)

[b~p, b
†
~p′ ] = (2π)3δ(~p− ~p′),

[b~p, b~p′ ] = [b†~p, b
†
~p′ ] = 0 . (1465)
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7.3 Dodatak 3. Račun Greenovih funkcija skalarnog polja

A. Amplituda propagacije iz točke x u točku y

Definicija:

D(x− y) = 〈0|φ(x)φ(y)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
eip·(x−y) (1466)

A.1. Aproksimativni račun D(x− y) za vremenoliki interval

- Pretpostavljamo (x−y)2 > 0. Stoga postoji sustav u kojem je ~x−~y = 0. U tom sustavu
(definiramo x0 − y0 ≡ t i stavljamo E = E~p; rabimo pdp = EdE, E =

√
p2 +m2)

D(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2E
eiEt =

4π

(2π)3

∫ ∞

m

dE
√
E2 −m2e−iEt (1467)

- Podintegralna funkcija je analitična svuda osim u području reza koji definiramo kao
E ∈ (−∞,m). Kako e−iEt ǐsčezava za E → ∞ i ImE < 0 možemo zatvoriti integracijsku
konturu na dolje sa beskonačnim π/2 kružnim lukom (beskonačni luk ne doprinosi inte-
gralu; u biti treba oko E = m napraviti još jedan dodatni π/4 luk, med–utim ni taj luk
ne doprinosi integralu jer je za E ≈ m,

√
E2 −m2 ≈ 0) i u vezi s time napraviti sljedeće

zamjene integrala,

∫ ∞

m

dE →
∫ m−i∞

m

dE →
∫ −im−∞

−im
idE ′ →

∫ −∞

0

idF (1468)

gdje su E ′ = −iE, E ∈ (−im,−im − ∞); F = E ′ + im, E ′ = F − im, F ∈ (0,−∞).
Odatle

D(x− y) =
1

2π2

∫ −im−∞

−im
idE ′

√
−E ′2 −m2eE

′t

=
e−imt

2π2

∫ −∞

0

idF
√
F 2 + 2iFm eFt ∝ e−imt . (1469)

- Konačan izraz za D(x − y) je jednak umnošku e−imt i integrala po F . Integral po F
je dobro definiran jer nigdje ne sječe rez, a eksponencijalna funkcija osigurava konačnost
integrala. Stoga je integral konačan kompleksan broj ovisan o t i proporcionalan e−imt

kao što se i tvrdi u Peskin-Schroederovoj knjizi.

A.2. Aproksimativni račun D(x− y) za prostornoliki interval

- Pretpostavljamo da je (x− y)2 < 0. Stoga postoji sustav u kojem je x0− y0 = 0. U tom
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sustavu (definiramo ~r = ~x− ~y)

D(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p
ei~p·~r

=
2π

(2π)3

∫ ∞

0

dp
p2

2E~p

eipr − e−ipr

ipr

=
−i

2(2π)2r

∫ ∞

−∞
dp

peipr√
p2 +m2

(1470)

- Integrand ima rezove koji počinju u točkama ±im a završavaju u beskonačnosti (mi
odabiremo krajnje točke reza ±i∞). Rabeći analitičnost funkcija izvan rezova, integral
po realnoj osi zamjenjujemo integralom po krivulji koja ”omata” rez: p = +i∞ − ǫ →
p = im− ǫ → (polukružnica radijusa ǫ koja omata im s donje strane) → p = im + ǫ →
p = +i∞ + ǫ. Tome bi trebalo pridodati još doprinose dvaju četvrtkružnica, med–utim
one ne doprinose zbog faze eipr koja je na njima jednaka nuli. Integral po ǫ-polukružnici
ǐsčezava kao

√
ǫ, pa ostaju samo doprinosi po polupravcima uz rez. Uvodimo varijablu ρ,

gdje je p = iρ∓ ǫ za integraciju lijevo/desno od reza. Uzimamo u obzir da je

√
p2 +m2 =

√
−(ρ2 −m2)∓ ǫρ = ∓i

√
ρ2 −m2 (1471)

Tako se za D(x− y) dobija

D(x− y) =
−i

2(2π)2r

∫ im−ǫ

+i∞−ǫ
dp

peipr√
p2 +m2

+
−i

2(2π)2r

∫ +i∞+ǫ

im+ǫ

dp
peipr√
p2 +m2

=
1

4π2r

∫ ∞

m

dρρe−ρr√
ρ2 −m2

ρ=x+m
=

e−mr

4π2r

∫ ∞

0

dx(x+m)e−xr√
x2 + 2xm

∝ e−mr (1472)

- Integral po varijabli x, x = ρ−m, je konačan, pa je D(x− y) proporcionalan sa e−mr,
kao što se tvrdi u Peskin-Schroederovoj knjizi.
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7.4 Dodatak 4. Kompleksno skalarno polje

A. Lagrangijan, svojstva

- Kompleksno skalarno polje i realno skaarno polje su u istoj relaciji kao kompleksni
broj(evi) i realni broj(evi). Svako kompleksno skalarno polje se može prikazati preko dva
realna skalarna polja iste mase.
- Akcija i Lagrangijan kompleksnog skalarnog polja glase

S =

∫
d4x(∂µφ

∗∂µφ−m2φ∗φ),

L = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ (1473)

- Ako prikažemo skalarno polje preko dvaju realnih skalarnih polja

φ(x) =
1√
2
(φ1(x) + iφ2(x)) (1474)

vidimo da je Lagrangijan kompleksnog skalarnog polja jednak zbroju Lagrangijana pri-
padnih realnih skalarnih polja iste mase,

L = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ

=
1

2
(∂µφ

∗
1∂

µφ1 +m2φ∗1φ1) +
1

2
(∂µφ

∗
1∂

µφ1 +m2φ∗2φ2)

= L1 + L2 (1475)

- Uočimo takod–er da su polja φ i φ∗ med–usobno nezavisna i povezana kompleksnom kon-
jugacijom. Drugim riječima, za dva skalarna polja iste mase opis sistema preko nezavisnih
varijabli φ i φ∗ je prirodan.

B. Kanonski impulsi, Hamiltonijan, KG jednadžba

- Kanonski impulsi polja φ i φ∗ su

π =
∂L
∂φ̇

= φ̇∗,

π∗ =
∂L
∂φ̇∗

= φ̇. (1476)

- Pripadni Hamiltonijan je

H =

∫
d3x(πφ̇+ π∗φ̇∗ − L)

=

∫
d3x( φ̇φ̇∗︸︷︷︸

π∗π

+∇φ∗∇φ+m2φ∗φ). (1477)
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- Kanonske komutacijske relacije su (napisane su samo komutacijske relacije različite od
nule)

[φ(~x, t), π(~y, t)] = iδ(~x− ~y),

[φ∗(~x, t), π∗(~y, t)] = iδ(~x− ~y) . (1478)

- Heisenbergove jednadžbe gibanja su (površinski integrali zanemareni)

iφ̇(~x, t) = [φ(~x, t), H] = π∗(~x, t),

iφ̇∗(~x, t) = [φ∗(~x, t), H] = π(~x, t); (1479)

iπ̇∗(~x, t) = [π∗(~x, t), H] = −i(−∇2 +m2)φ(~x, t),

iπ̇(~x, t) = [π(~x, t), H] = −i(−∇2 +m2)φ∗(~x, t). (1480)

- Iz njih slijedi da polja φ i φ∗ zadovoljavaju KG jednadžbe,

(∂µ∂
µ +m2)φ = 0,

(∂µ∂
µ +m2)φ∗ = 0. (1481)

- Iste se jednadžbe dobijaju iz principa stacionarnosti akcije, varirajući akciju po δφ i δφ∗

i zahtjevajući da su varijacije polja na graničnoj plohi integracije jednake nuli.

C. Dijagonalizacija Hamiltonijana

Dijagonalizaciju Hamiltonijana provest ćemo u analogiji sa dijagonalizacijom komplek-
snog harmoničkog oscilatora.

C.1. Dijagonalizacija jednočestičnog kompleksnog HO

Dva degenerirana HO

Dva jednostavna HO iste osnovne frekvencije titranja mogu se shvatiti kao jedan kom-
pleksni harmonički oscilator. Kako proceduru za kvantizaciju realnog HO imamo, analizu
ćemo prvo napraviti za dva degenerirana HO. Hamiltonijan za njih je

H2R
SHO =

1

2
(p21 + p22) +

1

2
ω2(φ2

1 + φ2
2). (1482)

Rabeći Heisenbergove jednadžbe gibanja za φ1 i φ2

iφ̇1 = [φ1, H
2R] = ip1 iφ̇2 = [φ1, H

2R] = ip2 (1483)

Lagrangijan je stoga

L = p1φ̇1 + p2φ̇2 −H =
1

2
(φ̇2

1 + φ̇2
2)−

1

2
ω2(φ2

1 + φ2
2) (1484)
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Kanonski impulsi su

p1 =
∂L

∂φ̇1

= φ̇1

p2 =
∂L

∂φ̇2

= φ̇2 (1485)

Odatle slijede kanonske komutacijske relacije (samo relacije različite od nule su napisane)

[φ1, p1] = i, [φ2, p2] = i (1486)

Dijagonalizaciju Hamiltonijana možemo provesti u analogiji sa 1-čestičnim slučajem, izražavajući
operatore φ1, φ2, p1 i p2 preko operatora (koji će se pokazati da su operatori) stvaranja i
ponǐstenja,

φ1 =
1√
2ω

(a1 + a†1) p1 = −i
√
ω

2
(a1 − a†1)

φ2 =
1√
2ω

(a2 + a†2) p2 = −i
√
ω

2
(a2 − a†2) (1487)

Komutacijske relacije za operatore stvaranja i ponǐstenja slijede iz kanonskih komutaci-
jskih relacija (1486)

[a1, a
†
1] = 1, [a2, a

†
2] = 1 (1488)

(samo relacije različite od nule su napisane).
Zamjenama (1487) Hamiltonijan postaje

H =
ω

2
(a†1a1 + a1a

†
1 + a†2a2 + a2a

†
2)

= ω(a†1a1 + a†2a2 + 1) (1489)

Kompleksni HO

Provedimo sada dijagonalizaciju kompleksnog HO.
Uvodeći

φ =
1√
2
(φ1 + iφ2), φ∗ =

1√
2
(φ1 − iφ2) (1490)

dobijamo Lagrangijan za kompleksni HO

L = φ̇∗φ̇− ω2φ∗φ. (1491)
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Iz njega slijede kanonski impulsi za φ i φ∗

p =
∂L

∂φ̇
= φ̇∗

p∗ =
∂L

∂φ̇∗
= φ̇ (1492)

a odatle izraz za Hamiltonijan,

H = pφ̇+ p∗φ̇∗ − L = p∗p+ ω2φ∗φ (1493)

Primjetimo da je

p = φ̇∗ = φ̇1 − iφ̇2 = p1 − ip2

p∗ = φ̇ = φ̇1 + iφ̇2 = p1 + ip2 (1494)

što je u skladu sa interpretacijom operatora impulsa preko QM zamjene

p → −i ∂
∂φ

p∗ → −i ∂
∂φ∗

(1495)

Sada možemo provesti dijagonalizaciju Hamiltonijana kompleksnog HO. Upotrebljavajući
zamjene koordinata i impulsa realnih stupnjeva slobode operatorima stvaranja i ponǐstenja
(1487) nalazimo

φ =
1√
2ω

(a+ b†), p = −i
√
ω

2
(b− a†);

φ∗ =
1√
2ω

(a† + b), p∗ = −i
√
ω

2
(a− b†); (1496)

a =
a1 + ia2√

2
, b =

a1 − ia2√
2

. (1497)

Primjetimo da φ i φ∗ ne zavise o jednom stupnju slobode (npr. a i a†) već o dva. Iz (1488)
i (1497) možemo naći komutacijske relacije za a, a†, b, b†,

[a, a†] = 1, [b, b†] = 1 (1498)

Iz (1493), (1496) i (1498) slijedi izraz za Hamiltonijan

H =
ω

2
(aa† + a†a+ bb† + b†b) = ω(a†a+ b†b+ 1) (1499)

Dijagonalizacija Hamiltonijana sada slijedi iz komutacijskih relacija,

[H, a†] = ωa†, [H, a] = −ωa,
[H, b†] = ωb†, [H, b] = −ωb, (1500)
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i iz zahtjeva da postoji stanje najniže energije za svaki stupanj slobode, |0〉a, |0〉b. Stanje
najniže energije je produktno stanje tih dvaju stanja i ima energiju koja je zbroj energija
pojedinih vakuumskih stanja,

|0〉 = |0〉a ⊗ |0〉b, (1501)

E0 = Ea
0 + Eb

0 =
ω

2
+
ω

2
= ω (1502)

Ostala stanja i energije

|mn〉 =
(a†)m

m!

(b†)n

n!
|0〉,

Emn = ω(m+ n+ 1). (1503)

C.2. Dijagonalizacija Hamiltonijana za kompleksno skalarno polje

- Kompleksno skalarno polje ima istu Fourierovu dekompoziciju kao realno (vidi Eq. (104)
i svaka Fourierova komponenta zadovoljava KG jednadžbu energije (p2 +m2)1/2.
- Detaljnija Fourierova dekompozicija za realno (114) kompleksno skalarno polje

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2ω~p

(a~pe
i~p·~x + b†~pe

−i~p·~x) (1504)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2ω~p

ei~p·~x(a~p + b†−~p) (1505)

se razlikuju jer svaka Fourierova komponenta kompleksnog skalarnog polja odgovara kom-
pleksnom HO, koji ovisi o dva stupja slobode.
- Fourierov raspis pripadnog kanonskog impulsa je

π(x) = φ̇∗(x)

=

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√
ω~p
2
(b~pe

i~p·~x − a†~pe
−i~p·~x)

=

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√
ω~p
2
ei~p·~x(b~p − a†−~p) (1506)

- Izrazi za φ∗(x) i π(x) dobijaju se kompleksnom (hermitskom) konjugacijom (1505) i
(1506).
- Uočite da se strukture koje se javljaju u donjim jednadžbama (1505) i (1506) podudaraju
sa izrazima za raspis koordinate i impulsa kompleksnog HO (1496).
- Komutatori operatora stvaranja i ponǐstenja dani su u (1465).
- Uvrštavajući izraze (1505) i (1506) u izraz za Hamiltonijan (1477) dobijamo Hamiltonijan
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izražen preko operatora stvaranja i ponǐstenja,

H =

∫
d3p

(2π)3
ω~p
2
(a†~pa~p + a~pa

†
~p + b†~pb~p + b~pb

†
~p)

=

∫
d3p

(2π)3
ω~p(a

†
~pa~p + b†~pb~p) +

∫
d3pω~p

V︷ ︸︸ ︷
(2π)3δ(3)(0)

︸ ︷︷ ︸
E0

(1507)

ω~p =
√
~p2 +m2 (1508)

Tu je E0 energija vakuuma kompleksnog skalarnog polja.
- Iz (1465) i (1507) slijedi da se operatori a†~p, a~p, b

†
~p, i b~p mogu interpretirati kao operatori

stvaranja i ponǐstenja

[H, a†~p] = ω~pa
†
~p, [H, a~p] = −ω~pa~p,

[H, b†~p] = ω~pb
†
~p, [H, b~p] = −ω~pb~p, (1509)

- Shvaćajući svaki stupanj slobode kao nezavisni HO, odabirući za njega vakuumsko stanje
(|0〉~p,a, |0〉~p,b), definirajući vakuum kao produkt svih takvih vakuumskih stanja i defini-
rajući sva pobud–ena stanja djelovanjem operatora stvaranja na vakuum postiže se di-
jagonalizacija Hamiltonijana – potpun skup stanja i potpun skup svojstvenih vrijednosti
Hamiltonijana slobodnog kompleksnog polja.
- Rabeći činjenicu da se energija može mjeriti samo relativno prema nekom stanju, odbacu-
jemo energiju osnovnog stanja tj. vakuum definiramo kao stanje nulte energije. Odatle,

H|0〉 = 0, (1510)

H|~p〉a = Ha†~p|0〉 = ω~pa
†
~p|0〉 = ω~p|~p〉a (1511)

H|~p〉b = Hb†~p|0〉 = ω~pb
†
~p|0〉 = ω~p|~p〉b (1512)

Primjetimo da stanja a i b imaju iste energije, kao što se odmah vidi iz (1507).

D. Naboj kompleksnog skalarnog polja

Akcija (1473) je invarijantna na globalnu faznu transformaciju polja (vidi Primjer 2
Noetherinog TM)

φ → eiαφ, φ∗ → e−iαφ∗ . (1513)

i njoj odgovara struja (82)

(82) ≡ jµ = i[(∂µφ
∗)φ− (∂µφ)φ

∗].
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Pripadni naboj je

Q =

∫
d3x i

(
φ̇∗(~x, t)φ(~x, t)− φ̇(~x, t)φ∗(~x, t)

)

=

∫
d3p(a†~pa~p + a~pa

†
~p − b†~pb~p − b~pb

†
~p)

=

∫
d3p(a†~pa~p − b†~pb~p) (1514)

- Uočimo da stanja a i b imaju suprotne naboje. To ukazuje na to da akcija slobodnog
skalarnog polja opisuje sistem parova čestica iste mase i suprotnog naboja - čestica i
antičestica.
- Ako rastavimo kompleksno skalarno polje (1505) na dio sa pozitivnim fazama (e−ip·x),
φ+(x), i dio sa negativnim fazama (eip·x), φ−(x), vidimo da φ+(x) sadrži samo opera-
tore ponǐstenja čestica a φ−(x) samo operatore stvaranja antičestica. Operator stvaranja
čestice i pripadni operator ponǐstenja čestice imaju suprotne naboje, kao što je lako prov-
jeriti iz komutatora naboja s tim operatorima. Operator ponǐstenja čestice i operator
stvaranja antičestice imaju isti naboj. Zbog toga svi dijelovi polja φ(x) imaju isti
naboj – u ovom slučaju naboj suprotan naboju čestice. Polje φ∗(x) ima isti naboj kao
čestice.
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7.5 Dodatak 5. POVEZANE LIEVE GRUPE∗

(Uzeto iz Weinberg I knjige)

U kvantnoj mehanici fizikalna stanja su prikazana zrakama

Zraka = skup normaliziranih vektora iz Hilbertovog prostora, (Ψ,Ψ) = 1 koji se razlikuju
do na fazu:

Ψ,Ψ′ ∈ H ⇔ Ψ′ = ξΨ i |ξ| = 1 . (1515)

Transformacija simetrije = promjena našeg gledǐsta (point of view), koja nije mjerljiva

T
S S ′

: R → R′
: Rn → R′n

P (R → Rn) = P (R′ → R′n) . (1516)

Jednakost (1516), P (R → Rn) = P (R′ → R′n), je nužan uvjet (nije i dovoljan) za
simetrijsku transformaciju [ispunjeno je ’simetrija ⇒ (1516)’ dok ’(1516) ⇒ simetrija’ ne
mora biti ispunjeno].

Definicija povezane Lieve grupe

Definicija : Skup transformacija simetrije {T (θ)} sa svojstvima:
(1) opisan konačnim skupom realnih kontinuiranih parametara, npr. {θA}.
(2) svaki element skupa je kontinurano povezan sa identičnom transformacijom

T (0) = 1, (1517)

kojoj je pridjeljen skup parametara θ = 0 ≡ {θa = 0}.
(3) množenje :

T (θ)T (θ) = T (f(θ, θ)) . (1518)

gdje je f(θ, θ) analitička funkcija skupova parametera θ ≡ {θa} i θ ≡ {θa}

Uporabom (1517) dobija se

fa(θ, 0) = fa(0, θ) = θa. (1519)

Reprezentacija transformacija Lieve grupe u Hilbertovom prostoru
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- kao što smo pokazali zbog povezanosti s operatorom identiteta, reprezentanti simetri-
jskih transformacija u Hilbetovom prostoru su unitarni i linearni.
- u konačnoj blizini identiteta unitarni operatori se mogu prikazati Taylorovim razvo-
jem

U(T (θ)) = 1+ iθata +
1

2
θaθbtab + . . . , (1520)

fa(θ, θ)
(1519)
= θa + θa + fabcθ

bθc + . . . (1521)

gdje su ta, tab, . . . Hermitski operatori neovisni o parametrima θa i simetrični u indeksima
ako imaju vǐse od jednog indeksa. Hermitičnost ta i tab je lako pokazati iz uvjeta uni-
tarnosti U(T (θ)).

Izvod Lieve algebre uz pretpostavku obične (ne-projektivne) reprezentacije
∗ neprojektivnost

U(T (θ))U(T (θ)) = U(T (θ)T (θ))
(1518)
= U(T (f(θ, θ))) . (1522)

∗ Taylorov razvoj do drugog reda u parametrima

[1+ iθata +
1

2
θbθctbc + . . .][1+ iθata +

1

2
θbθctbc + . . .]

= [1+ i(θa + θa + fabcθ
bθc + . . .︸ ︷︷ ︸

fa(θ,θ)

)ta +
1

2
(θb + θb + . . .︸ ︷︷ ︸

fb(θ,θ)

)(θc + θc + . . .︸ ︷︷ ︸
fc(θ,θ)

)tbc + . . .] .(1523)

Linearni članovi se ponǐstavaju, a od bilinearnih članova ostaju

−θbθctbtc = iθbθcfabcta +
1

2
(θbθc + θbθc)tbc

⇒ tbc
sim
= −tbtc − ifabcta
sim⇒ [tb, tc] = −i (fabc − facb)︸ ︷︷ ︸

Ca
bc

ta . (1524)

U drugom i trećem redu (1524) upotrijebljena je simetrija tab operatora. Zadnja od
jednadžbi (1524) je jednadžba Lieve algebre opće Lieve grupe. Ca

bc su tzv. strukturne
konstante Lieve algebre.

JEDNOZNAČNOST : tbc, tbcd, tbcde, . . . su svi jednoznačno odred–eni Lievom algebrom.
⇒ U(T (θ)) je jednoznačno odred–en u blizini 1-ice.

ABELOVA GRUPA :
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Definicija : fa(θ, θ) je aditivna

fa(θ, θ) = θa + θa (1525)

⇒ [ta, tb] = 0 (1526)

⇒ U(T (θ))
(1525)
= U(T (

θ

N
))N

︸ ︷︷ ︸
(1+ i

N
taθa)N

→ exp(iθata) . (1527)

326



7.6 Dodatak 6. DIRACOVA ALGEBRA U PROIZVOLJNOM
BROJU PROSTORNO-VREMENSKIH DIMENZIJA

- U bilo kojem broju prostornih dimenzija potpun skup matrica koje zadovoljavaju Cliffor-
dovu algebru (281) uz jedničnu matricu tvore sve antisimetrične kombinacije γµ matrica,

1,

γµ,

γµν =
1

2
[γµ, γν ] ≡ γ[µγν],

γµνρ = γ[µγνγρ] ≡ 1

6
(γµγνγρ − γµγργν − γνγµγρ + γνγργµ + γργµγν − γργνγµ),

γµνρσ = γ[µγνγργσ],

. . . (1528)

Matrice (1528) čine tzv. Diracovu algebru.
- Broj svih matrica u n dimenzija jednak je broju antisimetričnih tenzora 0-tog, 1-vog,
. . .n-tog reda,

n∑

i=1

(
n
i

)
= 2n (1529)

- U slučaju da je n paran sve su matrice nezavisne, zato jer sve imaju različita transfor-
macijska svojstva na Lorentzove transformacije i zato što antisimetrična kombinacija sa
maksimalnim brojem indeksa n, γµ1µ2...µn antikomutira sa svim γµ matricama.

DZ. Rabeći (281) pokažite da svaki sumand u γµ1µ2...µn antikomutira sa bilo kojom γµ

matricom. Stoga γµ1µ2...µn antikomutira sa bilo kojom γµ matricom.

- U slučaju da je n neparan, γµ1µ2...µn komutira sa svim γµ matricama, dakle i sa svim ma-
tricama Diracove algebre (1528). To znači da je γµ1µ2...µn proporcionalan jedinici. Nadalje,
to ukazuje na ekvivalentnost γµ1...µi matrica sa γµi+1...µn matricama. Stoga je pola od ma-
trica danih u (1528) zavisno i ukupan broj nezavisnih matrica je 2n−1.

DZ. Pokažite da za n neparan γµ1µ2...µn komutira sa svakom γµ matricom.

DZ. Za n = 3 euklidski prostor Diracove matrice su dane sa (284). Pokažite da je γijk

proporcionalan jedinici. Pokažite takod–er da su matrice γi i γjk, gdje je i različit od j i
k, med–usobno proporcionalne. Nad–ite ukupan broj nezavisnih matrica i provjerite da ih
ima 23−1 = 4.
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7.7 Dodatak 7: POINCARÉOVA ALGEBRA U HILBERTOVOM
PROSTORU

Infinitezimalne transformacije Poincaréove grupe, broj parametara

∗ Motivacija : svojstva Lieve grupe oko identičnog elementa sadrže većinu svojstava Lieve
simetrije

∗ Transformacije oko 1-ice [(Λµν = δµν a
µ = 0); (1,0)]

Λµν = δµν + ωµν , aµ = εµ . (1530)

∗ uvjet (208) ≡ gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ :

[Konvencije : gµνT
να...

β = T α...
µ β ; gµνT αβ...

ν = T µαβ... .] (1531)

gρσ = gµν(δ
µ
ρ + ωµρ)(δ

ν
σ + ωνσ) = gρσ + ωσρ + ωρσ +O(ω2)

≡ ωρσ = −ωσρ (1532)

⇒ antisim. tenzor ωρσ (4× 4) ⇒ 6 parametara
εǫ 4 parametra

}

⇒ P.G. je 10-parametarska grupa.

∗ Digresija : Konvencije (1531) i razni zapisi uvjeta (208) :

(208) ≡ gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ| · gσσ ⇒ ΛµρΛ

σ
µ = δ σ

ρ , (1533)

(209) ≡ ΛρµΛ
σ
νg

µν = gρσ| · gσσ ⇒ ΛρµΛ
µ
σ = δ ρ

σ . (1534)

Uočiti: Λ−1 = ΛT .

Jedinični operator u Hilbertovom prostoru; Operatori bliski jediničnom oper-
atoru i generatori Poincaréove grupe u Hilbertovom prostoru

• Jedinični operator U(1, 0) :

T (1, 0) : R → R ⇒ U(1, 0) : {ΨR} = R → {ΨR} = R
⇒ U(1, 0) = eiϕ1 .
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ODABIR FAZE : U(1, 0) = 1 .

• Operatori bliski jediničnom : U(1 + ω, ε) : razvoj po ω i ε

U(1 + ω, ε) = 1− 1

2
iωρσJ

ρσ + iερP
ρ + . . . (1535)

Predznak ”−” ispred P ρ je konvencija (vidi ispod fizikalno značenje operatora). Operatori
Jρσ i P ρ su nezavisni.
(W-PS usporedba: Predznak uz Jρσ definiran je komutacijskim relacijama Poincaréove
grupe (1558)-(1564); Predznak uz P ρ definiran je tako da su faze u (1568) numerički iste
kao u W; ωPSµν = −ωWµν)

∗ unitarnost U i realnost parametara ωρσ, ερ ⇒ hermitičnost Jρσ i P ρ :

Jρσ† = Jρσ P ρ† = P ρ . (1536)

∗ antisimetričnost ωρσ ⇒ antisimetričnost Jρσ

Jρσ = −Jσρ . (1537)

∗ Fizikalno značenje : P 0 : op. energije ≡ Hamiltonijan,
P 1, P 2, P 3 : komponente op. impulsa,
J23, J31, J12 : komponenete op. momenta impulsa.

Poincaréove transformacije generatora grupe

Dobijaju se razmatranjem transformacije sličnosti operatora bliskih identitetu,

U(Λ, a)U(1 + ω, ε)U−1(Λ, a)

(1535)
= U(Λ, a)(1− 1

2
iωρσJ

ρσ + iερP
ρ + . . .)U−1(Λ, a)

(135)
= 1− 1

2
iωρσU(Λ, a)J

ρσU−1(Λ, a) + iερU(Λ, a)P
ρU−1(Λ, a)

= U((Λ, a)(1 + ω, ε)(Λ, a)−1)
(1539)
= U(1 + ΛωΛ−1,Λε− ΛωΛ−1a)

= 1− 1

2
i(ΛωΛ−1)ρσJ

ρσ + i(Λε− ΛωΛ−1a)ρP
ρ, (1538)

(Λ, a)(1 + ω, ε)(Λ, a)−1 = (Λ, a)(1 + ω, ε)(Λ−1,−Λ−1a)

= (Λ, a)((1 + ω)Λ−1, (1 + ω)(−Λ−1a) + ε)

= (1 + ΛωΛ−1, (−1− ΛωΛ−1)a+ Λε+ a)

= (1 + ΛωΛ−1,Λε− ΛωΛ−1a) . (1539)
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(1538),(1539) ⇒
ερU(Λ, a)P

ρU−1(Λ, a) = (Λε)ρP
ρ (1540)

ωρσU(Λ, a)J
ρσU−1(Λ, a) = (ΛωΛ−1)ρσJ

ρσ + 2(ΛωΛ−1a)ρP
ρ . (1541)

Za nalaženje transformacija generatora trebamo izraze za inverze Λµν ,

(Λ−1) µ
ρ Λ σ

µ = δ σ
ρ , ΛµρΛ

σ
µ

(1533)
= δ σ

ρ ⇒ (Λ−1) µ
ρ = Λµρ, (1542)

Λρµ(Λ
−1)µσ = δρσ, ΛρµΛ

µ
σ

(1534)
= δρσ ⇒ (Λ−1)µσ = Λ µ

σ , (1543)

i moramo malo ”pregrupirati” članove,

(Λε)ρP
ρ = (Λε)µP

µ, = Λ ρ
µ ερP

µ (1544)

(ΛωΛ−1)ρσJ
ρσ = (ΛωΛ−1)µνJ

µν = Λ ρ
µ ωρσ(Λ

−1)σνJ
µν (1543)

= ωρσΛ
ρ
µ Λ

σ
ν J

µν ,(1545)

2(ΛωΛ−1a)ρP
ρ = 2Λ ρ

µ ωρσ(Λ
−1)σνa

νP µ (1543)
= 2Λ ρ

µ Λ
σ
ν ωρσa

νP µ

(1532)
= Λ ρ

µ Λ
σ
ν ωρσ(a

νP µ − aµP ν). (1546)

Odatle slijede transformacije generatora Poincaréove grupe na Poincaréove transformacije,

U(Λ, a)P ρU−1(Λ, a)
(1540,1544)

= Λ ρ
µ P

µ, (1547)

U(Λ, a)JρσU−1(Λ, a)
(1541,1545,1546)

= Λ ρ
µ Λ

σ
ν (Jµν − aµP ν + aνP µ) . (1548)

(1547,1548) ⇒ P µ je vektor na homogenu Lorentzovu transformaciju (Λ, 0),
Jµν je tenzor na homogenu Lorentzovu transformaciju (Λ, 0),
P µ je translacijski invarijantan (L. transformat ne zavisi o aµ),
Jµν nije translacijski invarijantan.

Poincaréova algebra (Lieva algebra Poincaréove grupe)

∗ dobija se analizom (1547) i (1548) za infinitezimalnu L. transformaciju (Λ, a) = (1+ω, ε)
:

U(1 + ω, ε) = 1− 1

2
iωµνJ

µν + iεµP
µ,

U−1(1 + ω, ε) ≈ U(1− ω,−ε) = 1+
1

2
iωµνJ

µν − iεµP
µ . (1549)

[Upotrebljena je relacija (1 + ω, ε)−1 = ((1 + ω)−1,−(1 + ω)−1ε) ≈ (1− ω,−ε)] .

(1547) ⇒ i
[
− 1

2
ωµνJ

µν + εµP
µ, P ρ

]
= ω ρ

µ P
µ, (1550)

(1548) ⇒ i
[
− 1

2
ωµνJ

µν + εµP
µ, Jρσ

]
= ω ρ

µ J
µσ + ω σ

ν J
ρν − ερP σ + εσP ρ,(1551)
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(1550) ⇒ [P µ, P ρ] = 0, (1552)

(1550) ⇒ −i1
2
ωµν [J

µν , P ρ] =
1

2
(ω ρ

µ P
µ + ω ρ

ν P
ν) =

1

2
(gνρωµνP

µ + gµρωνµP
ν)

=
1

2
ωµν(g

νρP µ − gµρP ν),

⇓

i[Jµν , P ρ] = −gνρP µ + gµρP ν ,

≡ i[P µ, Jρσ] = −gµρP σ + gµσP ρ . (1553)

Analogno

(1551) ⇒ i[Jµν , Jρσ] = −gνρJµσ + gµρJνσ + gσµJρν − gσνJρµ . (1554)

RESUME : Lieva algebra Poincaréove grupe

i[Jµν , Jρσ] = −gνρJµσ + gµρJνσ + gσµJρν − gσνJρµ

i[P µ, Jρσ] = −gµρP σ + gµσP ρ

i[P µ, P ρ] = 0

Standardni zapis Poincaréove algebre; Sačuvani operatori

• QM : specijalnu ulogu imaju sačuvani operatori (koji komutiraju sa H = P 0) :

[P 0, P µ]
(1552)
= 0, [P 0, J ij ]

(1553)
= 0

⇒
~P = {P 1, P 2, P 3} tvore operator impulsa, (1555)

~J = {J23, J31, J12} tvore operator kutne količine gibanja,

(Ji ≡ 1

2
εijkJ

jk) . (1556)

∗ preostali generatori L.T.,

~K = {J10, J20, J30}, (1557)
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tvore vektor ”boostova” (potisnuća). Oni nisu sačuvani. Zbog toga se njihove svojstvene

vrijednosti ne mogu rabiti za označavanje fizikalnih stanja kao H ≡ P 0, ~P i ~J .

∗ Zapis komutacijskih relacija L.T. (1552), (1553), (1554) preko H, ~P , ~J , ~K operatora
(sačuvani operatori su istaknuti) :

[Ji, Jj ] = iεijkJk, (1558)

[Ji, Kj] = iεijkKk, (1559)

[Ki, Kj] = −iεijkJk, (1560)

[Ji, Pj ] = iεijkPk, (1561)

[Ki, Pj ] = iHδij, (1562)

[Ki, H] = iPi, (1563)

[Ji, H] = [Pi, H] = [H,H] = [Pi, Pj ] = 0 . (1564)

Primjeri dokaza relacija (1558-1564) :

[P µ, P ν ] = 0

⇒ [P 0, P 0] = 0 ≡ [H,H] = 0,

[P 0, P i] = 0 ≡ [H,P i] = 0,

[P i, P j ] = 0 ≡ [P i, P j] = 0;

i[P µ, Jρσ] = −gµρP σ + gµσP ρ

⇒ i[P 0, J jk] = 0 |εijk ≡ [H, Ji] = 0,

i[P 0, J i0] = −g0iP 0 + g00P i = P i ≡ i[H,Ki] = Pi,

i[P i, J j0] = −gijP 0 + gi0P j = δijH ≡ i[Pi, Kj] = δijH,

i[P i, Jab] = −giaP b + gibP a|εjab ≡ i[Pi, Jj ] = −εijkPk .

Za DZ dokažite relacije (1558-1564) koje ovdje nismo dokazali.

Primjeri aditivnih podgrupa Poincaréove grupe

∗ Translacije T (1, a) : T (1, a)T (1, a) ≡ T (1, a+ a)

⇒ U(1, a)
(1535)
= exp(iP µaµ) . (1565)

∗ Rotacija za konačan kut oko osi ~̂θ, R~θ iznosa |~θ| (~θ = (−ω23,−ω31,−ω12))

U(R~θ)
(1535)
= exp(i ~J~θ) . (1566)
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7.8 Dodatak 8: JEDNOČESTIČNA STANJA

(Uzeto iz Weinberga I)

LABELE (OZNAKE) STANJA

∗ [P µ, P ν ] = 0

⇒ prirodno je označiti stanje sa vrijednošću 4-impulsa p : Ψp

ostale stupnjeve slobode označimo sa σ Ψpσ

}

P µΨpσ = pµΨpσ . (1567)

∗ PRETPOSTAVKA : indeksi σ su diskretni.

∗ NAPOMENA : Ψ označava bilo koje slobodno-gibajuće stanje (ne nužno elementarnu
česticu)

TRANSLACIJA (U(1, a) = exp(iPa)) : PROMJENA STANJA, SV. VRIJ. Pµ
:

U(1, a)Ψpσ = eipaΨpσ, (1568)

Pµ[U(1, a)Ψpσ] = pµ[U(1, a)Ψpσ] . (1569)

DJELOVANJE Pµ NA LORENTZ TRANSFORMIRANO STANJE :
PROBLEM ODRED– IVANJA KOEFICIJENATA KOJE MIJEŠAJU σ-ME

· oznaka za homogenu L.T.

U(Λ, 0) ≡ U(Λ) . (1570)

Njen inverz dan je sa

U(Λ)−1 = U(Λ−1), (1571)

a umnožak dvije homogene L.T glasi

U(Λ1)U(Λ2) = U(Λ1Λ2). (1572)

· Dokaz da U(Λ)Ψpσ ima sv. vrijednost Λp s obzirom na Pµ

P µU(Λ)Ψpσ = U(Λ)[U(Λ)−1P µU(Λ)]Ψpσ
(1547,1570,1571)

= U(Λ)[(Λ−1) µ
ρ P

ρ]Ψpσ

(1544)
= Λµρp

ρU(Λ)Ψpσ (1573)
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⇒ U(Λ)Ψpσ je lin. komb. ΨΛp,σ′ :

U(Λ)Ψpσ =
∑

σ′

Cσ′σ(Λ, p)ΨΛp,σ′ . (1574)

∗ ZADAĆA : naći strukturu Cσ′σ(Λ, p) koeficijenata i ireducibilnih reprezentacija (ir-
rep) nehomogene L. grupe.

STRUKTURA Cσ′σ(Λ, p) U IRREP-ovima nehomog. L. grupe

∗ jedine f-je pµ (p2 ≤ 0) invarijantne na svojstvene ortokrone L.T. Λµν su

p2 = gµνp
µpν , (1575)

sign(p0) za p2 ≥ 0 . (1576)

⇒ mogućnost izbora standardnog 4-impulsa kµ, preko kojeg se može izraziti svaki pµ

pµ = Lµν(p)k
ν . (1577)

Lµν je tzv. standardna L.T ovisna samo o p.

∗ definicija Ψpσ

Ψpσ ≡ N(p)U(L(p))Ψkσ . (1578)

- N(p) je normalizacijski faktor stanja Ψpσ koji će biti odabran poslije (vidi (1607)).
- VAŽNO : (1578) veže stanja istog σ i različitog 4-impulsa

• mala grupa (s obzirom na smjer kµ)

∗ Definicija male grupe :

U(Λ)Ψpσ
(1578)
= U(Λ)N(p)U(L(p))Ψkσ

(1572)
= N(p)U(L(Λp)) · U(L−1(Λp)ΛL(p))Ψkσ . (1579)

� Wignerova rotacija :

W (Λ, p) ≡ W ≡ L−1(Λp)ΛL(p) : k
L(p)→ p

Λ→ Λp
L−1(Λp)→ k : (1580)

W µ
νk

ν = kµ . (1581)
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MALA GRUPA s obzirom na smjer kµ u vekt. pr. : skup svih transf. koje
čuvaju smjer kµ

Odatle slijedi da U(W ) djelujući na stanje Ψkσ samo pomiješa indekse σ

U(W )Ψkσ =
∑

σ′

Dσ′σ(W )Ψkσ′ . (1582)

� D(W) čine repr. male grupe (za smjer ~k)

U(WW )Ψkσ = Dσ′σ(WW )Ψkσ′

= U(W )U(W )Ψkσ = Dσ′σ′′(W )Dσ′′σ(W )Ψkσ′

⇓
Dσ′σ(WW ) = Dσ′σ′′(W )Dσ′′σ(W ) Q.E.D. (1583)

Table 2: Standardni 4-impulsi i pripadne male grupe za razne klase 4-impulsa (κ > 0,
energija po volji). SO(3) je grupa rotacija u 3D; SO(2, 1), SO(3, 1) su Lorentzove grupe
u 2+1 i 3+1 D; ISO(2) je grupa euklidske geometrije - sadrži rotacije i translacije u 2D.

standardni kµ mala grupa

(a) p2 = −M2 < 0, p0 > 0 (M, 0, 0, 0) SO(3) fiz č. mase> 0
(b) p2 = −M2 < 0, p0 < 0 (−M, 0, 0, 0) SO(3)
(c) p2 = 0, p0 > 0 (κ, 0, 0, κ) ISO(2) fiz č. mase= 0
(d) p2 = 0, p0 < 0 (−κ, 0, 0, κ) ISO(2)
(e) p2 = N2 > 0 (0, 0, 0, N) SO(2, 1)
(f) pµ = 0 (0, 0, 0, 0) SO(3, 1) fiz vakuum

� Lorentz transformat Ψpσ

U(Λ)Ψpσ
(1579,1582)

= N(p)Dσ′σ(W (Λ, p))U(L(Λp))Ψkσ′

(1578)
=

(
N(p)

N(Λp)

)
Dσ′σ(W (Λ, p))ΨΛp,σ′ . (1584)

⇒ - problem nalaženja Cσ′σ sveo se na problem nalaženja repki male grupe za razne
smjerove kµ (vidi tabelu 2).
- to je tzv. metoda induciranih reprezentacija (nalaženje repki grupe preko
repki male grupe).
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NORMALIZACIJA STANJA

∗ Normalizacija Ψkσ stanja po Weinbergu (Peskinova normalizacija je dana u (131))

(Ψk′σ′ ,Ψkσ) ≡ δ(~k′ − ~k)δσ′σ . (1585)

⇒ D†(W ) = D−1(W ) . (1586)

D:

(U(W )Ψk′σ′ , U(W )Ψkσ)
(1669,1670,135,1583)

= D∗(W )σ′σ′D(W )σσ(Ψk′σ′ ,Ψkσ)

= D†(W )σ′σD(W )σσδ(~k
′ − ~k) (1587)

(135)
= (Ψk′σ′ ,Ψkσ)

(1585)
= δσ′σδ(~k

′ − ~k) (1588)

(1587,1588)⇒ Q.E.D. (1586)

∗ Normalizacija Ψpσ stanja

[ (1579) ≡ U(Λ)Ψpσ = N(p)U(L(Λp))U(L−1(Λp)ΛL(p))Ψkσ︸ ︷︷ ︸
Dσ′σ(L

−1(Λp)ΛL(p))Ψkσ′

]

(Ψp′σ′ ,Ψpσ) = (U−1(L(p))︸ ︷︷ ︸
U(L−1(p))

Ψp′σ′ , U−1(L(p))Ψpσ︸ ︷︷ ︸
(1578)
= N(p)Ψkσ

)

(1579)
=

(
N(p′)U(L(L−1(p)︸ ︷︷ ︸

Λ

p′)U(L−1(L−1(p)︸ ︷︷ ︸
Λ

p′)L−1(p)︸ ︷︷ ︸
Λ

L(p′))Ψkσ′

︸ ︷︷ ︸
Dσ′σ′ (L−1(L−1(p)p′)L−1(p)L(p′))Ψkσ′

, N(p)Ψkσ

)

= N∗(p′)N(p)D∗σ′σ′(L−1(

k′︷ ︸︸ ︷
L−1(p)p′)L−1(p)L(p′)︸ ︷︷ ︸

W (L−1(p),p′)

)

×
(
U(L(

k′︷ ︸︸ ︷
L−1(p)p′))Ψkσ′︸ ︷︷ ︸
N−1(k′)Ψk′σ′

,Ψkσ

︸ ︷︷ ︸
N−1(k′)δ(~k′−~k)δσ′σ

)
. (1589)

Iz δ(~k′ − ~k) u (1589) slijedi

k = k′ (1590)
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⇒ k′ ≡ L−1(p)p′ = k ⇒ p′ = L(p)k ≡ p, (1591)

(1590) ⇒ N(k′) = N(k) = 1 (1592)

⇒ L(k′) = L(k) = 1, (1593)

(1591) ⇒ N(p′) = N(p) (1594)

⇒ L(p′) = L(p) (1595)

⇒ L(L−1(p)p′) = L(k′) = 1, (1596)

(1594, 1595, 1596) ⇒ D∗σ′σ′

(
W (L−1(p), p′)

)
= D∗σ′σ′(1) = δσ′σ′ . (1597)

Stoga iz (1589) slijedi,

(Ψp′σ′ ,Ψpσ) = |N(p)|2δσ′σδ(~k
′ − ~k) ∝ δσ′σδ(~p

′ − ~p), (1598)

gdje je proporcionalnost posljedica (1591). Nezavisan dokaz proporcionalnosti slijedi iz

nalaženja faktora proporcionalnosti izmed–u δ(~k′ − ~k) i δ(~p′ − ~p).

Odred–ivanje faktora proporcionalnosti izmed–u δ(~k′ − ~k) i δ(~p′ − ~p)

- sljedeće razmatranje vrijede za fizikalna čestična stanja (slučajevi (a) i (c) u tablici 2)
za koju postoje obje invarijante pµ (1575) i (1576)
- Lorentz invarijantan integral opće skalarne funkcije f(pµ) = f(p2) može se napisati na
sljedeći način :

∫
d4p δ(p2 −M2)θ(p0)f(~p, p0)

=

∫
d3p dp0δ((p0)2 − ~p2 −M2)θ(p0)f(~p, p0)

=

∫
d3p

f(~p,
√
~p2 +M2)

2
√
~p2 +M2

(1599)

⇒ integracijska mjera
d3p√
~p2 +M2

je inv. na L.T. (1600)

- Rabeći nadalje definiciju δ-funkcije i invarijantnost mjere (1600) nalazimo

F (~p) ≡
∫

d3p′δ(~p− ~p′)F (~p′) =

∫
d3p′√
~p′2 +M2

(
√
~p′2 +M2δ(~p− ~p′))F (~p′) (1601)

⇒
√
~p2 +M2δ3(~p′ − ~p)

def≡ p0δ3(~p′ − ~p) ≡ INV NA L.T. (1602)
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⇒ p0δ3(~p′ − ~p) = k0δ3(~k′ − ~k) (1603)

⇒ (Ψp′σ′ ,Ψpσ)
(1598)
= |N(p)|2δσ′σδ

3(~k′ − ~k)
(1603)
=

p0

k0
|N(p)|2δ3(~p′ − ~p)δσ′σ . (1604)

- Primjetimo da je jednadžbom (1603) dokazana proporcionalnost δ3(~p′ − ~p) i δ3(~k′ − ~k).
- Postoji sloboda odabira norme, npr. može se odabrati N(p) = 1.

KONVENCIJA TJ. ODABIR NORME U PESKIN-SCHROEDEROVOJ KN-
JIZI

(Ψk′σ′ ,Ψkσ) = (2π)32k0δ3(~k′ − ~k)︸ ︷︷ ︸
(2π)32p0δ3(~p′−~p)

(1605)

odakle uporabom (1589) slijedi

(Ψp′σ′ ,Ψpσ) = |N(p)|2(Ψk′σ′ ,Ψkσ)

= |N(p)|2(2π)32p0δ3(~p′ − ~p) (1606)

Peskin odabire relativistički invarijantnu normalizaciju (499) odakle slijedi

N(p) = 1, (1607)

Stoga vrijedi

(Ψp′σ′ ,Ψpσ) = 2E~pδσ′σδ
3(~p′ − ~p) . (1608)

Napomena: U Weinbergovoj knjizi, odakle je uzet ovaj tekst, je N(p) =
√
k0/p0 i uzeto

je da vrijedi (Ψp′σ′ ,Ψpσ) = δσ′σδ
3(~p′ − ~p).

7.8.1 M > 0 (Stanja, mala grupa itd. za M > 0)

∗ mala grupa je SO(3) - 3D rotacijska grupa (može se očitati iz standardnog 4-impulsa

kµ = (M, 0, 0, 0︸ ︷︷ ︸) . (1609)

⇒ unitarne reprezentacije mogu se prikazati kao direktne sume ireducibilnih unitarnih
reprezentacija Dj

σ′σ(R) dimenzionalnosti 2j + 1 gdje je j = 0, 1
2
, 1, . . ..

- za inf. rotaciju u x-prostoru (~θ = (−θ23,−θ31,−θ12)),

Rik = δik + θik, θik = −θki . (1610)
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Dj
σ′σ(R) matrice rotacija u Ψpσ prostoru glase,

Dj
σ′σ(1 + θ) = δσ′σ −

i

2
θik(J

(j)
ik )σ′σ, (1611)

(J
(j)
1 ± iJ

(j)
2 )σ′σ = (J

(j)
23 ± iJ

(j)
31 )σ′σ = δσ′σ±1

√
j(j + 1)− σ(σ ± 1), (1612)

(J
(j)
3 )σ′σ = (J

(j)
12 )σ′σ = σδσ′σ, (1613)

gdje σ = −j, . . . , j.

∗ L.T. (1584) stanja M > 0 i spin= j,

U(Λ)Ψpσ
(1584)
=

(
N(p)

N(Λp)

)
Dσ′σ(W (Λ, p))ΨΛp,σ′

(1607)
= Dσ′σ(W (Λ, p))ΨΛp,σ′ , (1614)

gdje je W (Λ, p) element male grupe (Wignerova rotacija).

Napomena: U Weinbergu zadnji redak (1614) glasi
(√

(Λp)0

p0

)
Dσ′σ(W (Λ, p))ΨΛp,σ′ , tj.

(
N(p)
N(Λp)

)
=
(√

(Λp)0

p0

)
.

U gornjem izrazu još su nam nepoznati stanje Ψpσ i Wignerova rotacija. Za obje veličine
nam treba definicija standardnog boosta, L(p).

∗ Račun Wignerove rotacije, definicija standardnog boosta, Ψpσ

· W (Λ, p)
(1580)≡ L−1(Λp)ΛL(p)

· standardni boost (x prostor) [µ ≡ (0, i), ν ≡ (0, k)]

Lµν(p) =




γ p̂k(γ
2 − 1)

1
2

p̂i(γ
2 − 1)

1
2 δik + (γ − 1)p̂ip̂k


 , (1615)

γ ≡
√
~p2 +M2

M
, p̂i ≡ pi

|~p| . (1616)

· Ψpσ

Iz (1615), (1578) i (1607) (k0 =M , p0 =
√
~p2 +M2) slijedi,

Ψpσ =

√
M

p0
U(L(p))Ψkσ . (1617)
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∗ Dokaz relacije ∀p W (R, p) = R.

- Kada je Lorentzova transformacija Λ jednaka proizvoljnoj rotaciji R pokazat ćemo da
je Wignerova rotacija W (R, p) jednaka rotaciji za bilo koju vrijednost p. Odatle slijedi
da se u relativističkoj kvantnoj mehanici kutna količina gibanja definira isto kao u nerela-
tivističkoj. Stoga se tehnike za sferične harmonike, CGK, itd. mogu rabiti isto kao u NR
QM. Dokaz slijedi.

� Pokažimo da se opći Lorentzov boost može prikazati na preko boosta u ẑ smjeru i
rotacija oko p̂ smjerova :

L(p) = R(p̂)B(|~p|)R(p̂)−1, (1618)

B(|~p|) =




γ 0 0 (γ2 − 1)
1
2

0 1 0 0
0 0 1 0

(γ2 − 1)
1
2 0 0 γ


 , R(p) =

(
1 0

0 R̃(p̂)

)
, (1619)

D:

p̂ = R̃(p̂)ẑ (p̂i = R̃iaẑa, ẑT = (0, 0, 1)),

p̂T = ẑT R̃T = ẑT R̃(p̂)−1,

L(p) =

(
γ (γ2 − 1)

1
2 p̂T

(γ2 − 1)
1
2 p̂ 1+ (γ − 1)p̂× p̂T

)

=

(
1

R̃(p̂)

)(
γ (γ2 − 1)

1
2 ẑT

(γ2 − 1)
1
2 ẑ 1+ (γ − 1)ẑ × ẑT

)(
1

R̃(p̂)−1

)

= R(p)B(|~p|)R(p)−1 Q.E.D.

� Dokaz B(|−→Rp|) = B(|~p|)
- iznos 3-impulsa i energije ne ovisi o rotaciji; stoga se ni γ ne mijenja s njom; kako B(|~p|)
ovisi samo o γ (~z je konstanta), vrijedi i

B(|−→Rp|) = B(|~p|) . (1620)

� Dokaz relacije (∀p W (R, p) = R)

W (R, p) (1580)
= L−1(Rp)RL(p)
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(1618)
=

(
R(R~p)B(|~p|)R−1(R~p)

)−1
· R · R(~p)B(|~p|)R−1(~p)

= R(R~p)B−1(|~p|)
(
R−1(R~p)RR(~p)

)
B(|~p|)R−1(~p) . (1621)

Za operator u velikim zagradama, R−1(R~p)RR(~p), ~z je invarijantan smjer,

R−1(R̃p̂)RR(p̂) : ẑ → p̂→ R̃p̂→ ẑ.

Stoga cjelokupna transformacija može maksimalno biti proizvoljna rotacija oko osi ẑ,

R−1(R̃p̂)RR(p̂) = R(θ) =




1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1


 . (1622)

Izrazi (1622) i (1619) za R(θ) i B(|~p|) očigledno komutiraju. Stoga

W (R, p) (1621)
= R(R~p)

(
R−1(R~p)RR(~p)

)
R−1(~p) = R . Q.E.D. (1623)

7.8.2 M=0 (Mala grupa, analiza male grupe i njene algebre, stanja)

i. Mala grupa

- Table 2 ⇒ k = (1, 0, 0, 1) .

� Nalaženje elemenata male grupe
Elementi male grupe (vidi tabelu 2 i Eq. (1581)) zadovoljavaju

W µ
νk

ν = kµ, k = (1, 0, 0, 1) . (1624)

Djelovanjem na vremenoliki 4-vektor

tµ = (1, 0, 0, 0), (1625)

Wignerovom rotacijom dobija se 4-vektorWt koji zbog invarijantnosti na L.T. zadovoljava

(Wt)µ(Wt)µ = tµtµ
(1625)
= 1, (1626)

(Wt)µ(Wk)µ = tµkµ
(1624,1625)

= 1 . (1627)

Pretpostavljajući najopćenitiji oblik Wt,

Wt = (ξ, α, β, ζ), (1628)

341



nalazimo ξ i ζ kao f-je α i β,

(Wt)µ(Wk)µ
(1624)
= (Wt)µ(k)µ

(1625,1628)
= ξ − ζ = −1 ≡ ξ = 1 + ζ, (1629)

(Wt)µ(Wt)µ = (1 + ζ)2 − α2 − β2 − ζ2 = 1

⇒ ζ =
1

2
(α2 + β2). (1630)

Stoga nam je poznat zadnji stupac matrice W µ
ν ,

(W )(t) =




1 + ζ · · ·
α · · ·
β · · ·
ζ · · ·







1
0
0
0


 . (1631)

Tu ”·” predstavljaju još neodred–ene matrične elemente. Treći stupac možemo naći rabeći
relaciju (1624),

(W )(k) = (k) ≡




1 + ζ · · ·
α · · ·
β · · ·
ζ · · ·







1
0
0
1


 =




1
0
0
1




⇒ (W ) =




1 + ζ · · −ζ
α · · −α
β · · −β
ζ · · 1− ζ


 . (1632)

Preostale neodred–ene retke ćemo preuzeti iz Weinberga i dati uputu kako se mogu prov-
jeriti.

� L.T. male grupe. Djelovanje W µ
ν na tν je isto kao djelovanje transformacije

Sµν =




1 + ζ α β −ζ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
ζ α β 1− ζ


 . (1633)

Provjerimo da li je Sµν Lorentz transformacija. Da bi to bilo zadovoljeno moraju biti
ispunjeni uvjeti (??)≡(1533) i (??)≡(1534)

(??) ≡ gµνS
µ
ρS

ν
σ = gρσ ≡ Sµρ(gSg)

ρ
µ = δ ρ

ρ ≡ STS = 1, (1634)

(??) ≡ SνσS
κ
τg

στ = gνκ ≡ (gSg) τ
κ S

κ
τ = δκκ ≡ S

T
S = 1, (1635)

S ≡ {S β
α } = {(gSg) β

α } =




1 + ζ −α −β ζ
−α 1 0 −α
−β 0 1 −β
−ζ α β 1− ζ


 . (1636)
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Za DZ provjerite relacije (1634) i (1635).

� veza W i S ≡ S(α, β)

S(α, β)t = Wt ⇒ S−1(α, β)W = R ∈ {3D rot};
S(α, β)k = Wk ⇒ S−1(α, β)W = R(θ) ∈ {rot oko ẑ osi}; (1637)

⇒ R(θ) =




1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 1 0


 . (1638)

� Stoga je opći grupni element male grupe

W (θ, α, β) = S(α, β)R(θ) . (1639)

� Identifikacija male grupe : ISO(2)

- {W (θ, α, β)} ima dvije Abelove podgrupe, skup rotacija oko ẑ osi, {R(θ)}, i skup trans-
formacija {S(α, β)}. Za DZ dokažite da vrijedi

R(θ)R(θ) = R(θ + θ), (1640)

S(α, β)S(α, β) = S(α + α, β + β) . (1641)

- Nadalje, {S(α, β)} je invarijanta (normalna) podgrupa grupe {W (θ, α, β)} :

R(θ)S(α, β)R−1(θ) = S(α cos θ + β sin θ,−α sin θ + β cos θ) . (1642)

[Dovoljno je provjeriti za rotacije jer je za svaki S ′ ∈ {S} očigledno S ′SS ′−1 ∈ {S}]

DZ. Dokažite relaciju (1642).

• Struktura {W} odgovara tzv. ISO(2) grupi : sadrži rotacije {R(θ)} i translacije
{S(α, β)} u 2D
• Budući da mala grupa (ISO(2)) sadrži Abelovu invarijantnu podgrupu
⇒ ISO(2) nije polu-jednostavna grupa (semisimple group)

ii. Algebra male grupe

� Infinitezimalni element male grupe (x prostor)

[W (θ, α, β)µν ]INF = δµν + ωµν = δµν +




0 α β 0
α 0 θ −α
β −θ 0 −β
0 α β 0


 (1643)
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⇒ ωµν =




0 α β 0
−α 0 −θ α
−β θ 0 β
0 −α −β 0


 . (1644)

(Usporedba W i PS : primjetiti da po komponentama vrijedi ωPSµν = −ωWµν – zbog toga
su raspisani U(Λ) operatori identični jer su definirani sa suprotnim predznakom u ekspo-
nentu)

� Pripadni op. u Hilb. prostoru:

U(W (θ, α, β)) = 1− i

2
ωµνJ

µν = 1+ iα(−J13 + J10) + iβ(−J23 + J20) + iθJ12

= 1+ iα(J2 +K1) + iβ(−J1 +K2) + iθJ3

= 1+ iαA+ iβB + iθJ3 (1645)

A = J2 +K1 B = −J1 +K2 . (1646)

� algebra male grupe :
(Podsjetnik : Lorentz algebra : (1558) ≡ [Ji, Jj ] = iεijkJk,
(1559) ≡ [Ji, Kj] = iεijkKk, (1560) ≡ [Ki, Kj] = −iεijkJk, . . . )

[J3, A] = iB D : i(−J1 +K2) = iB, (1647)

[J3, B] = −iA D : i(−J2 −K1) = −iA, (1648)

[A,B] = 0 D : i(J3 − J3 + 0 + 0) = 0 . (1649)

iii. Stanja

Budući da u algebri male grupe postoje dva skupa komutirajućih operatora, {A,B} i
{J3}, imamo dvije mogućnosti označavanja stanja (standardnog 4-impulsa) :

A. Označavanje kvantnim brojevima operatora A i B : Ψk... → Ψkab

AΨkab = aΨkab,

BΨkab = bΨkab . (1650)

Problem : Ako je a 6= 0 ili b 6= 0 dobija se kontinuum svojstvenih vrijednosti koji se
dobija zbog toga što transformacije S(α, β) čine invarijantnu (normalnu) podgrupu male
grupe (vidi (1642)),

U(R(θ))AU−1(R(θ)) = cos θ A− sin θ B,

U(R(θ))BU−1(R(θ)) = sin θ A+ cos θ B . (1651)
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Rabeći argumente poglavlja §2.2 (vidi Eq. (1527)), iz generatora Abelovih podgrupa male
grupe nalazimo operatore Abelovih podgrupa za konačne α, β i θ

U(S(α, β))
(1527)
= exp(iαA+ iβB), (1652)

U(R(θ))
(1527)
= exp(iJ3θ) . (1653)

D (1651):

U(S(αcθ + βsθ,−αsθ + βcθ)) = U(R)U(S(α, β))U−1(R)

= ei(αU(R)AU−1(R)+βU(R)BU−1(R))

= ei(αcθ+βsθ)A+i(−αsθ+βcθ)B = ei[α(cθA−sθB)+β(sθA+cθB)] Q.E.D.

Stoga za kontinuum stanja,

Ψθ
kab ≡ U−1(R(θ))Ψkab, (1654)

vrijedi

AΨθ
kab = (a cos θ − b sin θ)Ψθ

kab,
BΨθ

kab = (a sin θ + b cos θ)Ψθ
kab .

(1655)

D: Npr. za AΨθ
kab

AΨθ
kab = AU−1(R(θ))Ψkab

= U−1(R(θ))(cθA− sθB)Ψkab = (cθa− sθb)Ψ
θ
kab .

Dakle, postoji kontinuum stanja Ψθ
kab sa kontinuiranim spektrom (a cos θ−b sin θ, a sin θ+

b cos θ). Q.E.D.

Exp: Eksperimentalno takav kontinuum nije opažen. Stoga označavanje stanja sa svo-
jstvenim stanjima operatora A i B ne odgovara fizikalnoj situaciji.

B. Označavanje kvantnim brojevima operatora J3 : Ψk... → Ψkσ

Stavimo

AΨkσ = BΨkσ = 0,

J3Ψkσ = σΨkσ . (1656)

Pitanje koje se nameće jest što je fizikalno značenje sv. vrijednosti σ. Budući da je smjer
3-impulsa k̂ 4-impulsa k po definiciji jednak pozitivnom smjeru z-osi, ẑ, vrijedi

J3 = ẑ ~J = k̂ ~J, (1657)
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tj. J3 odgovara projekciji operatora kutne količine gibanja na smjer gibanja, odnosno
operatoru heliciteta. Stoga je σ helicitet stanja i nije treća komponenta spina stanja.

iv. Račun svojstava općeg M = 0 stanja pri L.T.

� Djelovanje općeg elementa male grupe, danog sa (1639), na stanje ”stan-
dardnog” impulsa Ψkσ

U(W )Ψkσ
(1639),(1652),(1653)

= exp(iαA+ iβB) exp(iJ3θ)Ψkσ = exp(iθσ)Ψkσ (1658)

daje Wignerovu rotaciju za M = 0 stanje,

Dσ′σ(W )
(1582)
= exp(iθσ)δσ′σ . (1659)

� Uz normalizaciju (1607), djelovanje opće L.T. na opće stanje Ψpσ za M = 0 glasi

U(Λ)Ψpσ
(1584)
=

N(p)

N(Λp)
Dσ′σ(W (Λ, p))ΨΛpσ

(1584,1659)
= exp(iσθ(Λ, p))ΨΛp,σ, (1660)

gdje je kut θ(Λ, p) definiran relacijom

W (Λ, p) ≡ L−1(Λp)ΛL(p)
(1639)≡ S(α(Λ, p), β(Λ, p))R(θ(Λ, p)) . (1661)

Napomena: U Weinbergu drugi redak (1660) glasi
√

(Λp)0

p0
exp(iσθ(Λ, p))ΨΛp,σ, dakle

N(p)
N(Λp)

=
√

(Λp)0

p0
.

v. Diskretnost sv. vrijednosti σ

Diskretnost σ ne proizlazi iz komutacijskih relacija algebre male grupe kao za M > 0
slučaj. Dosadašnja analiza pokazuje da je σ realno. Diskretnost σ slijedi iz topoloških
razmatranja Lorentzove grupe. Pokazuje se da je ona dvostruko povezana s obzirom na
rotacijsku podgrupu, a jednostruko s obzirom na ostale transformacije. Odatle slijedi
da rotacija za 4π uvijek daje isto stanje, pa σ u Wignerovoj rotaciji (1659) mora biti
polucjelobrojan.

vi. Definicija standardne Lorentzove transformacije za M = 0 stanja, račun
elementa male grupe

� Kao i kod M > 0 stanja za nalaženje općeg elementa male grupe W (Λ, p) potreban je
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izraz za standardnu Lorentzovu transformaciju (uočiti razliku stand. L.T. M > 0
(1618) i M = 0 (1662) stanja)

L(p) ≡ R(p̂)B(|~p|/κ) (1662)

gdje je B(u) boost u ẑ smjeru, a R(~p) rotacija koja preslikava ẑ u p̂,

B(u) =




(u2 + 1)/2u 0 0 (u2 − 1)/2u
0 1 0 0
0 0 1 0

(u2 − 1)/2u 0 0 (u2 + 1)/2u


 . (1663)

D:
∗ standardni boost bezmasene čestice B(u) :

p0 = γk0 + βγk = (coshω + sinhω)k = eωk = uk,

p = p0

⇒ coshω =
1

2
(u+

1

u
), sinhω =

1

2
(u− 1

u
) . Q.E.D.

∗ rotacija R(p̂) :
- Pretpostavimo da je p̂ zadan polarnim i azimutalnim kutevima φ i θ

p̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) . (1664)

Rotacija se tada može opisati sa dvama uzastopnim rotacijama, rotacijom oko ŷ osi R(θ) :
(0, 0, 1) → (sin θ, 0, cos θ) i rotacijom oko ẑ osi R(φ) : (sin θ, 0, cos θ) → p̂ :

U(R(p̂)) = exp(iφJ3) exp(iθJ2), (1665)

gdje su 0 ≤ θ ≤ π i 0 ≤ φ ≤ 2π. Rotacija nije dana u x tj. p prostoru već u Hilbertovom
prostoru jer u Hilbertovom prostoru dodavanjem 2π kutu φ U(R(p̂) mijenja predznak dok
je u p prostoru jednoznačna.

vii. Helicitet je invarijantan na svojstvene ortokrone Lorentz transformacije

∗ Iz izraza za element male grupe za opću ortokronu svojstvenu L.T.,

(1659) ≡ Dσ′σ(W ) = exp(iθσ)δσ′σ ∝ δσ′σ, (1666)

slijedi da je helicitet invarijantan na opću ortokronu svojstvenu L.T. To na prvi pogled
znači da bezmasene čestice imaju samo jednu vrijednost heliciteta.

∗ Paritet med–utim mijenja predznak heliciteta. Stoga bezmasene čestice nemaju jednu
moguću već imaju dvije moguće vrijednosti heliciteta. Za razliku, masivne čestice imaju
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(2j + 1) sv. vrijednosti operatora J3.

∗ Naziv čestica i sačuvanje pariteta:
- jake sile i EM sile čuvaju paritet, pa je paritet dobar QB : oba stanja imaju isto ime
(samo je u opisu stanja i helicitet : Npr. γk±1
- slabe sile ne čuvaju paritet; paritet nije dobar QB; stanja suprotnog heliciteta istih
aditivnih QB suprotnih heliciteta ne postoje (npr. νk− 1

2
i νk 1

2
nemaju isti leptonski broj

L); stanja nemaju stoga ni isto ime).

7.9 Dodatak 9 Kvantna Mehanika

(Uzeto iz Weinberg I)

- ista kvantna mehanika kao u NR fizici : kao u Diracovoj knjizi

(i) FIZIKALNA STANJA reprezentirana su zrakama u Hilbertovim prostoru
- Hilbertov prostor = Banachov unitarni vektorski prostor
– Banachov prostor = normiran i potpun vektorski prostor
– kompleksni vektorski prostor V , (V,+, ·,C) = aditivna grupa u kojoj je definirano
množenje sa skalarima iz C :

Φ,Ψ ∈ V ⇒ ξΦ + ηΨ ∈ V . (1667)

– unitarni VP : postoji skalarno množenje vektora (, ), Φ,Ψ, . . . ∈ H; ξ, η, . . . ∈ C takvo
da

(Φ,Ψ) = (Ψ,Φ)∗, (1668)

(Φ, ξ1Ψ1 + ξ2Ψ2) = ξ1(Φ,Ψ1) + ξ2(Φ,Ψ2), (1669)

(η1Φ1 + η2Φ2,Ψ) = η∗1(Φ1,Ψ) + η∗2(Φ2,Ψ) . (1670)

– normiranost : postoji norma | | (ovdje je |Ψ|2 = (Ψ,Ψ)),

|Ψ| ≥ 0, (1671)

|Ψ| = 0 ⇔ Ψ = 0, (1672)

|λΨ| = |λ||Ψ|, (1673)

|Ψ+ Φ| ≤ |Ψ|+ |Φ| . (1674)

– potpunost : svaki Cauchijev niz {Φn} konvergira u Hilbertovom prostoru :

{Φn} : ∀ε ∃n(ε), ∀p, q > n(ε), |Φp − Φq| < ε . (1675)

- zraka = skup normaliziranih vektora iz H, (Ψ,Ψ) = 1 koji se razlikuju do na fazu:

Ψ,Ψ′ ∈ H ⇔ Ψ′ = ξΨ i |ξ| = 1 . (1676)
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(ii) OBSERVABLE su reprezentirane hermitskim operatorima sa svojstvima

A : H → H (preslikava prostor u samog sebe), (1677)

A(ξΨ+ ηΦ) = ξAΨ+ ηAΦ (linearan je), (1678)

A = A† (zadovoljava uvjet realnosti). (1679)

gdje je A† adjungirani operator operatora A,

(Φ, A†Ψ) = (AΦ,Ψ) = (Ψ, AΦ)∗ . (1680)

Svojstveni vektor (stanje) i svojstvena vrijednost operatora A

AΨ = αΨ . (1681)

- dokažimo TM da je α je realno:

L ≡ (Ψ, AΨ) = (A†Ψ,Ψ) = (AΨ,Ψ) ≡ D

L = (Ψ, αΨ) = α
D = (αΨ,Ψ) = α∗

}
⇒ α = α∗ Q.E.D (1682)

(iii) Ako je sistem u stanju R i exp. se provodi tako da se mjeri da li je u jednom od
stanja R1, R2 . . . , onda je vjerojatnost nalaženja u stanju Rn

P (R → Rn) = |(Ψ,Ψn)|2, (1683)

gdje je Ψ ∈ R a Ψn ∈ Rn. Ako {Ψn} čini potpun skup (
∑

n |Ψn〉〈Ψn| = 1), onda je

∑

n

P (R → Rn) = 1 . (1684)

D:
∑

n |(Ψ,Ψn)|2 =
∑

n〈Ψ|Ψn〉〈Ψn|Ψ〉 = 〈Ψ|Ψ〉 = 1 . Q.E.D.
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7.10 Dodatak 10 : Slobodna polja a lá Weinberg

(Uzeto iz Weinberg I)

• Uvod u ovaj dodatak

U ovom dodataku će biti iznesene osnovne pretpostavke izgradnje kvantiziranih polja iz
kvantne mehanike (QM) uz pretpostavku Lorentzove invarijantnosti. To je Wignerov
pristup teoriji polja. Polja se izgrad–uju iz operatora stvaranja i ponǐstenja, koja odgo-
varaju QM stanjima u Hilbertovom prostoru odred–enog 4-impulsa i spina. 4-impuls i spin
su definirani operatorima Poincarove algebre P µ i J3. U tom se pristupu spin operatora
stvaranja i ponǐstenja koji grade polja odred–uje iz transformacijskih svojstava polja ko-
jima se pojedino polje definira To se ostvaruje putem jednadžbi koje povezuju Lorentzove
reprezentacije polja i operatora stvaranja i ponǐstenja (1723, 1724, 1725, 1726). Te jed-
nadžbe su bile motivacija za pisanje ovog dodatka.
Taj pristup je različit od pristupa u Peskin-Schroederovoj knjizi, u kojem se polazi od
klasičnih polja koja se zatim kvantiziraju. Spin operatora stvaranja i ponǐstenja se u
Peskin-Schroedereovom pristupu odred–uje preko sačuvane Noetherove struje koja odgo-
vara operatoru treće komponente kutne količine gibanja J3 (vidi npr. (??)).

Za razumjevanje ovog dodatka trebate prihvatiti dvije činjenice.
Prva je da iz zahtjeva Lorentz invarijantnosti za sustav u med–udjelovanju slijede uvjeti
na S-operator kojim se opisuju med–udjelovanja u raspršenjima. S operator mora komuti-
rati sa svim generatorima Poincareove algebre. Iz uvjeta komutativnosti sa generatorima
boosta slijedi vrlo jaki uvjet na Hamiltonijan med–udjelovanja V . Taj je uvjet ispunjen ako
se Hamiltonijan može prikazati preko gustoće Hamiltonijana (vidi (1685)) i ako gustoće
Hamiltonijana komutiraju za prostornolike intervale (vidi (1687)).
Druga je da iz zahtjeva nezavisnosti vrlo udaljenih eksperimenata, iz kojega slijedi da se
S matrica može prikazati kao produkt S matrica za pojedine udaljene eksperimente (to
je tzv. princip dekompozicije nakupina). Hamiltonijan med–udjelovanja se uvijek može
prikazati preko operatora stvaranja i ponǐstenja (postoji teorem po kojem se svaki oper-
ator može prikazati preko operatora stvaranja i ponǐstenja). Iz principa dekompozicije
nakupina slijedi da je najopćenitiji oblik Hamiltonijana dan sa (1688) gdje funkcija hNM
sadrži jednu i samo jednu δ(3) fumkciju u impulsima (vidi (1689).

Za bolje razumjevanje gradiva u podpoglavlju 2.6 ove skripte dovoljno je pročitati sljedeće
dijelove ovog dodatka
· Podsjetnik svojstava S-matrice
· Rješenje problema : POLJA
· Nalaženje koeficijentnih funkcija uℓ(x; ~p, σ, n), vℓ(x; ~p, σ, n) (posebno � Rotacije)
· Ispunjavanje dodatnog uvjeta Lorentz invarijantnosti (1687)
· Razlog postojanja antičestica kod nabijenih polja
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· O jednadžbama gibanja za polja

• Podsjetnik svojstava S-matrice:

1. Uvjeti Lorentz invarijantnost S-matrice

S matrica je Lorentz invarijantna ako se Hamiltonijan med–udjelovanja može napisati kao
integral gustoće Hamiltonijana med–udjelovanja koji je Lorentzov skalar,

V (t) =

∫
d3xH(~x, t), (1685)

U0(Λ, a)H(x)U−10 (Λ, a) = H(Λx+ a), (1686)

i koja zadovoljava dodatni uvjet

[H(x),H(x′)] = 0 za (x− x′)2 < 0 . (1687)

2. Princip dekompozicije nakupina (CDP)

Hamiltonijan med–udjelovanja (i slobodni Hamiltonijan) se kao i svaki operator može
prikazati preko operatora stvaranja i ponǐstenja,

V =
∞∑

N=0

∞∑

M=0

∫
dq′1 . . . dq

′
Ndq1 . . . dqM

a†(q′1) . . . a
†(q′N)a(qM) . . . a(q1)hNM(q′1 . . . q

′
N , q1 . . . qM) . (1688)

Med–utim S matrica zadovoljava dodatni uvjet, princip dekompozicije nakupina (vidi
Weinberg I, pogl. 4.4), iz kojeg proizlazi da koeficijentne funkcije Hamiltonijana hNM
imaju jednu i samo jednu δ3-funkciju,

hNM(~p′1σ
′
1n
′
1 . . . ~p

′
Nσ
′
Nn
′
N , ~p1σ1n1 . . . ~pMσMnM)

= δ(~p′1 + . . . ~p′N − ~p1 − . . .− ~pM)

× h̃NM(~p′1σ
′
1n
′
1 . . . ~p

′
Nσ
′
Nn
′
N , ~p1σ1n1 . . . ~pMσMnM) . (1689)

� Problem :
Transformacijska svojstva operatora stvaranja i ponǐstenja su komplicirana (PS-W),

(503) ≡ U0(Λ, a)a
†(pσn)U−10 (Λ, a) = ei(Λp)a

√
(Λp)0

p0

∑

σ

D
(j)
σσ(W (Λ, p))a†Λpσn, (1690)
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pa na prvi pogled izgleda da nije moguće zadovoljiti istovremeno raspis Hamiltonijana
med–udjelovanja preko operatora stvaranja i ponǐstenja i Lorentz invarijantnost S ma-
trice.
- Napomena : u daljnjem razmatranju će Lorentzove transformacije Λ uključivati svo-
jstvene ortokrone L.T ili će još dodatno uključivati paritetnu simetriju.

• Rješenje problema : POLJA

∗ Lorentz transformacija polja

- Problem se rješava tako da se gustoća Hamiltonijana H(x) izgrad–uje od polja - polja
ponǐstanja (čestica) ψ+

ℓ (x) i polja stvaranja (čestica) ψ−ℓ (x),

ψ+
ℓ (x) =

∑

σn

∫
d3p uℓ(x; ~p, σ, n)a(~p, σ, n), (1691)

ψ−ℓ (x) =
∑

σn

∫
d3p vℓ(x; ~p, σ, n)a

†(~p, σ, n), (1692)

sa koeficijentima uℓ(x; ~p, σ, n) i vℓ(x; ~p, σ, n) odabranim tako da se pri Lorentzovim trans-
formacijama polja množe sa x-neovisnim matricama,

U0(Λ, a)ψ
+
ℓ (x)U

−1
0 (Λ, a) =

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)ψ+

ℓ
(Λx+ a), (1693)

U0(Λ, a)ψ
−
ℓ (x)U

−1
0 (Λ, a) =

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)ψ−

ℓ
(Λx+ a), (1694)

(stavili smo jednake D± matrice za ψ+
ℓ i ψ−ℓ polja jer se može se pokazati da se uvijek

mogu odabrati polja tako da su te matrice jednake).

∗ Svojstva D matrica

- D matrice tvore reprezentaciju homogene Lorentzove grupe
D:
Rabeći izraz za produkt dvaju Poincaréovih transformacija (vidi Tab 1.),

U(Λ′, a′)U(Λ, a) = U(Λ′Λ,Λ′a+ a′), (1695)

i transformacijska svojstva polja (1693) i (1694) nalazimo

U(Λ′, a′)U(Λ, a) : ψ±ℓ (x) →
∑

ℓℓ

Dℓℓ(Λ
−1)D

ℓ ℓ
(Λ′−1)ψ±

ℓ
(Λ′Λx+ Λ′a+ a′)

(1695)→
∑

ℓ

D
ℓℓ
((Λ′Λ)−1)ψ±

ℓ
(Λ′Λx+ Λ′a+ a′)
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⇒
∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)D

ℓ ℓ
(Λ′−1) = D

ℓℓ
(Λ−1Λ′−1)

⇒ D(Λ1Λ2) = D(Λ1)D(Λ2) Q.E.D. (1696)

- Moguće ireducibilne reprezentacijeD(Λ) (homogene Lorentzove grupe) : skalarnaD(Λ) =
1, vektorska D(Λ)µν = Λµν , te razne tenzorske i spinorne reprezentacije (vidi poslije).
- Razmatranja u ovom poglavlju vrijede i za reducibilne reprezentacije homogene Lorent-
zove grupe.
- Napomena : uočiti da polja čine reprezentacije Lorentzove grupe a ne Poincaréove
grupe.

• Lorentz invarijantna gustoća Hamiltonijana

- Opći oblik gustoće Hamiltonijana izgrad–ena preko polja je

H(x) =
∑

MN

∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓMψ
−
ℓ′1
(x) . . . ψ−ℓ′N

(x)ψ+
ℓ1
(x) . . . ψ+

ℓM
(x), (1697)

gdje su gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓM konstantni koeficijenti.
- Uvjet skalarnosti gustoće Hamiltonijana (1686) daje dodatni uvjet na koeficijente gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓM ,

g
ℓ
′
1...ℓ

′
N ,ℓ1...ℓM

=
∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

D
ℓ′1ℓ

′
1
(Λ−1) . . . D

ℓ′N ℓ
′
N
(Λ−1)

×Dℓ1ℓ1
(Λ−1) . . . DℓM ℓM

(Λ−1)gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓM . (1698)

D:

L ≡ H(Λx+ a)
(1686)
= U0(Λ, a)H(x)U−10 (Λ, a) = D

L =
∑

MN

∑

ℓ
′
1...ℓ

′
N

∑

ℓ1...ℓM

g
ℓ
′
1...ℓ

′
N ,ℓ1...ℓM

ψ−
ℓ
′
1

(Λx+ a) . . . ψ−
ℓ
′
N

(Λx+ a)ψ+

ℓ1
(Λx+ a) . . . ψ+

ℓM
(Λx+ a) (1699)

D =
∑

MN

∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

∑

ℓ
′
1...ℓ

′
N

∑

ℓ1...ℓM

D
ℓ′1ℓ

′
1
(Λ−1) . . . D

ℓ′N ℓ
′
N
(Λ−1)Dℓ1ℓ1

(Λ−1) . . . DℓM ℓM
(Λ−1)gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓM

ψ−
ℓ
′
1

(Λx+ a) . . . ψ−
ℓ
′
N

(Λx+ a)ψ+

ℓ1
(Λx+ a) . . . ψ+

ℓM
(Λx+ a) (1700)

(1686, 1699, 1700) ⇒ (1698) Q.E.D. (1701)
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S uvjetom (1698) koeficijenti gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓM postaju CG koeficijenti za Lorentzovu grupu.

• Nalaženje koeficijentnih funkcija uℓ(x; ~p, σ, n), vℓ(x; ~p, σ, n) za M > 0

� Opće Poincaréove transformacije

(Napomena : koeficijenti za M = 0 bit će nad–eni u poglavlju §5.9.)

∗ Transformacija operatora stvaranja i ponǐstenja

- Unitarnost reprezentacija Wignerovih rotacijaD(j)(W ) i jednakostiD(j)(W−1) = D(j)−1
(W )

daje

D
(j)
σσ(W ) = (D(j)−1

)σσ(W
−1) = (D(j))†σσ(W

−1) = D
(j)∗
σσ (W−1) . (1702)

- Uporabom (1702) i L. transf. operatora stvaranja (1690) nalazimo

U0(Λ, a)a
†(~pσn)U−10 (Λ, a) = ei(Λp)a

√
(Λp)0

p0

∑

σ

D
(jn)∗
σσ (W−1(Λ, p)) a†(~pΛσn),(1703)

U0(Λ, a)a(~pσn)U
−1
0 (Λ, a) = e−i(Λp)a

√
(Λp)0

p0

∑

σ

D
(jn)
σσ (W−1(Λ, p)) a(~pΛσn) .(1704)

- L. transf. a(pσn) dobijena je hermitskom konjugacijom (1703) (D
(jn)∗
σσ (W−1(Λ, p)) su

brojevi). jn je spin čestice n.
- Zbog Einsteinove relacije izmed–u energije i impulsa a i a† operatori ovise samo o pros-
tornim komponentama 4-impulsa, ~p odnosno ~pΛ, Λp = (~pΛ,Λ

0
µp

µ).

∗ Nalaženje koeficijenata uℓ(x; ~p, σ, n), vℓ(x; ~p, σ, n) iz L. transf. polja

L ≡ U0(Λ, a)ψ
±
ℓ (x)U

−1
0 (Λ, a)

(1693,1694)
=

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)ψ±

ℓ
(Λx+ a) ≡ R ; (1705)

L
+
=

∫
d3pΛ p

0

(Λp)0

∑

σn

[
uℓ(x; ~p, σ, n)e

−iΛp·a

√
(Λp)0

p0

∑

σ

D
(jn)
σσ (W−1(Λ, p))a(~pΛσn)

]

−
=

∫
d3pΛ p

0

(Λp)0

∑

σn

[
vℓ(x; ~p, σ, n)e

iΛp·a

√
(Λp)0

p0

∑

σ

D
(jn)∗

σσ (W−1(Λ, p))a†(~pΛσn)
]
,(1706)

R
+
=

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)

∫
d3pΛ

∑

σn

uℓ(Λx+ a, ~pΛ, σ, n)a(~pΛσn)
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−
=

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)

∫
d3pΛ

∑

σn

vℓ(Λx+ a, ~pΛ, σ, n)a
†(~pΛσn) . (1707)

U izrazu za L smo rabili jednakost d3p = d3pΛ(p
0/(Λp)0). U izrazu za R rabili smo

nijemost integracija i zamijenili ~p→ ~pΛ i σ → σ. Usporedbom izraza za L i R dobijamo

e−iΛp·a

√
p0

(Λp)0

∑

σ

uℓ(x; ~p, σ, n)D
(jn)
σσ (W−1(Λ, p))

+
=
∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)uℓ(Λx+ a, ~pΛ, σ, n), (1708)

eiΛp·a

√
p0

(Λp)0

∑

σ

vℓ(x; ~p, σ, n)D
(jn)∗

σσ (W−1(Λ, p))

−
=
∑

ℓ

Dℓℓ(Λ
−1)vℓ(Λx+ a, ~pΛ, σ, n), (1709)

odnosno množeći sa inverznim matricama D(jn)(W (Λ, p)) (D(jn)∗(W (Λ, p))) i D(Λ) dobija
se zgodniji oblik jednadžbe iz kojeg, kao što ćemo pokazati se mogu naći koeficijentne
funkcije uℓ(x; ~p, σ, n) i vℓ(x; ~p, σ, n),

∑

σ

uℓ(Λx+ a, ~pΛ, σ, n)D
(jn)
σσ (W (Λ, p))

+
=

√
p0

(Λp)0

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ)e
−iΛp·auℓ(x; ~p, σ, n), (1710)

∑

σ

vℓ(Λx+ a, ~pΛ, σ, n)D
(jn)∗

σσ (W (Λ, p))

−
=

√
p0

(Λp)0

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ)e
iΛp·avℓ(x; ~p, σ, n) . (1711)

� Translacije

Struktura koeficijentnih funkcija uℓ(x; ~p, σ, n) i vℓ(x; ~p, σ, n) se odred–uje u par koraka.
Pogledajmo prvo slučaj translacija, Λ = 1, a po volji (⇒ W (Λ, p) = 1, D(Λ) = 1,
D(jn)(W (Λ, p)) = 1),

uℓ(x+ a; ~p, σ, n)
(1710)
= e−ip·auℓ(x; ~p, σ, n), (1712)

vℓ(x+ a; ~p, σ, n)
(1711)
= eip·avℓ(x; ~p, σ, n) . (1713)
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Rješenja jednadžbi (1712) i (1713)

uℓ(x; ~p, σ, n) = e−ip·xuℓ(0; ~p, σ, n) =
1√
(2π)3

e−ip·xuℓ(~p, σ, n), (1714)

vℓ(x; ~p, σ, n) = eip·xvℓ(0; ~p, σ, n) =
1√
(2π)3

eip·xvℓ(~p, σ, n), (1715)

eliminiraju x ovisnost iz koeficijentnih funkcija uℓ(x; ~p, σ, n) i vℓ(x; ~p, σ, n). Faktor 1/
√

(2π)3

je konvencija. Uvrštavanjem (1712) i (1713) u izraze za polja (1691) i (1692) slijedi

ψ+
ℓ (x)

(1691,1712)
=

∑

σn

∫
d3p

(2π)
3
2

e−ip·xuℓ(~p, σ, n)a(~p, σ, n), (1716)

ψ−ℓ (x)
(1692,1713)

=
∑

σn

∫
d3p

(2π)
3
2

eip·xvℓ(~p, σ, n)a
†(~p, σ, n) . (1717)

Uvrštavanjem (1712) i (1713) u opće uvjete (1710) i (1711) dobivaju se uvjeti za koefici-
jentne funkcije uℓ(~p, σ, n) i vℓ(~p, σ, n),

∑

σ

uℓ(~pΛ, σ, n)D
(jn)
σσ (W (Λ, p))

(1710,1714)
=

√
p0

(Λp)0

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ)uℓ(~p, σ, n), (1718)

∑

σ

vℓ(~pΛ, σ, n)D
(jn)∗

σσ (W (Λ, p))
(1711,1715)

=

√
p0

(Λp)0

∑

ℓ

Dℓℓ(Λ)vℓ(~p, σ, n) . (1719)

� Boostovi

Pogledajmo zatim slučaj kada je u jednadžbama (1718) i (1719) ~p = 0 i Λ = L(q)
standardni boost. Tada je p = (~0,m), L(p) = 1, q = L(q)p,

W (Λ, p) = L−1(Λp)ΛL(p) = L(q)−1L(q) = 1 . (1720)

Stoga

uℓ(~q, σ, n) =
(m
q0

) 1
2
∑

ℓ

Dℓℓ(L(q))uℓ(0, σ, n), (1721)

vℓ(~q, σ, n) =
(m
q0

) 1
2
∑

ℓ

Dℓℓ(L(q))vℓ(0, σ, n) . (1722)

Drugim riječima, ako poznajemo funkcije uℓ(0, σ, n) i vℓ(0, σ, n) za impuls nula, tada
znamo funkcije uℓ(~q, σ, n) i vℓ(~q, σ, n) za svaki ~p (izrazi za Dℓℓ(L(q)) bit će izračunati za
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skalarno, vektorsko i spinorno polje. Za opće polje dano je u poglavlju §5.7 Weinbergove
knjige).

� Rotacije

Pogledajmo sada slučaj ~p = 0 uz homogenu Lorentzovu transformaciju jednaku čistoj
rotaciji Λ = R. Tada je p = Λp = (~0,m) L(p) = L(Λp) = 1, W (Λ, p) = R, i jednadžbe
(1718) i (1719) glase

∑

σ

uℓ(0, σ, n)D
(jn)
σσ (R) =

∑

ℓ

Dℓℓ(R)uℓ(0, σ, n), (1723)

∑

σ

vℓ(0, σ, n)D
(jn)∗

σσ (R) =
∑

ℓ

Dℓℓ(R)vℓ(0, σ, n) . (1724)

Ekvivalentno,

∑

σ

uℓ(0, σ, n)
~J
(jn)
σσ =

∑

ℓ

~Jℓℓuℓ(0, σ, n), (1725)

−
∑

σ

vℓ(0, σ, n)
~J
(jn)∗
σσ =

∑

ℓ

~Jℓℓvℓ(0, σ, n), (1726)

gdje su ~J (jn) i ~J generatori kutne količine gibanja u reprezentacijama rotacija D(jn)(R) i
D(R) (rotacije operatora stvaranja odnosno rotacije polja).
- jedinstvenost rastava na rotacijske irrep:
jednadžbe (1723) i (1724) pokazuju da kada se reprezentacija D(Λ) ograniči na rotacije
D(R) sadrži ireducibilnu spinsku reprezentaciju D(jn). Može se pokazati da svaka irrep
homogene Lorentzove grupe sadrži bilo koju irrep rotacijske grupe najvǐse jednom, tako
ako se polja ψ±ℓ (x) transformiraju ireducibilno, ona su jedinstvena do na skalu.
- Koeficijentne funkcije uℓ(~p, σ, n) i vℓ(~p, σ, n) iz jednadžbi (1721) i (1722) i koeficijentne
funkcije uℓ(~0, σ, n) i vℓ(~0, σ, n) iz jednadžbi (1723) i (1724) zadovoljavaju opće uvjete
(1718) i (1719):
D:
Dokaz ćemo napraviti za uℓ funkciju

(1718)R ≡
( p0

(Λp)0

) 1
2
∑

ℓ

D
ℓ ℓ
(Λ)uℓ(~p, σ, n)

(1721)
=

( p0

(Λp)0

) 1
2
(m
p0

) 1
2
∑

ℓℓ

D
ℓ ℓ
(Λ)Dℓℓ(L(p))uℓ(0, σ, n)

=
( m

(Λp)0

) 1
2
∑

ℓ

D
ℓℓ
(ΛL(p))uℓ(0, σ, n)
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=
( m

(Λp)0

) 1
2
∑

ℓ

(D(L(Λp))D(W (Λ, p)))
ℓℓ
uℓ(0, σ, n)

(1723)
=

( m

(Λp)0

) 1
2
∑

ℓ1

D(L(Λp))
ℓℓ1

×
∑

σ

uℓ1(0, σ, n)D
(jn)
σσ (W (Λ, p))

(1721)
=

∑

σ

u
ℓ
(Λp, σ, n)D

(jn)
σσ (W (Λ, p)) ≡ (1718)L Q.E.D. (1727)

• Hamiltonijan izražen preko polja i princip dekompozicije nakupina

Provjerimo da li Hamiltonijan čija gustoća je izražen preko polja (1697) zadovoljava uvjete
principa dekompozicije nakupina (1688), (1689):

V = V (0) =

∫
d3xH(~x, 0)

(1697)
=

∫
d3x

∑

MN

∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓMψ
−
ℓ′1
(~x, 0) . . . ψ−ℓ′N

(~x, 0)ψ+
ℓ1
(~x, 0) . . . ψ+

ℓM
(~x, 0)

(1691,1692)
=

∑

MN

∫
d3p′1 . . . d

3p′Nd
3p1 . . . d

3pM
∑

σ′
1n

′
1

. . .
∑

σ′
Nn

′
N

∑

σ1n1

. . .
∑

σMnM

a†(p′1σ
′
1n
′
1) . . . a

†(p′Nσ
′
Nn
′
N)a(p1σ1n1) . . . a(pMσMnM)

×δ3(~p′1 + . . .+ ~p′N − ~p1 − . . .− ~pM)

×(2π)3−
3
2
(N+M)

∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

gℓ′1...ℓ′N ℓ1...ℓM

vℓ′1(~p
′
1σ
′
1n
′
1) . . . vℓ′N (~p

′
Nσ
′
Nn
′
N)uℓ1(~p1σ1n1) . . . uℓM (~pMσMnM) (1728)

gdje

uℓ(~pσn) =

√
mn

p0

∑

ℓ′

Dℓℓ′(L(~p))uℓ′(0σn),

vℓ(~pσn) =

√
mn

p0

∑

ℓ′

Dℓℓ′(L(~p))vℓ′(0σn) . (1729)

Ako označimo δ3-funkciju i sve iza nje sa VNM a sve iza δ3-funkcije sa ṼNM vidimo da
V ≡ V (t = 0) ima traženu strukturu (1688) i (1689) sa koeficijentima hNM = VNM i
h̃NM = ṼNM gdje ṼNM nemaju δ-funkcijske singularitete i jedini singulariteti su od rezova
funkcija 1/

√
p0 koje se javljaju u normama koeficijentnih funkcija uℓ(~pσn) i vℓ(~pσn).
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• Ispunjavanje dodatnog uvjeta Lorentz invarijantnosti (1687)

- Do sada smo za gustoću Hamiltonijana izraženu preko polja (1697) ispunili princip
dekompozicija nakupina (1688,1689) a od uvjeta za Lorentz kovarijantnost S matrice
ispunili uvjet skalarnosti gustoće Hamiltonijana (1686,1698). Preostalo je još ispuniti
uvjet komutativnosti gustoće Hamiltonijana u prostorno udaljenim prostorno-vremenskim
točkama (1687),

(1687) ≡ [H(x),H(x′)] = 0 za (x− x′)2 < 0 .

∗ Problem :
- Taj uvjet nije moguće ispuniti za bilo kakvu kombinaciju polja ponǐstenja i polja
stvaranja budući da komutator/antikomutator polja ponǐstenja (1716) i pripadnog polja
stvaranja (1717) nije jednak nuli,

[ψ+
ℓ (x), ψ

−
ℓ
(y)]∓ = (2π)−3

∑

σn

∫
d3puℓ(~pσn)vℓ(~pσn)e

−ip·(x−y) (1730)

(komutator (antikomutator) se javlja ako su čestice koje se ponǐstavaju odnosno stvaraju
operatorima ponǐstenja ψ+

ℓ polja odnosno operatorima stvaranja ψ−
ℓ
polja bozoni (fermioni)).

- Zbog hermitičnosti Hamiltonijana problem se ne može riješiti izgradnjom gustoće Hamil-
tonijana samo od polja ponǐstenja odnosno samo od polja stvaranja.

∗ Rješenje problema:
- Jedini način rješavanja problema je izgradnja gustoće Hamiltonijana od linearnih kom-
binacija polja ponǐstenja i stvaranja,

ψℓ(x) = κℓψ
+
ℓ (x) + λℓψ

−
ℓ (x), (1731)

sa koeficijentima odabranim tako da je za prostornoliki x− y ispunjen uvjet

[ψℓ(x), ψℓ′(y)]∓ = [ψℓ(x), ψ
†
ℓ′(y)]∓ = 0 . (1732)

Ispunjavanje uvjeta (1732) poljima (1731) opisano je za polja koja tvore ireducibilne L.
reprezentacije u nadolazećim poglavljima.

-Nejednoznačnost: Uvjeti (1732) fiksiraju samo jednu od dvije konstante. Druga ostaje
neodred–ena. Time ”skala” polja ψ(x) ostaje neodred–ena.

- Kauzalnost: Povijesno se uvjeti (1732) povezuju sa kauzalnošću. Naime, ako je x− y
prostornolik onda po spec. teor. rel. signal poslan iz x ne može stići u y. Med–utim, takva
logika vrijedi za polja koja se mogu mjeriti, kao što je EM polje, ali ne za npr. spinorno
polje koje nije samo za sebe observabilno.
Uvjet (1732) je zapravo posljedica dodatnog uvjeta Lorentz invarijantosti teorije
(1687) a ne zahtjeva kauzalnosti.
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• Razlog postojanja antičestica kod nabijenih polja

∗ Ako polja (1731) sadrže operatore stvaranja i ponǐstenja s nabojem (npr. električni
naboj) javlja se dodatni problem. Neka je Q operator naboja. Ako je naboj čestica tipa
n ima vrijednost q(n) tada je

[Q, a(~pσn)] = −q(n)a(~pσn), (1733)

[Q, a†(~pσn)] = q(n)a†(~pσn), (1734)

D:
Q je aditivni operator (vidi Weinberg I). Nadalje svaki tip čestice nosi svoj naboj q(n).
Stoga

Q =
∑

n

Q(n) =
∑

n

q(n)
∑

σ

∫
d3pa†(~pσn)a(~pσn) . (1735)

Uporabom identiteta

[AB,C]− = [A,C]−B + A[B,C]− , (1736)

[AB,C]− = −[A,C]+B + A[B,C]+ , (1737)

i (anti)komutacijskih relacija za operatore stvaranja i ponǐstenja (463) dobijamo

[Q, a(~pσn)] = [Q(n), a(~pσn)] = −q(n)a(~pσn),
[Q, a†(~pσn)] = [Q(n), a†(~pσn)] = q(n)a†(~pσn) . Q.E.D.

- Problem je da Hamiltonijan med–udjelovanja V , dakle i gustoća Hamiltonijana H(x)
mora komutirati sa generatorima svih internih simetrija, dakle i sa Q. Da bi to bilo
ostvareno komutator Q s poljima ψℓ(x) mora biti jednostavan,

[Q,ψℓ(x)] = −qℓψℓ(x), (1738)

tj. dijelovi tog polja ne smiju imati različite naboje. Tada je komutativnost H(x)
s Q moguće ostvariti izgrad–ujući H(x) od produkta polja ψℓ1(x)ψℓ2(x) . . . i hermitski
pridruženih polja ψ†m1

(x)ψ†m2
(x) . . . čiji je ukupni naboj jednak nuli,

qℓ1 + qℓm + . . .− qm1 − qm2 − . . . = 0 . (1739)

- Problem se rješava tako da se polje ψℓ(x) izgrad–uje od operatora stvaranja (a†(~pσn)) i
ponǐstenja (a(~pσn)) istog naboja, −q(n) = q(n) = −qℓ,

[Q, a(~pσn)] = −q(n)a(~pσn), [Q, a†(~pσn)] = q(n)a†(~pσn). (1740)

Pri tome se polje ponǐstanja ψ+
ℓ (x) izgraduje od a(~pσn) operatora, a polje stvaranja

ψ−ℓ (x) od a
†(~pσn) operatora. Sačuvanje naboja stoga implicira za svaku nabijenu česticu
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(a†(~pσn)) postojanje čestice suprotnih sačuvanih naboja (a†(~pσn)), tj. njenu antičesticu.
Drugim riječima sačuvanje naboja implicira postojanje antičestica u teoriji polja.

• O jednadžbama gibanja za polja

- Polja (1716) i (1717) su konstruirana uz pretpostavku principa dekompozicija nakupina
i Lorentz invarijantnosti. Cjelokupna x-zavisnost polja (1716) i (1717) je u Fourierovim
funkcijama e∓ip·x, pa zbog toga zadovoljavaju slobodnu Klein-Gordanovu jednadžbu,

(−�−m2
ℓ)ψ

±
ℓ (x) = 0 . (1741)

- Neka od polja (1716) i (1717) mogu zadovoljavati i dodatne jednadžbe, koje se javljaju
ukoliko polje ima vǐse komponenti nego stupnjeva slobode (npr. Diracovo polje ima 4
”spinske” komponente i 2 nezavisna ”spinska” stupnja slobode).
- U standardnim udžbenicima se kreće od tih jednadžbi gibanja za polja, ili iz gustoće
Lagrangijana iz koje se izvode jednadžbe gibanja. Polja se razvijaju po Fourierovim
komponenetama, u Fourierovim komponentama polja se identificiraju operatori stvaranja
i ponǐstenja, i preko operatora stvaranja se definiraju fizikalna stanja. U Weinbergovom
pristupu polazi se od stanja, preko njih se definiraju operatori stvaranja i ponǐstanja, od
njih se konstruiraju polja uz zahtjev Lorentzove invarijantosti i principa dekompozicije
nakupina, a jednadžbe gibanja su posljedice tako konstruiranih polja - tj. uvjeta ugrad–enih
u polja kroz njihovu konstrukciju.

• O normalnom ured–enju i dodatnom uvjetu Lorentz invarijantnosti

Prema teoremu dokazanom u poglavlju §4.4 princip dekompozicije nakupina je zadovoljen
ako gustoća Hamiltonijana H(x) ima oblik (1688) uz uvjet (1689). Taj uvjet je ispunjen
gustoćom Hamiltonijana (1697),

(1697) ≡ H(x) =
∑

MN

∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓMψ
−
ℓ′1
(x) . . . ψ−ℓ′N

(x)ψ+
ℓ1
(x) . . . ψ+

ℓM
(x)

≡ H({ψ−ℓ′i (x)}, {ψ
+
ℓi
(x)}) . (1742)

S druge strane dodatni uvjet Lorentzove invarijantnosti zahtjeva H(x) koji je funkcija
polja (1731),

H(x) =
∑

MN

∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓMψℓ
′
1
(x) . . . ψℓ′N (x)ψ

†
ℓ1
(x) . . . ψ†ℓM (x)

≡ H({ψℓ′i(x)}, {ψ
†
ℓi
(x)}) . (1743)
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Usporedba (1742) i (1743) ukazuje da je ispravan oblik H(x)

H(x) =
∑

MN

∑

ℓ′1...ℓ
′
N

∑

ℓ1...ℓM

gℓ′1...ℓ′N ,ℓ1...ℓM : ψℓ′1(x) . . . ψℓ′N (x)ψ
†
ℓ1
(x) . . . ψ†ℓM (x) :

≡ : H({ψℓ′i(x)}, {ψ
†
ℓi
(x)}) : (1744)

gdje ”::” označava normalno ured–enje, operaciju koja operatore stvaranja (polja stvaranja)
stavlja slijeva operatorima ponǐstanja (poljima ponǐstanja). Pri tome se komutatori opera-
tora stvaranja i ponǐstanja zanemaruju a predznaci koji se javljaju pri zamjeni fermionskih
polja zadržavaju. Npr. za dva polja

: ψℓ1(x)ψℓ2(x) : = : (κℓ1ψ
+
ℓ1
(x) + λℓ1ψ

−
ℓ1
(x))(κℓ2ψ

+
ℓ2
(x) + λℓ2ψ

−
ℓ2
(x)) :

= κℓ1κℓ2ψ
+
ℓ1
(x)ψ+

ℓ2
(x)± κℓ1λℓ2ψ

−
ℓ2
(x)ψ+

ℓ1
(x)

+ λℓ1κℓ2ψ
−
ℓ1
(x)ψ+

ℓ2
(x) + λℓ1λℓ2ψ

−
ℓ1
(x)ψ−ℓ2(x)

= (κℓ1ψ
+
ℓ1
(x) + λℓ1ψ

−
ℓ1
(x))(κℓ2ψ

+
ℓ2
(x) + λℓ2ψ

−
ℓ2
(x))

− κℓ1λℓ2 [ψ
+
ℓ1
(x), ψ−ℓ2(x)]∓

= ψℓ1(x)ψℓ2(x)− κℓ1λℓ2 [ψ
+
ℓ1
(x), ψ−ℓ2(x)]∓ . (1745)

Primjer sa dva polja ilustrira da se normalno ured–eni produkt polja uvijek može prikazati
kao suma običnih produkta polja,

: ψℓ′1(x) . . . ψℓ1(x) . . . : = ψℓ′1(x) . . . ψℓ1(x) . . .︸ ︷︷ ︸
2N polja

+A1
ij ψℓ′1(x) . . . ψℓ1(x) . . .︸ ︷︷ ︸

2N − 2 polja (bez ij)

. . .+ AN · 1 . (1746)

Time je osiguran i oblik gustoće Hamiltonijana (1742) (zbog normalnog ured–enja (1744))
i Lorentz invarijantnost (zbog toga što polja (1731) komutiraju za prostornolike intervale
i relacije (1746)).

• Odred–ivanje spina nekih polja

� Skalarno polje (m 6= 0)
- Lorentzova transformacija (ona definira polje)

D(Λ) = 1, (1747)

Ograničenje te transformacije na rotacije, {D(R)}, je skalarna reprezentacija rotacijske

grupe sa ~J = 0, tako da je jedino rješenje jednadžbi (1725,1726) j = 0.
D:

D(R(~θ)) = ei
~J ~θ = 1 ⇒ ~J = 0

(1725),(1726)⇒
∑

σ

u(0σ) ~J
(j)
σσ = 0,

∑

σ

v(0σ) ~J
(j)∗

σσ = 0,

⇒ ( ~J (j))2 = 0 ⇒ j = 0 ⇒ σ, σ = 0 .(1748)
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- Koeficijentne funkcije u(~p), v(~p) su obične c-funkcije jer nemaju niti jednog Lorentzovog
indeksa.

� Realno vektorsko polje (m 6= 0)

- Lorentzova transformacija polja

D(Λ)µν = Λµν . (1749)

- Koeficijentne funkcije uµ(~p, σ), vµ(~p, σ) imaju stoga jedan tenzorski Lorentzov indeks.

- ”Rotacijski” uvjeti za uν(0, σ) i vν(0, σ)

Uvjeti koji slijede iz rotacijske invarijantnosti, (1725,1726), glase

∑

σ

uµ(0, σ) ~J
(j)
σσ = ~J µ

ν u
ν(0, σ), (1750)

−
∑

σ

vµ(0, σ) ~J
(j)∗
σσ = ~J µ

ν v
ν(0, σ) . (1751)

Rabeći tenzorsku reprezentaciju Lorentzovih generatora (270) nalazimo za generatore
rotacije

~J ≡ (J 23,J 31,J 12) ≡ {1
2
εijkJ jk} ≡ (J1,J2,J3)

=


−i




· · · ·
· · · ·
· · · 1
· · −1 ·


 ,−i




· · · ·
· · · −1
· · · ·
· 1 · ·


 ,−i




· · · ·
· · 1 ·
· −1 · ·
· · · ·







=

{(
· · · ·
... −i{εij}k

)}
, (1752)

odnosno po komponentama,

(Jk)00 = (Jk)0i = (Jk)i0 = 0, (1753)

(Jk)i j = −iεijk . (1754)

- Iz jednadžbi (1752), (1753) i (1754) slijedi izraz za {( ~J 2)µν},

~J 2 =




0 · · ·
· 2 · ·
· · 2 ·
· · · 2


 , (1755)
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odnosno po komponentama

( ~J 2)00 = ( ~J 2)0j = ( ~J 2)i0 = 0, (1756)

( ~J 2)i j = 2δij . (1757)

- Iz (1756) i (1757) upotrebom (1750) i (1751) slijedi

∑

σ

u0(0, σ)(J (j))2σσ = 0, (1758)

∑

σ

v0(0, σ)(J (j))2σσ = 0, (1759)

∑

σ

ui(0, σ)(J (j))2σσ = 2ui(0, σ), (1760)

∑

σ

vi(0, σ)(J (j))2σσ = 2vi(0, σ) . (1761)

što pokazuje da 0-ta i i-te komponente koeficijentnih funkcija za ~p = 0, ui(0, σ) i vi(0, σ)
imaju spin j = 0 odnosno j = 1. Stoga vektorsko polje ima komponente spina j = 0 i
spina j = 1.

- Koeficijentne funkcije konačnog impulsa dobijaju se boostiranjem koeficijentnih funkcija
impulsa nula, uµ(0, σ) i vµ(0, σ).
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