- Radit ¢emo po Weinbergovoj knjizi:
S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Cambridge University Press, 1995.

- Polazna tocka Weinbergove knjige je Wignerov prikaz cCestica kao reprezentacija neho-
mogene Lorentzove algebre.

- Buduéi da su standardne knjige, za razliku od Weinbergove, pisane povijesno, dat ¢emo
prvo kratak povijesni prikaz teorije polja do 1949 godine.



* Jedinice

U Weinbergovoj knjizi i vec¢ini knjiga iz teorije polja upotrebljava se Heaviside-Lorentz
sustav jedinica i prirodni sustav jedinica.

Veza izmedu Gausovih (CGS) i Heaviside-Lorentz (HL) sustava jedinica dan je u sljedecoj
tabeli:

@ e H j-A
62 — — .
Heaviside-Lorentz ;2L epp %(E?{ L+ B%{L) JuL - Anr

Gaussian (CGS) %98 ecgs o= (Edgs + Béas) Jjcas - Acas

Iz gornje tabele se dobivaju sljedece relacija velicina u HL i CGS sustavu jedinica,

enr, = VA4mecas
1 =

. - 1 = 1

Bup = ——Fegs.  Bup = ——Begs,  App = ——Apgs,

HL 7 Fos HL 7 Bees HL o Aces

JaL = VATjcgs (1)

Prirodni sustav jedinica se dobija stavljaju¢i h =c = 1.



x Notacija:
- Naboj elektrona = —e,  e?/dw(hc) = e€?/dn = 1/137

- Metrika : N = diag(1,1,1,-1), o = (x,y,z,ct)
) s . _ v 0 0 __ 92
- d’Alemberijan : O =% = VP-4
_ ghwpo . 50123 = +1
o +1, s >0
-0s) = { 0, s<0

- Matri¢ne transformacije : A (matrica), A* (c.c.), AT (transp.), A" (h.c.)
- gamma matrice :

VYo + NV = 2Nw (Grasmanova algebra)

V5 = %M

B = i
- Diracova valna funkcija (DVF): u
- Diracov konjugat DVF : u = u'p



1 Uvod: razvoj QM i TP do 1949

1.1 Relativisticka kvantna mehanika

QM odnosno valna mehanika zapocela je kao relativisticka valna mehanika - inspirirana
spec. teori. relativnosti (Einstein 1905).

1.1.1 de Broglie 1923

-opis Cestica ravnim valom
expli 2m(RZ — vt)] . (2)

v - frekvencija (w = 27w kruzna frekvencija); 277 = k - valni vektor.

K=

- zahtjev Lorentz invarijantnosti faze } L

P E
- Einsteinova relacija E = hv h’ h -
% upotreba : u atomima : zatvorena orbita ima n € N valnih duljina A = 1/|x|
= reproducirao Bohr-Sommerfeldove uvjete kvantizacije.

Iza de Broglie-ovog otkri¢a slijedio je razvoj matri¢ne valne mehanike (Heisenberg,
Born, Jordan, Pauli) ali nju ne¢emo ovdje raspravljati.

1.1.2 Schrodinger : Schrodingerova jednadzba i KG jednadzba

x Schrodinger je prvo nasao KGJ pa onda SJ, ali je nije bio odmah objavio a u medju-
vremenu su KGJ ”otkrili” Klein i Gordon.

* izvod :

- polazi se od jednadzbe za klasi¢ni elektron u vanjskom EM polju

0 = (BE+ep) -+ -A)P —m?c; (4)

Ol o

- pretpostavlja se de Broglieova interpretacija materije iz koje proizlaze QM zamjene :

§ = hii — —ihV

eation o 2mi(RE-VY) :
Cestica e = {E = v — 2 (5)

- zamjenom ravnog vala, koji odgovara slobodnoj ¢estici, sa opéom funkcijom prostora i
vremena dobija se relativisticka Schrodingerova ili KG jednadzba

0 = [(ih% + e¢)? — A(—ihV + %YV —m?ct(Z,t) . (6)
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* Rjesenja jednadzbe (6) za stacionarna (1(%,t) = 9(¥)e "F*/") vezana stanja vodikovog
atoma (A = 0, ¢ = e/dnr),

n 3
(+1 4

x problem treceg clana : neslaganje sa eksperimentom :

a*mc?/12  (rel. Sch. jedn.)

n = 2 Eop — Eyy = {a4m02/32 (exp.; Sommerfeld)

Drugi ¢lan dobro opisuje spektar H atoma
= Schrodinger razvija NR Sch. jednadzbu koja daje samo drugi ¢lan.

« Usporedba sa izrazom za energiju vezanog stanja u Sommerfeldovoj teoriji (stara QM
teorija) koja je davala dobar opis QM nivoa:

E = mcz[l—a——a—<ﬁ—§)}, 1<k<n. 9)

2n?2  2nt\k 4
« rjeSenje : ukljucenje spina (Schrédinger ga je nasluéivao)

- Spin otkrili Uhlenbeck i Goudsmit 1925:

Pretpostavili su postojanje intristicne kutne koli¢ine gibanja 4/2 da bi objasnili anomalni
Zeemanov rascjep. Da bi opisali eksperimentalne podatke morali su pretpostaviti da je
magnetski moment spinske kutne kolicine gibanja dva puta veci nego klasiéni magnetski
moment orbitalne kutne koli¢ine gibanja

eh e h e . -
H 2me me 2 [ML 2me (10)

- Ukljuéenjem spina (Heisenberg, Jordan, Darwin 1927) i efekata spina (LS vezanja) i
relativistickih korekcija tih efekata (Thomas : Thomasova precesija 1926) za energiju se
dobio izraz koji je reproducirao ispravno i exp. (Ess, , — Eap,,, = a*mc?/32) i anomalni
Zeemanov efekt (multiplicitet stanja je ispravan),

a? at n 3
e = i (-
P T T e\ T Tk
1 1
j=leg =5, 0<l<n—1 (11)



1.1.3 Diracova jednadzba

[J Problem negativnih vjerojatnosti

- Schrodingerova jednadzba .
(pretpostavljamo Coulombovo bazdarenje : VA = 0)

L0 —hV + eA/c
g = (—eo— =5 =) (12)
= ¢7(12) = (12)"
0 ih . .
= P - oV (VY VYY) = 0
= a +Vj =0 (13)
= 0tp J
= Born : gustoca vjerojatnosti : p = [1]?,
¢ : amplituda vjerojatnosti . (14)
- KGJ:
) p=¢*3—?—m 0
KGJ = (6) = 9,4vj =0, (“ o h> (15)

ot w*(? ‘?+L§g> b

- Problem : pg¢y nije pozitivno definitna; to je posjedica drugog reda KGJ u parcijanoj
derivaciji po vremenu.

s Diracovo RJESENJE :

Jednadzba mora biti linearna u %. Zbog Lorentz invarijantnosti i V se mora javljati
linearno u jednadzbi. Bez prisutnosti vanjskog polja jednadzba glasi (Diracova jednadzba
za slobodnu ¢esticu),

in 2

BT Hy = (—ihcd@ -V + aymc®)y . (16)

Jednadzba (16) definira i Hamiltonijan Diracove jednadzbe,

H = (—ihcd -V +aymc?) . (17)

e Zahtjev : Jednadzba (16) mora reproducirati slobodnu KGJ jer je ona operatorska

preslika Einsteinove relacije E? = p?c? + m2c?. Tteracija (16) daje
02 zahtJeV 0
2 = H> R’ — + *h*V? — m?c! = 0. 1
BIE H*y ( 5 ¢ \Y, )¢ 0 (18)
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Izjednacivanjem clanova uz iste derivacije slijedi

OéiOéj —+ OéjOéi = 252']',
0y + ;= 0,
af = 1. (19)

= 1. «; i oy su matrice, ¥ je jednostupcana matrica;
2. sv. vrij. a; 1 ay su +£1;
3. T’T’Oéi = TT’O&4 =0
= dimenzija a; i a4 je parna, d = 2n, n € N.

Rjesenje (4D) (Dirac) jednadzbi (19) je

() e (B

[] Zahtjev Lorentz invarijantnosti :
- Mnozenjem (16) sa oy dobija se formalno Lorentz invarijantan oblik Diracove jednadzbe,

0
— w__ 2
0 = {hcv oy + mc ]w, (21)
7 = —iud, 7 = —iay . (22)
- Matrice v* zadovoljavaju jednadzbu (Cliffordova algebra),

YA+ = 291 (23)

koja je invarijantna na Lorentzovu transformaciju v# matrica u smislu da i A* +* takodjer
zadovoljava jednadzbu (23). Iz toga slijedi da su pri transformaciji v* — A" 4” sa¢uvane
invarijante tih matrica, odakle slijedi da su v* i A* 4" vezane transformacijom sli¢nosti,

A~ = STYAAS(A) (24)

v

- Iz (24) slijedi da je jednadzba (23) invarijantna na istovremenu L.T. koordinata, a* —
A* ¥ i transformaciju i transformaciju valne funkcije ¢(z) — S(A)y(x).

(] Diracova jednadzba u vanjskom EM polju

- Uvodjenjem EM polja u DJ, koje odgovara tj. opisuje se tzv. minimalnom supstitucijom
0 0 -
ihsr — il + o, _ihV — —ihV + EA, (25)

(usporedi npr. KGJ za cesticu u EM polju i slobodnu ¢esticu : ((6) i desnu stranu (19))),
dobija se jednadzba

<m% + e¢) b = (—mv + %T) & + mctaut) . (26)
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- Iteracijom jednadzbe dobija se jednadzba koja se od KGJ u EM potencijalu razlikuje za
dva clana,

(6), = (6)g+ [—chcdB — ichc@E), (27)
5—:(2(1)).-52 (28)

- U NR Sch. jednadzbi prvi ¢lan odgovara medjudjelovanju ﬁé gdje je || = (e/mc)(h/2)
= DJ automatski reproducira giromagnetski faktor 2 koji su Uhlenbeck i Goudsmit

morali rukom staviti u jednadzbe da bi objasnili exp. rezultate za anomalni Zeemanov
efekt.

- DJ za vodikov atom, ¢ = —e/dnr, A=0
Dirac je nasluéivao a Darwin pokazali da DJ za ¢ = —e/4nr, A = 0 daje ispravno
rascjep fine strukture. To¢an izraz za energiju i njegov razvoj do a* ¢lana po « je

E - m02<1+0z2{n—j—%—|—[<j+%)2—a2f}_2)_ (29)

= mc2[1—o‘——o‘—(i—§)+...} (30)

j+i 4

[NIES

(30) = E2(&P)1/2 — E2p3/2 = mc2a4/32 .

O Jednadzba kontinuiteta DJ daje pozitivno definitne vjerojatnosti,

Y1(16) — (16)Ty = %+V} = 0; (31)
p = WP, J = clay. (32)

(Time je Dirac ostvario svoj cilj : jednadzba koja daje poz. def. vjer.)

(] Problem negativnih energija :

- Diracova jednadzba za slobodnu ¢esticu (16) ima 4 rjeSenja : dva pozitivne energije
p?c? + m2c* koja odgovaraju dvama projekcijama spina J3 = £h/2 i dva nega-

tivne energije £ = — = \/p?c? + m2c*, J3 = £h/2.
- Problem sa negativnim rjesenjima jest da vode na nestabilnost materije.
- Rjesenje tog problema je Dirac nasao rabec¢i Paulijev princip iskljucenja :

- pretpostavio je da su sva negativno energetska stanja popunjena (Diracovo more);
- proglasio je takvo stanje vakuumom; - pretpostavio je da se sva stanja moraju gledati



relativno prema vakuumskom stanju (stanju Diracovog mora).

= nedostatak elektrona u Diracovom moru moze se shvatiti kao Supljina suprotne energije,
impulsa, naboja i ostalih aditivnih kvantnih naboja od negativno energetskog elektrona
koji je uklonjen iz vakuumskog stanja.

= postojanje pozitrona, Cestice iste suprotnog naboja i ista mase kao elektron

= ViSecesti¢na interpretacija D.J., postojanje anticestica.

L] Uspjesi i nedostaci Diracove jednadzbe

- Uspjesi :

1. Relativisticka teorija za Cesticu sa spinom; Objasnjenje giromagnetskog omjera 2.
2. Predvidjanje e™.

3. Ispravna relacija za finu strukturu H atoma.

- Nedostaci Diracove jednadzbe:

1. Diracova analiza negativnih vjerojatnosti : iskljucuje cestice cjelobrojnog spina (7°,
Z% 4, ...).

2. Uvodjenje Diracovog mora za Cestice spina 1/2 : isklju¢uje anticestice za cestice cjelo-
brojnog spina (7t, W+, ...).

3. Reprodukcija magnetskog momenta zasnovana je na ”"minimalnoj supstituciji”, med-
jutim takodjer su dozvoljeni i Lorentz invarijantni ¢lanovi oblika ko [y*, v]¥F),, (renor-
malizibilnost).



1.2 Nastanak kvantne teorije polja
1.2.1 Teorija slobodnog radijacijskog polja : Born, Heisenberg, Jordan 1926
- Primjenili matricnu mehaniku na slobodno radijacijsko polje

x formulacija problema

- zanemarili polarizacije;

- razmatrali 1 + 1 dimenzijski problem ogranic¢ene prostorne duljine 0 < x < L na radi-
jacijsko polje;

- nametnuli uvjet is¢ezavanja radijacijskog polja u(x,t) u rubnim toc¢kama;

- u analogiji sa teorijom strune napisali Hamiltonijan problema

m = g G G e g
x Fourijeov transformat

- da bi Hamiltonijan (33) sveli na oblik sume kvadrata koordinata i brzina, Fourier su
transformirali radijacijsko polje,

u(w,t) = iqk(t)sin(w—zx>, wp = % (34)

= H =

|

i {q}?(t) + wzqi(t)} (35)

k=1

(35) = kanonski moment (H = H(p,q), ¢ = %)

p
L.
pe(t) = Sdk(t) . (36)
(36) = kanonske komutacijske relacije
‘ 2ih : :
[av(®),q;(O)] = =0, la(®), ()] = 0, la(®). ¢ ()] = 0. (37)
(35,36) = jednadzba gibanja
o2 . 2 09H
Ge(t) = Zpk(t) = TLoal wiqk(t) - (38)

= Hamiltonijan (35) se ponasa kao Hamiltonijan skupa nezavisnih HO opisanih koordi-
natama g (t).

* Primjena Born-Heisenberg-Jordanove matri¢ne teorije za HO
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- operator koordinate preko operatora stvaranja i ponistenja

h . .
. —iwpt T iwgt
qa(t) = \/—ka, [ake +ae ] (39)

[ak,a}] = Ok, lag,a;] = 0 [al,al] = 0. (40)

J
- Opce stanje : produktno stanje stanja nezavisnih HO
[117:) (41)
gdje n; jos nedefinirani.

- Djelovanje operatora az i ax na opce stanje dani su relacijama

aflny...ong..) = Vg +1ng.ong+1.0) (42)
aglny...ng...) = /ngni...ong—1...) (43)

pa se stoga interpretiraju kao operatori stvaranja i ponistenja cestica.
- Pokazimo da se za nj; moze staviti da su n; € N. To slijedi npr. iz izraza za Hamiltonijan
koji kada se izraz za operator koordinate (39) uvrsti u (35) daje

H =) (aLak + %) hwy, . (44)

k

Kako je po definiciji Hamiltonijan pozitivno definitan operator, niz stanja za bilo koji k-ti
mod |ng), |ng—1), |ng—2) ... koji se dobija uzastopnom primjenom operatora spustanja
a mora terminirati, tj mora postojati stanje |ng)y sa svojstvom

ak|nk0)k = 0 . (45)

jer bi inace operator Hamiltonijana ne bi bio pozitivno definitan. Stanje |ngg), odgovara
stanju najnize energije k-tog moda, dakle vakuumu k-tog moda. Stanja |ngo+my) my € N
su pobudjenja tog stanja prirodno ih je shvatiti kao stanja sa dodatnih m;, ¢estica energije
hwy,. Prirodan odabir za ngg je ngo = 0, tj. |ngo)r = |0)x. Time je osigurano da je nj € N.
- Vakuumsko stanje cjelokupnog polja jest produktno stanje svih |0),

apl00...) = 0, ‘OO”’>EH‘O>Z" (46)

- Time matricni prikaz operatora az i ap postaje

0 V1
ap = ’ \/g V3 <[], (47)

itk
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0
vi 0
i#k
k
- Brojevi pod korijenima se fizikalno interpretiraju kao broj cestica u danom modu k.
- Stanje koje odgovara kvantnom broju k moze imati bilo koji broj ¢estica ng, ny € N.
- Opce stanje je proizvoljno produktno stanje takvih stanja,

o) = [ ) (49)

- Djelovanje operatora az i ax na opce stanje dani su relacijama

aZ\nl...nk..) = Vnp+1ng...onp+1..), (50)
aglny...ng..) = nglng.oo.ong—1...), (51)

pa se stoga interpretiraju kao operatori stvaranja i ponistenja cestica kvantnih brojeva
ng.
- Veza k-tog vakuumskog stanja |0), i stanja koje ima ny, ¢estica u kvantnom broju k je

1 ng
i)k = ﬁ(al) 0} - (52)

- Energija opéeg stanja (49) je
1
E = hw —hw, = hw Ey . 53

Iz izraza za Hamiltonijan (44) i za energiju opéeg stanja (53) takodjer slijedi

- da se 1+ 1 dim EM polje moze interpretirati kao beskonac¢an skup kvantiziranih HO;
- da je energija vakuuma FEj beskonacna;

- da je Boseova metoda prebrojavanja kvanata radijacijskih stanja opravdana.

[0 Neke primjene Born-Heisenberg-Jordanove teorije EM zracenja (DZ : procitati u Wein-
bergu u §poglavlju 1.1.)

x Born, Jordan 1925 : objasnjenje spontane emisije radijacije uz pretpostavku klasi¢nog
nabijenog oscilatora sa kvantiziranom energijom amplitudom oscilacije jednakom kvant-
noj amplitudi.

x Dirac 1926 : objasnjenje spontane emisije radijacije uz pretpostavku klasicnog EM polja
i termalne ravnoteze EM polja i atoma (koja veze Einsteinove koeficijente za induciranu
i spontanu emisiju zracenja crnog cijela).

x Dirac 1927 : objasnjenje spontane emisije radijacije upotrebom kvantnog EM polja i
bez upoterbe termalne ravnoteze EM polja i atoma.
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1.2.2 Lorentz invarijantnost kvantizirane teorije

x Jordan i Pauli 1928 : pokazali Lorentz-invarijatnost komutatora polja u raznim prostorno-
vremenskim tockama.

*x Bohr i Rosenfeld 1933 : komutacijske relacije iskazuju ograni¢enja na mjerljivost polja
u prostorno-vremenskim tockama separiranim vremeno-likim intervalima.

1.2.3 Kvantizacija fermionskih polja : Jordan 1927, Jordan-Wigner 1928

x Paulijev princip iskljuc¢enja i broj kvanata :
- uocili da Paulijev princip isklju¢enja omogucuje za vrijednosti broja zauzeca samo vri-
jednosti ny = 0,1 za svaki mod k.

= operatori ay i aL koji se javljaju u Fourieovom transformatu polja ne zadovoljavaju
komutacijske ve¢ antikomutacijske relacije,

aka; + a}ak = 0k, aga; + ajar, = 0, ala; + a}al = 0. (54)
- matrice koje zadovoljavaju (54) su
t 0 0 (01 .
i#£k k

- stanja

o) = [[Im), me = 0,1 (56)
k

se interpretiraju kao i kod EM (bozonskog) polja, kao stanja sa ny kvanata u k-tom modu.
- vakuum je opet stanje sa n; = 0 kvanata Vk,

00..) = JIo}% a0} = 0. (57)

- (56) =
ag = 0, (a))’ =0 (58)
= al|l)y = 0,  a0), = 0. (59)

[0 TM Spina i statistike : Fiertz 1939 i Pauli 1940 su pokazali da je izbor izmedju ko-
mutacijskih i antikomutacijskih diktiran spinom cestice.
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1.2.4 Generalizacija kvantizacije u teoriji polja : Heisenberg, Pauli 1929

- Primijenili su kanonska komutacijska pravila na sama polja (ne na Fourieove koeficijente)
- Pretpostavili da se Lagrangijan moze prikazati preko gusto¢e Lagrangijana L, funkcije
ovisne samo o poljima i 4-derivacijama polja,

L = /d%ﬁ(polja,aﬂpolja); (60)

- pretpostavili Hamiltonov princip stacionarnosti akcije,

5 / Ldt = 0. (61)

Iz njega slijede jednadzbe gibanja za polja 1 u Lagrangijanu.

- komutacijske relacije :

~ kanonski impuls za polje nalazili varijacijskom derivacijom L s obzirom na t)(z) (defor-
macija samo u jednoj tocci x)

oL
rol@) = —L, (62)
()
— za bozone (fermione) uveli sljede¢a komutacijska (antikomutacijska) pravila
[mo(2), (@), = 07 —) (63)

(uociti : komutacijske relacije su uvijek za ista vremena : t =t').

- Istrazili zakone sacuvanja (), P, E, Lor. inv. i gauge inv. i pokazali da su ispunjeni.

[J Primjer : kompleksno skalarno polje

- (Napomena : buduéi da se u Lagrangijanu integrira po prostoru a ne po vremenu polje
i njena derivacija su varijacijski nezavisni a polje i njen gradijent su varijacijski zavisni
(varijacija i gradijent komutiraju)). - Lagrangijan, kanonski impuls, komutacijske relacije

L= [aldti- o e - (55 o) (64)
= 6L = / dgx[éTdé—cz(VqS)T(Véqﬁ)— (mTCQ)zqsmgs
5616 - A(7561)(Ve) — (1) s (65)
_ oL oo 0L
= [T(@1),0.8)] = [7(&1),6(7.0)] = —ih"(@ )
0 = [rol] = 9] = [mal = [#7'] = [ma') = [6,9
= [0 = [o.¢']. (67)
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- stacionarnost akcije, jednadzbe gibanja
(integrira se po d*z pa je i 90 = 60p; O = —0% + V?)
Stacionarnost akcije

6/Ldt = c2/d4x[5¢T(D = (%)2)¢+5¢<D - (%)2)@],
daje standardne KGJ
p-(F)]e =0 [P-(F)] =0
- Hamiltonijan
H = /d3x[w+ww] —L

2

= /d?’x |:7TT7T + (Vo) (Vo) + (mTc)zqﬁw} :

x Problem negativno energetskih stanja nije jos rijesen.

1.2.5 RjeSenje negativno energetskih stanja za spinorna polja = dokaz ekvi-
valentnosti Diracove teorije rupa i kvantne teorije polja elektrona, Fock

1933, Furry-Oppenheimer 1934

x Konstrukcija spinornog polja
- e~ nosi naboj = nije moguée mijesati operatore a i a' : probali

b)) = S u(@)e  ay,
k

gdje je {ug(7)e~“*} potpun skup rjesenja slobodne Diracove jednadzbe (16)

Hup = hwiuy,
H = —ihcdV + agmc?,

/d?’:):ul(:):)uk(z) = O,

a ag su Jordan-Wignerovi operatori ponistenja (54)

*x Hamiltonijan su konstruirali prema idejama druge kvantizacije Heisenberga i Paulija, po
kojima je Hamiltonijan jednak ”o¢ekivanoj vrijednosti” operatora H (Eq. (73)) s obzirom

na ”valnu funkciju” ¢ (Eq. (71)),

H = /d?’m/ﬂHw = Zhwkalak = Z+hwka2ak+z_hwka2ak, (75)
k k k
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gdje 3% (3°7) oznacuju sume po pozitivnim (negativnim) frekvencijama.
- problem : operator (75) nije pozitivno definitan

x Furry i Oppenheimer su rijesili taj problem primjenjujué¢i Diracovu ideju da pozitron
odgovara nedostatku negativno-energetskog elektrona,

e et e et
g~ (bg )Tu (aj, )T ~ by (76)
i simetriju antikomutacijskih relacija operatora stvaranja i ponistenja,
g, afl, = ke — [bL, bel, = Ogz = Ore, (77)

gdje je k skup QB koji sa istim po iznosu a suprotnim po predznaku aditivnim QB od
skupa k.

- Izjednacavanjem operatora sa lijeve i desne strane relacija (76) dobili su

W) = 3 wl@)ar+ > ug(a)bl, (78)

up(r) = ug(T)e k! (79)
=H = Z hwkakakJrZ hlwi|bLby + E, (80)
= —Z hlw - (81)

- Redefinirali su vakuumsko stanje (inace bi redefinicija operatora (76) bila formalnost)

77;09 a’k,lvEO =0
— 'I/J(), ak'l/fo = 0, Wy > 0 (82)
bt = 0, wp<0. (83)

= energija vakuuma g je Ej,

= Ako se energija mjeri prema energiji vakuuma, fizikalni operator energije je H — Ej
koji je pozitivno definitan.

= Problem negativnih enegija je time rijeSen u TP za e~. Q.E.D.

1.2.6 RjeSenje negativno energetskih stanja za bozone: Pauli i Weiskopf 1934

- problem : operatori stvaranja i ponistanja zadovoljavaju komutacijaske relacije koje mi-
jenjaju predznak pri zamjeni a — af — §to je operator stvaranja a §to operator ponistenja
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pri takvoj zamjeni treba odrediti nezavisno.
x Rjesenje : Upotreba Heisenberg-Paulijevog kanonskog formalizma za kvantizaciju polja:

- razvoj polja po ravnim valovima i kanonske komutacijske relacije za Fourierove kompo-
nente

S@ 1) = %Zq(%,t)eiﬁ, %kjLeN, (84)
n(@t) € @) = %me) p(k,t) = d'(E.t)  (85)
Lo = = [Eene (86)
p(it) = % / B (E, 1) (87)

Primjenom kanonskih komutacijskih relacija za skalarno polje, nalaze se komutacijske
relacije za pripadne Fourierove komponente,

D pE @) = o7 [ Enee® < b = ). (Do) (59
p.d'"l = [p.p] = pp'] = la.d] = [¢.4"] = 0. (89)

Hermitski konjugirane relacije relacijama (89) takodjer vrijede.

* Hamiltonijan
H = /d?’x |:7TT7T +A(Ve) (Vo) + (%02)2¢T¢]

= YW EOpE D+ Foa ), wf = R (B9 o)

k

= jednadzbe gibanja

plk,t) = ———=— = —wq' (k1) . (91)

(9@1) slobodno skalarno polje se ponasa kao beskonacan skup H.O.

* Pauli, Weiskopf : p(/Z, t)i q(/Z, t) se mogu izraziti preko operatora stvaranja i ponistenja
tako da zadovoljavaju jednadzbe (85,88,89,91),

g(kt) = i Tl[a(%)exp(—z’wﬂ)—bT(E)eXp(z’wEt), (92)
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Odatle slijede izrazi za skalarno polje i Hamiltonijan,

o(T,t) = \/7 Z \/ 2w~ k) exp(ikZ — iwgt) — b (—k) exp(—ik@ + iwgt),  (95)
H = Z 5 [bT (K)b(k) + b(k)b' (k) + af (K)a(k) + Q(E)GT(E)]
= Z g b (R)0(R) + o' (F)a(F)] + Eo, (96)

- Iz jednadzbi (95,96) slijedi da skalarno polje sadrzi dva tipa Cestica iste mase. Pauli i
Weiskopf su ih identificirali sa ¢esticama i pripadnim anticesticama koje imaju suprotne
naboje (nabijeni su).

= | bozoni i fermioni mogu imati anticestice. Za anticestice nije potreban mehanizam
Diracovog mora.

« Odabir (anti)Cesticnog operatora

Ako se npr. az odabere kao operator ponistenja (= a; op. stvaranja)
= ap ¥y je 1-Cesticno stanje

= norma tog stanja mora biti jednaka jedinici : provjerimo

larnWol? = (ax¥o,ar¥o) = (Wo,alar¥y) = (W, [af, ax] ¥o)
=-1

= —(Tp,Tg) = —1 (98)

= kontradikcija.

Ako se uzme da je az operator stvaranja, dobija se norma jednaka jedinici = CLL je operator
stvaranja.

Analogno se nalazi da je b,Tc operator stvaranja.

4

x Odatle slijedi i definicija vakuuma za skalarno polje,

alk)¥y = blk)¥, = 0. (99)
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- Komentar : Is kanonskog formalizma slijedi da se faktor ¢! se javlja uz operator
stvaranja isto kao u Furry-Oppenheimerovom formalizmu za fermionsko polje.

(99) = Ej je energija vakuumskog stanja
x Fizikalni operator energije: Uz izbor mjerenja energije relativnho prema vakuumskoj
energiji Fy fizikalni operator energije je
tH: = H-Ey = Y hogal(k)a(k) + b (k)b(k)) . (100)
E

Time je ujedno rijeSen problem negativnih energija skalarnog polja : operator : H : je
pozitivno definitan.

(N(O) = : O : = normalno uredjeni operator - od kojega je oduzeta njegova vakuumska
otekivana vrijednost.)

1.2.7 RjeSenje problema negativnih vjerojatnosti
- Diracov zahtjev : p > 0 = analiza p > 0 u teoriji polja.

x analiza za KG polje :
- izraz za gustocu vjerojatnosti za slobodno skalarno polje i njen integral po prostoru

(15)

) g o)
4 / dPap = 3 (a(k)a(k) — b(k)b(k)) . (102)

o
e}

= N

(102) = Operator N nije pozitivno definitan
= Problem klasicnog KG polja "nije rijesen” kvantizacijom.

x analiza za Diracovo polje :

- izraz za gustoéu ¥ je pozitivno definitan, medjutim nije fizikalan - od njega treba
oduzeti doprinos negativno-energetskih stanja da bi se dobio fizikalan operator. Za inte-
gral gustoce energije se dobija

N = / Brpty L Z+aT(k)a(k)+Z_b(k)bT(k)

= Y Tt k)atk) = 3 0 Rk + 301 (103)

-

k
——
= No

= fizikalni operator N — Ny nije pozitivno definitan.
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* RjeSenje :

- niti Furry-Oppenheimerovo polje v niti Pauli-Weiskopfovo polje ¢ nisu amplitude vjero-
jatnosti.

- fizikalni Hilbertov prostor razapet je prostorom stanja a ne sa v, ¢ poljima.

- Operator N — Ny nije vjerojatnost ve¢ operator broja cestica, a p — po je pripadni op-
erator gustoce broja Cestica.

* RjeSenje problema negativnih vjerojatnosti:
- fizikalni Hilbertov prostor H razapet je prostorom stanja {¢,} = {¢o, {arpo},...} koja
imaju odredjeni broj cestica (anticestica), koje ¢ini potpun skup stanja :

VOEM, = cabn = O Uu(thn, ). (104)

n

- vjerojatnost nalazenja (mjeranje) ¥ u stanju ¢, dana je sa

Py o= |(@n0). (105)

= Nema problema sa negativnim vjerojatnostima jer je |(¢,,v)|?

tivno.

uvijek pozi-
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2 Relativisticka kvantna mehanika

Stanoviste Weinbergove knjige: Kvantna teorija polja je jedini na¢in ”pomirenja” kvantne
teorije i specijalne teorije relativnosti.

2.1 Kwvantna Mehanika

- ista kvantna mehanika kao u NR fizici : kao u Diracovoj knjizi

(i) FIZIKALNA STANUJA reprezentirana su zrakama u Hilbertovim prostoru

- Hilbertov prostor = Banachov unitarni vektorski prostor

— Banachov prostor = normiran i potpun vektorski prostor

— kompleksni vektorski prostor V, (V,+, -, C) = aditivna grupa u kojoj je definirano
mnozenje sa skalarima iz C :

PV eV=Ep+nleV. (106)
— unitarni VP : postoji skalarno mnozenje vektora (,), ®,W,... € H; ,n,... € C takvo
da
(2, 0) = (¥, ), (107)
(@,601 +&W2) = &(P,¥1) + &(P, ¥a), (108)
(Mm®P1 + P2, V) = ni(P1, V) +15(P2, V) . (109)
— normiranost : postoji norma | | (ovdje je |¥|* = (¥, ¥)),
vl = 0, (110)
W = 0 & ¥ =0, (111)
AV = A, (112)
W+ @ < |U|+|P|. (113)
— potpunost : svaki Cauchijev niz {®,,} konvergira u Hilbertovom prostoru :
{®,} : Ve 3In(e), Yp,q > n(e), |P,—P,] < €. (114)

- zraka = skup normaliziranih vektora iz H, (¥, ¥) = 1 koji se razlikuju do na fazu:

VY e Hel = i ¢ =1. (115)

(i) OBSERVABLE su reprezentirane hermitskim operatorima sa svojstvima

A:H—-H (preslikava prostor u samog sebe), (116)
AV +nd) = AV 4+ nAd (linearan je), (117)
A=A (zadovoljava uvjet realnosti). (118)
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gdje je AT adjungirani operator operatora A,

(@, AT) = (AP, V) = (U, AD)* . (119)

Svojstveni vektor (stanje) i svojstvena vrijednost operatora A
AV = oV . (120)
- dokazimo TM da je a je realno:

L = (V,AV) = (A", ¥) = (AP, V) = D
L = (V,a¥) = « }

D = (aU,¥) = o = a =ao QEFED (121)

(iii) Ako je sistem u stanju R i exp. se provodi tako da se mjeri da li je u jednom od
stanja Rq, Rs ..., onda je vjerojatnost nalazenja u stanju R,

PR —TR,) = [(V,¥,)]> (122)

gdjeje¥ e Ra V¥, € R,. Ako {¥,} ¢ini potpun skup (>, |[¥,)(¥,| = 1), onda je

> PR—R,) = 1. (123)

D: S (0, 0,2 = 32, (W[,)(T,|¥) = (U|F) = 1. QED.
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2.2 Simetrije
TRANSFORMACIJA SIMETRIJE = promjena naseg gledista (point of view), koja

nije mjerljiva

S S’
T: R — R PR—R, = PR —=R)). (124)
: R, — R,
Jednakost (124), P(R — R,) = P(R' — R.), je nuzan uvjet (nije i dovoljan) za

simetrijsku transformaciju [ispunjeno je ’simetrija = (124)’ dok ’(124) = simetrija’ ne
mora biti ispunjeno].

WIGNEROV TM : Za svaku simetrijsku transformaciju R — R’ zraka moze definirati
operator U u Hilbertovom prostoru ¥ € R — W' € R’ koji je ili

(a) UNITARAN  (U®,UW) = (o, 1)

(b) I LINEARAN  U(£W +n®) = UV + U, (125)

ili
(a) ANTIUNITARAN (U, UV) = (9,0) = (U, d)

(b) I ANTILINEARAN ~ U(£® + q0) = U + UV . (126)

Hermitski pridruzeni operatori linearnih i antilinearnih operatora i definicija
linearnih unitarnih i antilinearnih antiunitarnih operatora

linearni (vidi (119)) (@, LTW) = (L&, V), (127)
antilinearni (@, ATT) = (¥, AD) . (128)

Sa definicijama (127) i (128) unitarnost i antiunitarnost operatora iz Wignerovog TM ima
istu definiciju

Ul = Ut (129)

Dokaz:
we,vv) F wive,v) ¥ (@,v) = UlU =1, (130)
we,vv) E wutve)y ¥ we) = UlU =1 QED. (131)
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IDENTICNA (TRIVIJALNA) TRANSFORMACIJA R — R I TRANSFOR-
MACIJE POVEZANE KONTINUIRANO S NJOM

* transformaciji R — R ~ U = 1 (unit. op. reprezentant): linearan i unitaran op.
x transf. kont. povezane s R — R : takoder lin. i unit.
x transf. bliske U =1 :

U = 1+iet, c€R, (132)

gdje je t Hermitski op.
D:
Ul =1 = T4+t =0.

SIMETRIJSKE TRANSFORMACIJE TVORE GRUPU

«T) : R, — R, & T, : R, — TR/ = T=01T : R,— R,
* T71 0 R — Ry,
«xT =1 : R,—R,,

= {T'} je grupa.

STRUKTURA SKUPA PRIDRUZENIH UNITARNIH OP. NA HILB. PROS-
TORU

x veza izmedju transformacija zraka i pripadnih transformacija na unitarnom prostoru

Tl . Rn — R/n U(Tl) : \I]n € Rn — U(Tl)\lfn € R/n?

T2 . R/n — ,R,/ri U(Tg) : U(Tl)\lln c R;L — U(TQ)U(T1>\I/7L c RZ,

T2T1 : Rn — R;’L U(TQ)U(Tl) . \I]n c Rn — U(TQ)U(T1>\I/7L c R;/L
U(Tng) . \I]n c Rn — U(TQTl)\I]n S RZ

= U(T,)U(Th)V,, i U(TyT1)V,, pripadaju istoj zraci, tj. razlikuju se maksimalno do na
fazu (dakle nisu nuzno jednaki),

UT)U(T)Y, = e Ey(mn)v, . (133)

« Neovisnost faze ¢(Ts,T1) o ¥, (stanju) : ¢, (T, 71) = ¢(13,T1) (osim za superselekci-
jska pravila) :

Za bilo koja dva linearno nezavisna stanja W4 i Wpg i njihov zbroj W g = Wy + Up,

(133)

U(T)U(T1)(Ya+ ¥Up) e ATV (TY T ) (W4 + W)
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= U(L)U(T)Ya+U(T2)U(T))¥ 5
) oI (TyTy)W 4 + 95 PO U(TyT )W (134)
Uporabom jednadzbi (127,128) (linearnost/antilinearnost operatora U(T;)) slijedi
0 — (6:|:i¢AB(T2,T1) _ e:l:iqu(Tg,Tl))\I,A + (6iz'¢AB(T2,T1) — eii¢B(T2le))\IIB (135)

Zbog linearne nezavisnosti stanja W, i Wy slijedi da su izrazi u zagradama jednaki nuli,
odnosno da je faza neovisna o stanju,

(T, Th) = ¢(Tr,Th), (136)

odnosno

UT)U(Ty) = ?TWy(TT) . (137)

PROJEKTIVNE I OBICNE REPREZENTACIJE GRUPE TRANSF. {T} NA
HILBERTOVOM PROSTORU

projektivne reprezentacije o(T»,T7) # 0.
obi¢ne reprezentacije o(Tr,Ty) = 0.

Broj faza projektivnih reprezentacija Lievih grupa je malen. Npr. SO(3) ima dvije takve
faze.

Stuktura Lieve grupe ne daje info da li neki skup stanja ¢ini projektivnu reprezentaciju
ili ne ali moze rec¢i da li grupa uopce ima projektivne reprezentacije ili ne.

Superselekcijska pravila : Za slucaj kada vrijede superselekcijska pravila tj. kada W, +Wp
ne postoji = faza ¥ moze ovisiti i stanju (' — W¥,). Npr. Ne mozemo zbrajati stanja
razli¢itog barionskog broja.

POVEZANE LIEVE GRUPE

Definicija : Skup transformacija simetrije {7°(¢)} sa svojstvima:
(1) opisan konaénim skupom realnih kontinuiranih parametara, npr. {64}.
(2) svaki element skupa je kontinurano povezan sa identi¢nom transformacijom

T(0) = 1, (138)

kojoj je pridjeljen skup parametara § = 0 = {6* = 0}.
(3) mnozenje :

TOTO) = T(£(9.9)) - (139)
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gdje je f(0,0) analiticka funkcija skupova parametera 6 = {#2} i = {6}
Uporabom (138) dobija se
f40,0) = f0,0) = 6" (140)

Reprezentacija transformacija Lieve grupe u Hilbertovom prostoru

- kao sto smo pokazali zbog povezanosti s operatorom identiteta, reprezentanti simetri-
jskih transformacija u Hilbetovom prostoru su unitarni i linearni.

- u konac¢noj blizini identiteta unitarni operatori se mogu prikazati Taylorovim razvo-
jem

1
UT®) = 1+i6%,+ §9a9btab +..., (141)
) (140) 5o a a pbpc
f40,0) =" 02+ 0%+ fL0%0°+ ... (142)
gdje su ty, ta, ... Hermitski operatori neovisni o parametrima 6% i simetri¢ni u indeksima

ako imaju vise od jednog indeksa. Hermiticnost ¢, ity je lako pokazati iz uvjeta uni-
tarnosti U(T'(6)).

Izvod Lieve algebre uz pretpostavku obi¢ne (ne-projektivne) reprezentacije
* neprojektivnost

U(T@)u(r©) = U(TOr©) = UT(f(0.0))) . (143)
x Taylorov razvoj do drugog reda u parametrima

— 1—— 1
[1 + 0, + §9b90tbc + ][+ 0%, + erectbc + . ]

- j— _
= [L+i(0" + 07 + f0°0° + .. )ta + §(9*’ + 00+ )07+ 0°+ . e + .. ] L(144)
7+@6) 1(@.0) 1@.0)

Linearni ¢lanovi se ponistavaju, a od bilinearnih ¢lanova ostaju

_ _ 1 .
0t t, = iﬁbecflfctaJr5(«9b«90+9b«9‘3)tbc
=l = byt —ifit,
Y [t td] = —i(fE— f4) ta . (145)
Ca
be

U drugom i tre¢em redu (145) upotrijebljena je simetrija t,, operatora. Zadnja od jed-
nadzbi (145) je jednadzba Lieve algebre opcée Lieve grupe. Cf, su tzv. strukturne konstante
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Lieve algebre.

JEDNOZNACNOST : toes theds toedes - - - SU sVi jednoznacno odredjeni Lievom algebrom.
= U(T(0)) je jednoznacno odredjen u blizini 1-ice.

ABELOVA GRUPA :
Definicija : f*(6,0) je aditivna

f40,0) = 406" (146)
= [t°t"] = 0 (147)
= U(T(e) "L U(T(%))N s exp(ift,) . (148)
%,—/
(144t00,)N
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2.3 Kvantne Lorentzove transformacije

PRINCIP RELATIVNOSTI (EINSTEIN) : inercijalni sustavi su ekvivalentni.

4

promatra¢ S : koordinate z* (2° = ¢, {2} = T)
= V 5’, pripadne koordinate 2" zadovoljavaju

Nwda™dx” = n,datde”
B ox'™ ox™
= g gge

gdje je
L2 s o (1] (1] 8 8
AN AN AN A
T :dzag(l, L 17_1)5 00 1 0
000 —1
Rabi se konvencija sumacije po kombinacijama indeksa , ...*.
= konstantnost brzine svjetlosti :
dzr
— =1 —dt* + di? =
7 = +dr 0
- da’
= _dt?+di” = Zl-1. QED.
+dx 0 I Q

RJESENJE (150) : linearna transformacija s uvjetom :

b = A ¥+ ad”

UHVAHPAVU = Mo -

UVLIET (154) za ™
- postoji inverz n* = diag(1,1,1,—1) jer je detn # 0.
- odatle slijedi

9,7

—~
anAMp(AVUAHTT)UT) — npolr]O'T AH}T — AH}p

(154) [ 777 A%;

VK

5H“Aﬂp — nMVnVRAMp — nMVAMp -m
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SKUP TRANSFORMACIJA (153) TVORI GRUPU

A A
Razmotrimo dvije uzastopne Lorentzove transformacije koordinata : x () x P BB x”

ZE'”M (123) AM /p_l_—u (153 KMP(A/;IV—FCLI))—F&M
Y wH _
= (A A))x" + (A o +a")
= (A,a)-(Aa) = (AN Aa+a) grupno mnozenje. (156)

e jedini¢ni element (1,0) ~ (6*,,0)
e inverz :
* postojanje inverza :

(154) = (detA)* =1 = deth = +£1 # 0. Q.E.D. (157)
* Inverz :

(A,a)™ = (A —Aa). (158)

(Aa) (A", =A""a) = (1,—a+a) = (1,0),
(A, —A"a)(Aa) = (1,-Ata+A'a) . Q.E.D.

= {(A, a)} je grupa, tzv. POINCAREOVA GRUPA = NEHOMOGENA LORENT-
ZOVA GRUPA

POGRUPE {(A,q)} :
1. {(A,0)} : HOMOGENA LORENTZOVA GRUPA :
(A,0)(A,0) = (AA,0),

*(1,0) € {(A, 0)},
* (A1,0) je inverz. Q.E.D.

2. {(A,a), detA = 1} : SVOJSTVENA POINCAREOVA GRUPA :
* detAA = detA detA = 1,

(detA)™' = 1. Q.E.D.
=1
Posebuo {(A,0), detA = 1} je tzv. SVOJSTVENA LORENZOVA GRUPA.

3. {(A,a), A% > 1} : ORTOKRONE POINCAREOVE TRANSF.
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* grupoidnost

(1564)m00=0 = —(A%)?+ (A)? = —1, (159)
(155)=0r=0 = —(A%)*+ (A%)? = —1, (160)
(159),(160) = (A%)* = 1+ (A%)* = 1+ (AY)? (161)

(156) = (AA)% = K'pA% + > A’ A7,

v

_ . 1/2
A A0 ((AOO)2 - 1) (A%)2=1)"" > 1  .QED(62)
—~— N -— _

cosh w cosh w LY i
sinh@ sinh w

U prvoj od (162) nejednakosti upotrebljena je trokutna relacija,

SR < [(D@) ()] (1) (- 1) e

Identifikacija ¢lanova sa cosh w i sinh w je ocigledna.
x (1,0) : Ay = 1>1,
* (Aya)™t: (A,a)(A,a)™! = (1,0) = (A% >1. Q.E.D. (grupnost)

PROSTORNA INVERZIJA I VREMENSKI OBRAT

{Aya)} = L = LynU(Lpn@P)U(Ln®@T7T)U (L @ PT), (
Ly = {(\a), deth =1, A% > 1}, (165

P = diag(—1,—1,—-1,1), (

7 = diag(1,1,1,-1) . (

~— — —— “—

GRUPNE RELACIJE SE PRENOSE NA TRANSFORMACIJE NAD ZRAKAMA
{R} I NAD STANJIMA U HILBERTOVOM PROSTORU {V¥}
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Table 1: Grupne relacije na z R i Hilbertovom prostoru

{z} {R} {VeR}

2" = (AN)z + (Aa +a) T(K,a)T (A, a) UK, a)U(A, a)

(K, a)(A,a) = (AA,Aa+a) = T(AN,Aa+a) = U(AA,Aa+a)
(1,0) 7(1,0) U(1,0) = 1

(A=, —A~'a) T(A', —A~'a) UMY, —A""a)
{(A,0)} {T(A0)} {U(A,0)}
{(A, a), deth = 1} {T(A,a),deth =1} {U(A,a), deth = 1}
{(A,a), A% > 1} {T(A,a),A% > 1} {U(A,a),A% > 1}
(P.0) T(P,0) U(P,0) =P

(T,0) 7(T,0) U(T,00=T

2.4 Poincaréova algebra

INFINITEZIMALNE TRANSFORMACIJE POINCAREOVE GRUPE, BROJ
PARAMETARA

x Motivacija : svojstva Lieve grupe oko identicnog elementa sadrze vec¢inu svojstava Lieve
simetrije

* Transformacije oko 1-ice [(A*,

= o a* =0); (1,0)]

A = 0F 4wt a* = et (168)
* uvjet (154) = 7, A A, = 1,0
[Konvencije : N T 5 = T,%% ; n””Tuo‘ﬁ"' = THeB- ] (169)
Moo = N (0¥, +w" ) (6", + W) = Mo + Wop + Wy + O(w?)
= W = —Wep (170)

= antisim tenzor w,, (4 x 4)

= 0 parametara }
85

4 parametra
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= P.G. je 10-parametarska grupa.

« Digresija : Konvencije (169) i razni zapisi uvjeta (154) :
(154) = Nu NN, = Mool - 077 = A"pAf = 5;, (171)
(155) = A° A" = 0| ne = N A = 6. (172)
Uociti: A=t = AT,

JEDINICNI OPERATOR U HILBERTOVOM PROSTORU; OPERA';[‘ORI
BLISKI JEDINICNOM OPERATORU I GENERATORI POINCAREOVE
GRUPE U HILBERTOVOM PROSTORU

e Jedini¢ni operator U(1,0) :

T(1,0) : R—TR = U(1,0) : {Ug} = R —={¥r} =R

= U(1,0) = e*1 .

ODABIR FAZE :  U(1,0) = 1.

e Operatori bliski jedinicnom : U(1 + w,¢) : razvoj pow i e

1
Ull+w,e) = 1+ iime”” —ig,PP + ... (173)
Predznak ” —" ispred P? je konvencija (vidi ispod fizikalno znacenje operatora). Operatori
JP? 1 PP su nezavisni.
* unitarnost U i realnost parametara w,,, €, = hermiti¢nost J*7 i P? :
Jeet = g peto = pr (174)
* antisimetricnost wp, = antisimetriénost J*7
Jr = =Jor. (175)
* Fizikalno znacenje : P° . op. energije = Hamiltonijan,
P!, P2 P3 . komponente op. impulsa,
J®B, J3L J2 . komponenete op. momenta impulsa.

POINCAREOVE TRANSFORMACIJE GENERATORA GRUPE
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Dobijaju se razmatranjem transformacije slicnosti operatora bliskih identitetu,

UA,a)U(1 +w,e)U (A, a)

) (A a)(1 4 %Wwf g, PP U (A, )
1
14 S U(A, @)U (A a) — ig,U (A, @) PPUT (A, a)
= U(Aa)(l+we)(Aa)™)
(177)

= U(l+AwA™' Ae — AwA'a)
= 1+ %z’(AwA_l)pUJpU —i(Ae — AwAa), P,

(A, a)(1+w,e)(A,a)™ ca)(14+w,e) (A7 —Ata)

A
A a)(1+w)A™ (1 +w)(—A1a) +¢)
1+ AwA™! (=1 — AwA™Ya + Ae + a)

(
(
(
(1 4+ AwA™ Ae — AwA™ta) .
(176),(177) =

e,UN, a)PPU Y (Aa) = (Ae),P?
wWooU(N, @) JU (A a) = (AwA™Y),0J77 + 2(AwA ™ a), PP .

Za nalazenje transformacija generatora trebamo izraze za inverze A,

— g g ag (171) ag —
(A l)p“Au = 9,7, APNT =0, = (AH = A*

R0 LR N U W TR (A‘l)zo = AUZ,
i moramo malo ”pregrupirati” clanove,
(Ae),P? = (Ag) P!, = Afe, P!
(AwA™) e J? = (AwA™)WJ" = Afw,e (A1), 2y Woe N LN T
2(AwA™'a), PP = 2Aupwm(A—1)"ya”P” (D 2M PN S wppa” P!

= Au"AV"wW(a”P” —a'P").

(176)

(177)

(178)
(179)

(180)
(181)

(182)
(183)

(184)

Odatle slijede transformacije generatora Poincaréove grupe na Poincaréove transformacije,

(178,182)

U(A,a)P”U_l(A,a) AM”P“,
(179,183,184)

U(A,a)JU (Aa) TE A oA o (v — 0t PY 4 0" PP

33

(185)
(186)



(185,186) =  P* je vektor na homogenu Lorentzovu transformaciju (A, 0),
JH je tenzor na homogenu Lorentzovu transformaciju (A, 0),
P* je translacijski invarijantan (L. transformat ne zavisi o a*),
JM nije translacijski invarijantan.

POINCAREOVA ALGEBRA (LIEVA ALGEBRA POINCAREOVE GRUPE)

« dobija se analizom (185) i (186) za infinitezimalnu L. transformaciju (A,a) = (1+w,¢)
I W o
Ul+w,e) = 1+ §zwu,,J —ig, P",
1
Ultl+we) =~ Ul—w,—) = 1— §iwaW +ig, P* . (187)

[Upotrebljena je relacija (1 +w,e)™ = (14+w)™,—(1+w)le) =~ (1—-w,—¢)].
1
(185) = ibwwﬂ“’ - EHP“,PP] — wrP, (188)
1
(186) = z'bw,wj‘“’ — e, P, J”"] — WP 4w, TJ™ — PP7 4 PP, (189)
(188) = [P",P"] = 0, (190)
1 1 1
(189) = iwul” P = S rarp) = S Pt i, p)
1
= §WMV(77VPPN — " PY),
4

i, PT) = P — P,

=i[P", J| = ' P° —n" PP (191)
Analogno

(189) = i[JM, Jr7] = /P JHT — P JvT — R g O (192)
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RESUME : Lieva algebra Poincaréove grupe
Q[Jm P = e JHe — e JVO ok JPV 4oV Jeu

i[P", Jr7] = ntP P — pho PP
i|P*, PPl = 0

STANDARDNI ZAPIS POINCAREOVE ALGEBRE; SACUVANI OPERA-
TORI

e QM : specijalnu ulogu imaju saéuvani operatori (koji komutiraju sa H = PY):
[PO,P“] (190) 0, [PO, Ji) (191) 0
=
P = {P', P? P%} tvore operator impulsa, (193)
J = {J=, 3 g%y tvore operator kutne kolicine gibanja,
J = %aijkﬂk) | (194)

* preostali generatori L. T,
K = {J°J%°, 7%}, (195)
tvore vektor "boostova” (potisnué¢a). Oni nisu sa¢uvani. Zbog toga se njihove svojstvene

vrijednosti ne mogu rabiti za oznacavanje fizikalnih stanja kao H = P?, Pil.

x Zapis komutacijskih relacija L.T. (190), (191), (192) preko H, P, J, K operatora
(sacuvani operatori su istaknuti) :

i, J;] = ieijidk, (196)
i, K] = g K, (197)
[Kz’, Kj] = —iﬁijkjk, (198)
[Ji, P = teijil, (199)
(K, P;] = iHo,, (200)
[K;,H] = iP, (201)
Ji,H] = [P,H] = [H H] = [P,P] = 0. (202)
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Primjeri dokaza relacija (196-202) :

[P*,P"] = 0
= [P° P’ =0 = [H,H] = 0,
[P’ P] = 0 = [H,P'] = 0,
[P, P7] = 0 = [P, P7] = 0;
i[P“, Jpcr] nup P° _nuo PP
= i[P",J* = 0le = [H,J] = 0,
z-[PO’JiO] _ nOiPO_HOOPi _ p = i[H,K;] = P,
i[P, % = nP’ — P! = §;H = [P, K;] = 6;H,
i[P, I = P’ —n"Peju = [P, Jj] = —einbr .

Za DZ dokazite relacije (196-292) koje ovdje nismo dokazali. PRIMJERI ADITIVNIH
PODGRUPA POINCAREOVE GRUPE

« Translacije T'(1,a) :

=

U(l, a) (173)

T(1,a)T(1,a@) = T(1,a+7)

* Rotacija za konacan kut oko osi §, Ry iznosa |0

) exp(i.J0)

—
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2.5 Jednocesticna stanja

LABELE (OZNAKE) STANJA
x [P*,P"] = 0

= prirodno je oznaciti stanje sa vrijednoséu 4-impulsa p : ¥,
ostale stupnjeve slobode oznacimo sa o ¥,

Py, = phl,, . (205)

+* PRETPOSTAVKA : indeksi o su diskretni.

* NAPOMENA : W oznacava bilo koje slobodno-gibajuée stanje (ne nuzno elementarnu
Cesticu)

TRANSLACIJA (U(1,a) = exp(—iPa)) : PROMJENA STANJA, SV. VRIJ.
P,

Ul,a)¥,, = e P, (206)
PUM, a)¥y] = puU(1,a)¥p] . (207)

DJELOVANJE P, NA LORENTZ TRANSFORMIRANO STANJE :
PROBLEM ODREDJIVANJA KOEFICIJENATA KOJE MIJESAJU o-ME

- oznaka za homogenu L.T.

UN0)=U() . (208)
Njen inverz dan je sa

UN™ = UL, (209)
a umnozak dvije homogene L.T glasi

UM)U(Az) = U(AiA). (210)

- Dokaz da U(A)W¥,, ima sv. vrijednost Ap s obzirom na P,

(185,208,209)

PrUNY,, = UN[UQ)PUM,, =" UQ)[AT),/ P,

(182)

2 AR pPU(N),, (211)
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= U(A)U,, je lin. komb. Wy, :

U(A)\PPU = ZCO'/U(A7P>\IIAP,O'/ . (212)

« ZADACA : nadi strukturu C,., (A, p) koeficijenata i ireducibilnih reprezentacija (irep)
nehomogene L. grupe.

STRUKTURA C,,(A,p) U IRREP-ovima nehomog. L. grupe

* jedine f-je p* (p? < 0) invarijantne na svojstvene ortokrone L.T. A* su

p2 = ’)’hujpup,/’ (213)
sign(p°) zap® <0. (214)
= mogucnost izbora standardnog 4-impulsa k", preko kojeg se moze izraziti svaki p*

po= L)k (215)

v

L*, je tzv. standardna L.T ovisna samo o p.

* definicija W,
Upo = N@U(LP)) Vo - (216)

- N(p) je normalizacijski faktor stanja Wy, koji ¢e biti odabran poslije (vidi (243)).
- VAZNO : (216) veze stanja istog o i razli¢itog 4-impulsa

e mala grupa (s obzirom na smjer k")

x Definicija male grupe :

U(A) Vg UMN (@)U (L(p))Vio

(216)
(210) _

= N(@U(L(Ap)) - UL (Ap)AL(p)) Wio - (217)
(1 Wignerova rotacija :

L) A

W(A,p) =W = L (Ap)AL(p) : k"% p 2 ap " W

k: (218)

WrE = k- (219)
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MALA GRUPA s obzirom na smjer k" u vekt. pr. : skup svih transf. koje
cuvaju smjer k"

Odatle slijedi da U(W) djelujuéi na stanje Wy, samo pomijesa indekse o

U(W)\Ijka = ZDU’J(W)\IIIM" (220)

[0 D(W) &ine repr. male grupe (za smjer k)
UWW)Why = Duyg(WW)Wpo

= UMWUW) Wy = Do (W) Do (W)W

|
Dorie(WW) = Dgign(W)Done (W)  Q.E.D. (221)
O Lorentz transformat ¥,
217,220
UM,y P N () Dy (W(A, ) U(L(AP)) W

(216) ( N(p)

N(Ap)) DUIU(W(A,p))\IprJ/ . (222)

= - problem nalazenja C,/, sveo se na problem nalazenja repki male grupe za razne
smjerove k,, (vidi tabelu 2).
- to je tzv. metoda induciranih reprezentacija (nalazenje repki grupe preko
repki male grupe).

NORMALIZACIJA STANJA
x Normalizacija W, stanja

(\I’klgl, \I/]w) = 5(]? — /{5)50/0 . (223)

= DI(W) = D'(W). (224)

(108,109,125,221)

(UW) Vo, UW )W) D*(W)grar DIW)go(Vrzr, Yiz)

= DY W)z D(W )56 (k' — k) (225)
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Table 2: Standardni 4-impulsi i pripadne male grupe za razne klase 4-impulsa (k > 0,
energija po volji). SO(3) je grupa rotacija u 3D; SO(2,1), SO(3, 1) su Lorentzove grupe
u2+1i34+1D; I150(2) je grupa Euklidske geometrije - sadrzi rotacije i translacije u
2D.

standardni £ mala grupa

(a) p*=-M?*<0,p">0 (0,0,0,M) SO(3) fiz € mase> 0

(b) p*=-M?*<0,p°<0 (0,0,0,—M) SO(3)

() p*=0,p">0 (0,0, K, K) ISO(2) fiz ¢ mase=0

(d) p*=0,p"<0 (0,0,5,—k)  1SO(2)

() pP=N2>0 (0,0,N,0)  SO(2,1)

(f) p*=0 (0,0,0,0) SO(3,1) fiz  vakuum
(130) (223

= (Vhrors Vo) 2 5,00 (K — k) (226)

225,226
( 52 )

Q.E.D. (224)

* Normalizacija VU,, stanja

[ (217) = U(A)Pye = N(p)U(L(Ap)) U(L™ (Ap)AL(p)) Vi)

DU/U(L71 (AP)AL(Z)))\I}ICU’

(Pyor, Upo) = (U (L(P)) Wpror, U™ (L(P)) Vo)

UL=t(p) 9 N

(NGHULL (p)p) UL (LT 0)p) L (p) L) W, N (p) Vi)
S—— —— =
A A A
Dyt gr (L H(L 1 (p)p' )L () L0 ) ¥
kl

——
= N )Np)Dy (L7 (L7 (p)p)) L () L))

-

(217)

7

W(L:l,(:n) ')
k/

1 /
x (V@A @) Ve, v ) (227)
Nﬁl(l:G\I/k/E/

(. J/
-~

N=L(kN6(k —k)5,,
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-,

Iz 6(K — k) u (227) slijedi

ko= K (228)
= K =L"'pp =k = p = Lipk = p, (229)
(228) = N(K) = N(k) = 1 (230)
= LK) = L(k) = 1, (231)
(229) = N() = N(p) (232)
= L(p) = L(p) (233)
= L(L7'(p)p)) = LK) = 1, (234)
(232,233,234) = D;J,(W(L_l(p),p/)> = D (1) = 6,00 . (235)
Stoga iz (227) slijedi,
(Vo Upo) = IN(D)[*008(k — k) o b0rd(7 — ), (236)

gdje je proporcionalnost posljedica (229). Nezavisan dokaz proporcionalnosti slijedi iz
nalazenja faktora proporcionalnosti izmedju 6(k" — k) i 6(p' — p).

Odredjivanje faktora proporcionalnosti izmedju 5(12’ — E) io(p—p)
- sljedece razmatranje vrijede za fizikalna ¢esticna stanja (slucajevi (a) i (c¢) u tablici 2)
za koju postoje obje invarijante p* (213) i (214)

- Lorentz invarijantan integral opée skalarne funkcije f(p*) = f(p?) moze se napisati na
sljedec¢i nacin :

/ d'p5(p? + M) (7,1°)
_ / &p dp®s((p°)? — 7 — M) £ (5, 1°)

- 5, LGP T (237)

2/p? + M?

= integracijska mjera

je inv. na L.T. (238)
- Rabedi nadalje definiciju o-funkcije i invarijantnost mjere (238) nalazimo

F(p) = / 55— (VP F MBS PYEG)  (239)
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= VREIIRSG - Y 8@ - = INVNALT. (240)

= "8 —p) = KK —Fk) (241)
0
(236) S, o (241) D
= (Uyor, Upo) =" IN()[*0000° (K = k) =" 5 IN (D)8 (7 = P)doro - (242)
- Primjetimo da je jednadzbom (241) dokazana proporcionalnost &3(5 — 7) i 63(K — k).
- Postoji sloboda odabira norme, npr. moze se odabrati N(p) = 1.
KONVENCIJA TJ. ODABIR NORME U OVOJ KNJIZI
N(p) = VE/p°, (243)

je izabrana tako da vrijedi

(\Ilp’cr’a\IIpO) = 50’053(]7_]7)- (244>

2.5.1 M >0 (Stanja, mala grupa itd. za M > 0)

« mala grupa je SO(3) - 3D rotacijska grupa (moze se ocitati iz standardnog 4 impulsa
K = (0,0,0, M) . (245)
——
= unitarne reprezentacije mogu se prikazati kao direktne sume ireducibilnih unitarnih
reprezentacija D?, (R) dimenzionalnosti 2j + 1 gdje je j = 0,3,1,.. ..
- za inf. rotaciju u z-prostoru,
Ry, = di + O, Oir. = —Ok; - (246)

DZ,J(R) matrice rotacija u U,, prostoru glase,

Di/o_(l + 9) — 60—’0— + %ezk(ejl(g))o"cm (247>
(S £id )y = (I £iJ D)oo = Serr /i +1) —alc £1),  (248)
(J?EJ))U,U — (']1(%))0'0 = 00yq, (249)
gdjea = -1 J
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« L.T. (222) stanja M > 0 i spin= j,

U(n,, ( ]év( XZ)) Dyro(W(A, p)) s,

(243) ( (Ap)°

pO

) Doro(W(A, p))Wapo, (250)

gdje je W (A, p) element male grupe (Wignerova rotacija).

U gornjem izrazu jos su nam nepoznati stanje ¥,, i Wignerova rotacija. Za obje veli¢ine
nam treba definicija standardnog boosta, L(p).

* Racun Wignerove rotacije, definicija standardnog boosta, ¥,

[ V)
—_
oo

W(Ap) Z L Y(Ap)AL(D)

- standardni boost (z prostor) [u = (4,0), v = (k,0)]

‘ . A oA o 2 1
I (p) = o + (v = Dpipr | pi(7* — 1)2 ’ (251)
P —1)2 E
132 —|— M2 N pz
= ;g = — . 252
Wy,

Iz (251), (216) i (243) (K° = M, p° = \/7? + M?) slijedi,

T, = %U(L@))% . (253)

*x Dokaz relacije Vp W(R,p) =R.

- Kada je Lorentzova transformacija A jednaka proizvoljnoj rotaciji R pokazat ¢emo da
je Wignerova rotacija W (R, p) jednaka rotaciji za bilo koju vrijednost p. Odatle slijedi
da se u relativistickoj kvantnoj mehanici kutna koli¢ina gibanja definira isto kao u nerela-
tivistickoj. Stoga se tehnike za sfericne harmonike, CGK, itd. mogu rabiti isto kao u NR
QM. Dokaz slijedi.

[] Pokazimo da se op¢i Lorentzov boost moze prikazati na preko boosta u Z smjeru i

43



rotacija oko p smjerova :

L) = RG)BIARG) 254
10 0 0

B = g0 5 e |- R0 = (P2 e
00 (-1

L(p) _ 1+(7_1)?XﬁT‘ (72_1)%15
-1zt | 4
() 1+ (= 1ix 2| (42 =1)22 \ (R |
(FO4r) (A i) (Fe)
= R(p)B(p)R(p)~" Q.E.D.

0 Dokaz B(|7?p|) = B(|p!)

- iznos 3-impulsa i energije ne ovisi o rotaciji; stoga se ni  ne mijenja s njom; kako B(|p])
ovisi samo o v (2 je konstanta), vrijedi i

B(|Rp)) = B(p) - (256)

[0 Dokaz relacije (Vp W(R,p) = R)
218)
W(R.p) 2 L (RpRL(p)

2 (RERPBIMERR) R - REBIHR @)
—  R(RH)B(|7) (R (ROYRRG) ) BUA) R (5) . (257)
Za operator u velikim zagradama, R~ (Rp)RR(p), Z je invarijantan smjer,
R RPRE(p) + 2—p—Rp— =
Stoga cjelokupna transformacija moze maksimalno biti proizvoljna rotacija oko osi 2,

cosf sinf 0 0

1 . —sinf cosf 0 0
R RPRRG) = RO) = | 770 0 ] (258)
0 0 01
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Izrazi (258) i (255) za R() i B(|p]) ocigledno komutiraju. Stoga

(257)

W(R,p) Z R(R@(R—l(R@RR@)R—l@) - R. Q.E.D.

2.5.2 M=0 (Mala grupa, analiza male grupe i njene algebre, stanja)

i. Mala grupa
- Table 2 = kE = (0,0,1,1) .

[] Nalazenje elemenata male grupe
Elementi male grupe (vidi tabelu 2 i Eq. (219)) zadovoljavaju

WhEE = kK, k = (0,0,1,1) .
Djelovanjem na vremenoliki 4-vektor

" = (0,0,0,1),

(259)

(260)

(261)

Wignerovom rotacijom dobija se 4-vektor Wt koji zbog invarijantnosti na L.T. zadovoljava

Wrwt), = ", =" -1,
(WOR(WE), = t'k, 2% 1.
Pretpostavljajuci najopcenitiji oblik Wt,
Wt = (o, 8,¢8),

nalazimo £ i ¢ kao f-je a i 3,

WOk, 20 woEm), @20 e - 11 = ¢ = 14¢,
(WOFWH), = o+ +C—(1+¢)° = -1
= ¢ = %(a2+ﬁ2).

Stoga nam je poznat zadnji stupac matrice W*

W) =

+ N
—_o oo
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Tu ”-” predstavljaju jos neodredjene matricne elemente. Treci stupac mozemo naci rabeéi
relaciju (260),

a 0 0
W)k = () = IR
1+¢ 1 1
— «
= (W) = 1__ﬁc ? : (268)
¢ 14¢

Preostale neodredjene retke ¢emo preuzeti iz Weinberga i dati uputu kako se mogu prov-
jeriti.

O L.T. male grupe. Djelovanje W* na t” je isto kao djelovanje transformacije

1 0 —« «
St = 2 é 1__5 ¢ g : (269)
a [ = 1+

Provjerimo da li je S*, Lorentz transformacija. Da bi to bilo zadovoljeno moraju biti
ispunjeni uvjeti (154)=(171) i (155)=(172)

(154) = nuS"SY, = e = StSy))l =67 = S'S =1, (270)
(155) = SU.8%n = " = (nSy) 8% = &% = S8 =1, (271)
1 0 - —«
T o 1 -5 =0
S = {8/} = {(nsSn)} = : 272
{571 = ASn).y o B 1-¢ —c (272)
—a —f ¢ 1+4¢
Za DZ provjerite relacije (270) 1 (271).
O veza W i8S =S(a, )
S(a, 8t = Wt = S Ha,3)W = R € {3D rot};
S,k = Wk = S 'a,f)W = R(0) € {rot oko 2 osi}; (273)
cosf sinf 0 O
—sinf cosf 0 0
= R(#) = 0 0 10 (274)
0 0 01
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[J Stoga je opéi grupni element male grupe
W(l,a,8) = S(o, B)R(0) . (275)

[0 Identifikacija male grupe : ISO(2)

-{W(0,a, )} ima dvije Abelove podgrupe, skup rotacija oko Z osi, {R(#)}, i skup trans-
formacija {S(a, 8)}. Za DZ dokazite da vrijedi

RO)R@O) = RO +0), (276)

S@,B)S(a,8) = S@+a,B+0). (277)
- Nadalje, {S(a, )} je invarijanta (normalna) podgrupa grupe {W (6, «, 3)} :
R(0)S(a, B)R(0) = S(acosh+ Bsinb, —asinb + Fcosb) . (278)

[Dovoljno je provjeriti za rotacije jer je za svaki S” € {S} ocigledno S’SS5"~1 € {S}]
D:

Uvedimo pokrate cosf = ¢y, sinf = sy, @ = acosf+Bsinf, 3 = —asinf+ Fcoshi
}?9 _ Cop S A — - o
o = (), o),
_ ([« B _(1-¢ ¢
po(70) e (4 S) em
Odatle

0

1
L (RBAN(RT 0N L (RRETRAY (1 RAY 0
- B C 0 1 o BR™' C N BR™' C ’

Buduci da vrijedi

A — < Co 59)<—a a) B (—c(;a—spﬂ coar + sp3 )
B —Sg Cp -5 B8 ) spor — o3 —sga + co3
_ (‘@ @)
B -5 5 )’
51 DZ (@ f
BR™' = <a B)’
¢ D@ P = S ) = ¢ (281)

jednadzba (278) je ispunjena.
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e Struktura {WW} odgovara tzv. ISO(2) grupi : sadrzi rotacije {R()} i translacije
{S(a, 5)} u 2D

e Buduéi da mala grupa (ISO(2)) sadrzi Abelovu invarijantnu podgrupu

= ISO(2) nije polu-jednostavna grupa (semisimple group)

ii. Algebra male grupe

O Infinitezimalni element male grupe (z prostor)

0 0 —a «
-0 0 -8 B
[W(evavﬂ)uu]INF = 5“V+wu’/ - 5“V+ « ﬁ 0 0 (282)
a [ 0 0
0 0 —-—a «
-6 0 -8 s
= Wy = o B 0 0 (283)
—a =0 0 0

[] Pripadni op. u Hilb. prostoru:

l

UW(0,a,8) = 1+-w,J" = 1L+ia(=J"+ JO) +iB(=J* + J*°) +i0J"

2
= 1+ia(Jo+ Ky) +if(—J + Ky) +1i0J3
= 1+iacdA+iBB +ifJ; (284)
A = L+ K B = —-L+K,. (285)
[] algebra male grupe :
(Podsjetnik : Lorentz algebra : (196) = [Ji, J;] = icijudi,
[J5,A] = iB D: i(—J1+ K,) = iB, (286)
[J5,B] = —iA D: i(—Jy— K;y) = —iA, (287)
[A,B] = 0 D:i(J3—J354+0+0) = 0. (288)

iii. Stanja
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Buduéi da u algebri male grupe postoje dva skupa komutiraju¢ih operatora, {A, B} i
{J3}, imamo dvije moguénosti oznac¢avanja stanja (standardnog 4-impulsa) :

A. Oznacavanje kvantnim brojevima operatora Ai B : ¥,  — W,

AVip = aWpa,
BUyaw, = b¥kap (289)

Problem : Ako je a # 0 ili b # 0 dobija se kontinuum svojstvenih vrijednosti koji se
dobija zbog toga sto transformacije S(«, ) ¢ine invarijantnu (normalnu) podgrupu male
grupe (vidi (278)),

U(R()AU Y (R(0)) = cosf A —sinf B,
U(R()BU Y (R(A) = sinfA+cosdB . (290)

Rabedi argumente poglavlja §2.2 (vidi Eq. (148)), iz generatora Abelovih podgrupa male
grupe nalazimo operatore Abelovih podgrupa za konacne a, 716

U(S(a, ) "2 expliaA +ifB), (291)
URO) "2 exp(ish) . (202)
D (290):

U(S(acg + Bsg, —asg + Becg)) = U(R)U(S(a, B))UH(R)

_ 6i(aU(R)AU*1(R)-i—BU(R)BU*l(R))

eilaco+Pse)Ati(=aso+pco) B _  ila(coA—seB)+5(sgA+coB)] Q.E.D.

Stoga za kontinuum stanja,
\I]Zab = U_1<R(‘9))\Ilkabu (293)
vrijedi

AVY = (acos® — bsin )WY (294)
BYY, = (asin® +bcosf)Vy , .
D: Npr. za AVY

AV = AU Y(R(0))Vrap
= U Y(R(0))(coA — 56B)Wrap = (coa — sgb)Uhyy, .

Dakle, postoji kontinuum stanja WY , sa kontinuiranim spektrom (a cos @ —bsin 6, a sin 6+
beosh). Q.E.D.
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Exp: Eksperimentalno takav kontinuum nije opazen. Stoga oznacavanje stanja sa svo-
jstvenim stanjima operatora A i B ne odgovara fizikalnoj situaciji.

B. Oznacavanje kvantnim brojevima operatora J; : VU,  — U,

Stavimo

A\I]ka = B\I]ka = 07
J3\If]m = O'\If]m. (295)

Pitanje koje se namece jest Sto je fizikalno znacenje sv. vrijednosti 0. Buduci da je smjer
3-impulsa k£ 4-impulsa k£ po definiciji jednak pozitivhom smjeru z-osi, Z, vrijedi

Jy=2J = kJ, (296)

tj. J3 odgovara projekciji operatora kutne koli¢ine gibanja na smjer gibanja, odnosno
operatoru heliciteta. Stoga je o helicitet stanja i nije tre¢a komponenta spina stanja.

iv. Racun svojstava opceg M = (0 stanja pri L.T.
[0 Djelovanje opéeg elementa male grupe, danog sa (275), na stanje ”standard-
nog” impulsa ¥y,

UMW)y, (370),(220),(292) exp(icA + i6B) exp(iJ30) Vi, = exp(ifo)Vyr, (297)

daje Wignerovu rotaciju za M = 0 stanje,

Doo(W) 2 exp(i00)5,, . (298)

[0 Uz normalizaciju (243), djelovanje opée L.T. na opée stanje V,, za M = 0 glasi

U, % ]\][\g@)po,g(W(A,p))wAm
(222,298) (tf;)o exp(ic0(A, ) U ap.o (299)
gdje je kut O(A, p) definiran relacijom
W(Ap) = LAPALK) = S(a(Ap), BAP)ROEAP) . (300)

v. Diskretnost sv. vrijednosti o
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Diskretnost o ne proizlazi iz komutacijskih relacija algebre male grupe kao za M > 0
slucaj. Dosadasnja analiza pokazuje da je o realno. Diskretnost o slijedi iz topoloskih
razmatranja Lorentzove grupe. Pokazuje se da je ona dvostruko povezana s obzirom na
rotacijsku podgrupu, a jednostruko s obzirom na ostale transformacije. Odatle slijedi
da rotacija za 47 uvijek daje isto stanje, pa o u Wignerovoj rotaciji (298) mora biti
polucjelobrojan.

vi. Definicija standardne Lorentzove transformacije za M = 0 stanja, racun
elementa male grupe

O Kao i kod M > 0 stanja za nalazenje opCeg elementa male grupe W (A, p) potreban je
izraz za standardnu Lorentzovu transformaciju (uociti razliku stand. L.T. M > 0
(254) i M =0 (301) stanja)

L(p) = R@)B(|pl/r) (301)

gdje je B(u) boost u Z smjeru, a R(p) rotacija koja preslikava Z u p,

10 0 0
01 0 0
Blu) =19 g W2+ 1)/2u (u®—1)/2u (302)
00 (w>—=1)/2u (u*+1)/2u
D:
« standardni boost bezmasene Cestice B(u) :
p’ = k° 4+ pyk = (coshw +sinhw)k = ek = uk,
p = Po
1 1 . 1 1
= coshw = —(u+—), sinhw = —(u—-). Q.E.D.
2 U 2 u
* rotacija R(p) :
- Pretpostavimo da je p zadan polarnim i azimutalnim kutevima ¢ i 6
p = (sinfcos¢,sinfsin ¢, cosh) . (303)

Rotacija se tada moze opisati sa dvama uzastopnim rotacijama, rotacijom oko ¢ osi R(6) :
(0,0,1) — (sin#, 0, cos ) i rotacijom oko Z osi R(¢) : (siné,0,cosd) — p:

U(R(p)) = exp(i¢Js) exp(if.)s), (304)

gdjesu 0 <0 <7i0<¢<2m Rotacija nije dana u x tj. p prostoru ve¢ u Hilbertovom
prostoru jer u Hilbertovom prostoru dodavanjem 27 kutu ¢ U(R(p) mijenja predznak dok
je u p prostoru jednoznacna.

51



vii. Helicitet je invarijantan na svojstvene ortokrone Lorentz transformacije
x Iz izraza za element male grupe za op¢u ortokronu svojstvenu L.T.,
(298) = Dyo(W) = exp(if0)isy X org, (305)

slijedi da je helicitet invarijantan na opcéu ortokronu svojstvenu L.T. To na prvi pogled
znac¢i da bezmasene cestice imaju samo jednu vrijednost heliciteta.

x Paritet medjutim mijenja predznak heliciteta. Stoga bezmasene cestice nemaju jednu
mogucu ve¢ imaju dvije moguce vrijednosti heliciteta. Za razliku, masivne ¢estice imaju
(27 + 1) sv. vrijednosti operatora Js.

x Naziv Cestica i saCuvanje pariteta:

- jake sile i EM sile ¢uvaju paritet, pa je paritet dobar QB : oba stanja imaju isto ime
(samo je u opisu stanja i helicitet : Npr. g4

- slabe sile ne ¢uvaju paritet; paritet nije dobar QB; stanja suprotnog heliciteta istih
aditivnih QB suprotnih heliciteta ne postoje (npr. v, _ 1 17, 1 nemaju isti leptonski broj
L); stanja nemaju stoga ni isto ime).
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2.6 Prostorna inverzija i vremenski obrat

e U poglavlju §2.3 (vidi Eq. (164)) vidjeli smo da je struktura Poincaréovih transformacija
sljedeca.

{Poincaréove T} = {translacije} ®; {homogene L.T.}

{homogene L.T.} = {svojstv. ortokrone hom. L.T.} ® (1&P &7 &P7T), (306)

gdje su P i 7 transformacije prostorne inverzije (pariteta) i vremenskog obrata,

Pt = diag(—1,—-1,-1,1),

T = diag(1,1,1,-1). (307)
e Sacuvanje P i T :

Uobicajeno je PRETPOSTAVITI da je mnozenje Poincaréove grupe u Hilbertovom
prostoru (vidi Tab. 1),

U, a)U(A,a) = U(AA, Aa+7), (308)
ocuvano ako se ukljuce reprezentanti P i T transformacija,
P = U(P), T = U(T). (309)
Drugim rije¢ima
PU(A,a)P™' = U(PAP!,Pa), (310)
TUN, )T = U(TAT ', Ta). (311)

Postojanje operatora (309) koji zadovoljavaju jednadzbe (310) i (311) vode na sa¢uvanje
pariteta i vremenskog obrata (vidi dokaz ispod). Jednadzbe (308, 309, 310, 311) uklju¢uju
veéinu onoga Sto se misli pod sacuvanjem P i T.

Exp :

- 1956-57 Wu : nesa¢. P : (310) vrijedi ako se zanemare slabe int.

- 1964 Cronin : nesa¢. C'P : uz pretp ocuvanja C'PT (311) vrijedi ako se zanemare slabe
int.

- 1998 CPLEAR collab. : izmjerena T asimetrija (6.6 x 1073).

- 1999 CPLEAR collab. : povjerena C'PT simetrija s preciznoséu 1 x 10717,

[0 Analiza (310) i (311) za infinitezimalne P.T. U(A, a); Transformacija gener-
atora P.T. na P i T; Dokaz oCuvanja P i T iz pretpostavki (309, 310, 311)

Lorentzova transformacija generatora svojstvenih ortokronih P.T. dobija se iz produkta
UA, a)Urnr(w,e)UY(A, a) gdje je

1
Unr(w,e) = 1+ §ime”” —ig,P? (vidi pogl. §2.4). (312)
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U svojoj potpunosti, tj. ako se ne ukljucuje uvjet unitarnosti svojst. ortokronih P.T'.,
transformacije generatora Poincaréove grupe (185,186), glase

(185)

U(A,a)iPPU(Aa) "= ALiP", (313)
U(A, a)iJ U (A a) "2 APATI(J™ — a”PY + a” PP). (314)
Analogno, Egs. (310) i (311) daju
Pijre Pt = PP, (315)
PiPPP' = iP/P", (316)
TiJreT=' = iT,’T,°J", (317)
TiPPT™' = 4T,”P". (318)

Faktor 7¢” je zadrzan zbog toga jer jos nije odredjeno da li su P i T unitarni ili antiuni-
tarni operatori.

e Unitarnost P
(316),—0 = PiHP™' = iP,°H = iH. (319)
% antiunitarnost (unitarnost) bi dala i — —i (i — 1)

= —PHP™' = H (PHP' = H)
& PH = —HP (PH = HP). (320)

= V sv. stanje H, UV, HV = FEV, postojalo bi stanje PW suprotne (iste) energije
PHV = EPVY = FHPVY & H(PVY) = FE(PVY) (321)

= ako bi P bio antiunitaran za svako sv. stanje H bi se javljalo drugo stanje suprotne
(negativne) energije; za unitaran oprerator javljaju se dva u energiji degenerirana stanja

exp : nisu opazena —F stanja.

= ‘P je unitaran‘

= PiP™! = i (322)
= PH = HP & [P,H] = 0 (323)
= [P otuvan]
e Antiunitarnost 7'
(318),—0 = TiHT ' = iT,°H = —iH. (324)
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* antiunitarnost (unitarnost) bi dala

= —-THT' = -H (THT' = —H) (325)
& TH = HT (TH = —HT) (326)
(HV = EV) = THV = ETV = +H(TV) & H(TV) +E(TV).  (327)
exp : nisu opazena —F stanja.
= |T" je antiunitaran
= TiT™' = —i, (328)
= TH = HT & [T,H|] = 0. (329)
= [T otuvan]
\
e PiT TRANSFORMACIJE GENERATORA P.T.
PHP™! +H, (330)
PJPt = 4, (331)
PKP™! -K, (332)
PPP™' = —P, (333)
THT™' = +H, (334)
TJT! —J, (335)
TET™' = +K, (336)
TPT™' = —P. (337)
e TRANSFORMACIJA 1-Cesticnih stanjana P i T
OP:M>0
x Dokaz da je standardno stanje svojstveno stanje operatora pariteta, PV, = 1,V
Svojstveno stanje Wy, je svojstveno stanje operatora ﬁ, HilJs:
(P, H,J5)Wy, = (0,M,0)T,. (338)
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Prva i druga jednakost slijedi iz (205) za opce stanje ¥, a treca iz (249).
Uporabom Egs. (330,331,333) iz (338) slijedi

(0, M,0)PU,, (339)
— P(P,H,J5)P'PU,, = (=P, H,J;)PV,, (340)
= (P,H,Js)PV,, = (0, M, c)PU,,. (341)

Dakle sve tri svojstvene jednadzbe su iste za stanja ¥y, (Eq. (338)) i P¥y, (Eq. (341)).
Odatle slijedi da su ta dva stanja linearno zavisna, odnosno da je stanje ¥, svojstveno
stanje pariteta,

P\I/]W = HJ\DkJ. (342)

Faza 1, u principu moze zavisiti o stanju tj. kvantnom broju (QB) o.

x Neovisnost faze o stanju : 7, = n; intristicni paritet cestice

) 248 —
(il 2 GG+ D) —o(o £ DWpsr | P (343)

= P(Jy£iJy)P PO, = /j(j+1) —o(c £1)PVU;,qy
(J1 i) Vho) = Vi(G+1) — (0 £1)(os1Whot1)
= ViG+1D) —o(e £ )0 Vket1) = Vi(G+1) — (0 £1)(Nos1Viotr)

= N = Not1 = 7 (344)

= PV, = ’/]\If]m. (345)
Dakle faza 1 je neovisna o o. Faza n je tzv. intristi¢éni (svojstveni, osobni) paritet
Cestice. On ovisi samo o vrsti (tipu) Cestice.
* Djelovanje pariteta na stanje konacnog impulsa, PV,

Rabe¢i izraze za stanje kona¢nog impulsa W,,, standardni boost L(p) te za PL(p)P~* (i
invarijantost P° na paritet)

216 243,245 M
Vo P NGULE), CET UGV, (316)
(251,252) Sir + (v — 1)piDr ‘ pi(y2— 1)z
. E 1 | 347
v <ﬁk(72—1)5 E 0
PLp)P™ = L(=p,p°) = L(Pp), (348)



nalazimo izraz za PV,,,

M _
PV, ﬁPU(L(p))P P,
N U(L(Pp))¥ 4
o (PLp)P™)n¥ie = 1 70 (L(Pp))Vio (349)
J
PU,, = nUp, . (350)
O7T:M>0

x Djelovanje T operatora na Wy,
Djelujuéi na svojstvene jednadzbe (338) T" operatorom dobijamo,

T-(338) = (0,M,0)TV, = T(P,H,J)T ' TV, = (=P, H,—J5) TV,
= (P H,J5) TV, = (0,M,—0)T¥y, (351)
= 10, 2 o, . (352)

Jednadzba (351) ukazuje da je T'Wy, proporcionalno Wy_, §to vodi na jednadzbu (352).
(, je fazni faktor koji moze ovisiti o o.

x Fazna ovisnost (, o o

Djejujuci na (343) koja povezuje stanja razli¢itih vrijednosti o sa T dobijamo

(343) = (L £V = Vi(G+1) —0(0 £ 1) Vhery |T-
(328,335,352) . aE
= (= +ih) (Vo) = VilG+1) —0(0 £ D)1 Ws o1 (353)
—Jx
Y Vi D - o) (o F DV om
= GV +1) —o(0 £1)Ty _ppy (354)
= = = G| (355)
= ( o (—=1)7 ili (o x (—=1)77. (356)
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* zapis (pretpostavka oblika) ¢, preko faze ¢ koja ovisi samo o tipu ¢estice

G = (=), (357)
T, = (=)0 . (358)

* ( je nefizikalna faza

Pokazimo da se faza ( moze eliminirati iz valne funkcije, tj. da faza ¢ nije intristicno
svojstvo cestice. Rabeci slobodu izbora faze valne funkcije, definiramo

Uy — W = (20, (359)

koja nema fazu ¢ u jednadzbi (358):

1

TV, = T(CWy,) = C2C(-) 0 ,) = (-7 W,) = (=) °F,_, .(360)

N

* Djelovanje operatora 1" na stanje kona¢nog impulsa, T'V,,,

Za nalazenje izraza za T'V,, trebaju nam sljedece jednakosti

(307)

7% _p
= TL)T™ = PLp)P 2 Lpp), (361)
M

Up, _, A SU(L(PP) ¥ . (362)

Odatle

Ty, T( %U(L(p))@,m) - 1/%TU(L(1)))T‘1T\IJ,€U

SR UT L) T (W) (363
O s Ty (364)

Rezimirajmo: T transformirano stanje konacnog impulsa ¥,,, glasi

(364) = | TV = (=) 7Upy_,

UP:M=0

x P operator nije dobar operator za definiciju pariteta stanja Wy,
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- Za operator koji definira paritet stanja standardnog 4-impulsa, W;,, zahtjeva se da je
standardni impuls £* invarijantan na transformaciju (vidi (345) za M > 0 slucaj)
- to medjutim nije ispunjeno

(P, H, Jy) Uy, = (k“,a)\lf,w _ ((0,0,K),K,0>\I’ka P (365)

(333’3_—3;)7331) (—ﬁ, H, Jg)P\Ilko = ((07 Ov ’%)7 R, U) P\Ilko (366)

= (B, H,—J3)PV,, — ((0,0, —K), &, —a)P\If;W - ((Pk)“,—a)P\If,m (367)

= PV, x \I]Pk —o - (368)

U jednadzbi (367) smo prebacili faze na desnu stranu jednadzbe uzimajuéi u obzir da je
nakon paritetne transformacije operator heliciteta jednak —.Js,

PJsP~' = Pk-JP' = (=k)-J = —J;, (369)

(sjetimo se da operator heliciteta k- J a treda komponenta kutne koli¢ine gibanja J3
definira o; takodjer ). Odatle slijedi (368), koja pokazuje da k* nije ocuvan. Q.E.D.

Ista jednadzba pokazuje da se helicitet mijenja pri paritetnoj transformaciji sto se i
ocekuje.

* Dobar operator za definiciju pariteta stanja standardnog impulsa, U(R;*)P

- Da bi se postigla invarijantnost standardnog impulsa uobicajeno je uvesti operator
U(R; )P gdje je R, rotacija koja transformira takodjer & u Pk. Uobicajeno se uzima da
je Ry rotacija za —180° oko g,

U(Ry) = exp(—imJy) [U(RyY) = exp(inJy)] . (370)
Buduéi da U(R;') transformira Py u —Ps i J3 u —Js,
U(R;M)PU(Ry) = exp(imJy)Pyexp(—imJy) = exp [inJs, |Ps
= P+ [inJy, P3) + %[’éﬁjg, limJy, Ps] + . ..

7T2 7T4 7T3

= Pycosm— Pysinm = —P;, (371)
U(RyYJ3U(Ry) = exp(imJy)Jsexp(—inJy) = Jscosm — Jisinm = —Js3, (372)

UR;")PU(Ry) = -, (373)
URDJURy) = —Jp. (374)
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(upotrebljene su relacije [Ja, P3| = iPy, [Jo, P1] = —iP3 odnosno [J3, J3] = iJy, [Jo, J1] =

—1J3 koje slijede iz (199) odnosno (196)) dobijamo
U(Ry")P - (365)
(Py, —Po, P3; H; = J3)(U(Ry ') PWy,) =

(P, H, J5)U(R;\ PV, = (k" —0)U(Ry")PWy,

(07 07 Ri R, U)(U(RQI)P\IIMT

(375)
(376)

(377)

= U(R2_1)P\Ilkcr = ﬁa\I’k —o
N je fazni faktor koji ovisi o helicitetu o [Sada nemamo Ji, Jo, J3 algebru veé¢ Js, A, B
algebru].
* PU,,

- Svojstva L. transformacija Ry' i P
- Ry'P komutira s boostom u 2 smjeru B(u
z

)

~

- P komutira s rotacijom u R(p), R(p) : 2 —p
D:
Iz strukture matrica
-1
1 .
P = 1 , Re = R,
1
1
Blu) = ! R(p) =
wo= coshw sinhw |’ Py =
sinhw coshw
1
_1 -1
= Ry P = 1 )
1
direktno slijedi
[Ry'P,B(u)] = 0,
[P.R(p)] = 0.
- Prvi izraz za PV,
(216,243, Tab.2) K (301,309) K
Py, 22 p( [Luwen.) <2 2

(379)

(380)

(381)
(382)



- [su(Pros(I)) w e,

_ \/gU (PR(@B(@)P‘lRQ) (15 Tk o)

(381,382) K 191
E oy 75U (R(p“)R2B< . )) Uy, (383)
Stanje (383) jos nema oblik stanja konacnog impulsa
K
Ve =[SO (384)
(vidi prvi redak Eq. (383)).
- Analiza R(p)Ry
- R(p)Rs : produkt rotacija je rotacija
R(P)Ry : 22— —Z2— —p = R(p) Ry sadrzi R(—p) . (385)

- veza R(p)Rs i R(—p) u Hilbertovom prostoru

(303) = p = (sinfcos¢,sinfsing,cosd) = p(b, o)
. pmr—0.0+7) 0<od<m
- P = {]5(7‘(‘—9,¢—7T) T<¢<2m ’ (386)
(304) = U(R(p)) = exp(igJs)exp(if))
B UR(-p) = expli(o + m)Js) expli(r — 0)p) - (387)

Iz (387) slijedi

U~ (R(=p))U(R(p)R2)
lexp(—i(m — 0)Js) exp(—i(¢p + 7)J3)]|[exp(idJ3) exp(i6.Jy)] exp(—imJ3)
= exp(—i(m — 0).Js) exp(FinJs) exp(—i(m — 0).Js) - exp(FinJs) exp(FinJs)

J

exp(i(m—0).12)
= exp(FinJs) . (388)

U izvodu upotrijebili smo jednakost
exp(FinJs)Joexp(Linds) . = —Jy (389)

Iz (388) slijedi

U(R(p)Ry) = U(R(=p)) exp(FimJ3) (390)
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- Kona¢ni izraz za PV, :

383,390 K ) ,
PY,, | TEY oy, EU(M—p)B(@))exp(mJg)\Ifk;_g

+ zal0<o<m

— zan< ¢ <2m (391)

= No exp(£ino)Upy, o {

U prvom retku (391) iskoristili smo ¢injenicu da boost operator u Z smjeru i rotacija oko
J3 komutiraju jer J3 i K3 komutiraju. Napomenimo da je dvoznac¢nost predznaka faze u
(391) posljedica definicije (390).

T': M=20

Postupak je analogan kao za P operator.

- Prvo se pokazuje da T mijenja impuls k standardnog stanja Wy,. Krece se od jednadzbe
(365), na nju se djeluje operatorom 7T, rabe se jednadzbe transformacije generatora P.
grupe (334), (337) i (335), primjenjuje se ¢injenica da se helicitet 7J ne mijenja na T
transformaciju,

—

(365) = (Lo, Js )W = (/{;“,a)\lfkg - ((o,o,m),m,o—>xpkg T
YT~

= (P,H,—J)TU, = ((0,0,—k),k,0) TV, = (Pk)* 0)TW  (392)

= TV, x \pr]m (393)

— —

helicitet : T(kJ)T" = (=k)(—=J) = kJ. (394)

Zbog (394) vrijednost heliciteta o se ne mijenja. (Uocite da T transformacija mijenja

smjerove osi p koordinatnog sustava. U starom koordinatnom sustavu helicitet je —J5 =
—2J).

- Dobar operator koji ne mijenja standardni impuls k* je U(Ry)™'T. Za dokaz potrebene
su relacije (372) 1 (371) koje pokazuju da prirotaciji Ry P — — Ps (preciznije (Py, Py, P3) —
(—P1, P, —Py)) i J3 — —Js. Odatle

(P, H, J5)(U(R; )T W,) = (K, 0)(U(Ry)TWy,) . (395)
A

po
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Djelovanje T' operatora na stanje konacnog impulsa V¥, se dobija analognim postupkom
kao za PV,,. U izvodu se na mjestu P i P javjaju 7 i T. Rezultat koji odgovara (383) je

K

v, = JoU (R(ﬁ)&B(@)) U(R;'TW,,) . (396)

pO

Upotrebom Egs. (390) i (393) te buduéi da J; komutira sa boostom B(@) dobijamo

TV,, (890),(399) ]%U (R(—ﬁ)B (@)) exp(FimJ3)Co Vo (397)
(%84 Co - exp(Fimo)¥py o |- (398)

e Ponasanje V,, pri 7? transformaciji; Kramerova degeneracija

O Ponasanje ¥, pri T2

T°V,,
M>0 i—o * j—0 j—(—0o
=" T(C(=)""Upy o) = (=77 L= () ~(o)
— (DY, (399)
M0 T((rexp(Fino)Wp, o) = (exp(Eino) - (exp(Lino)Vpmpp) »
= exp(+2imo)¥,, = (=)*V,, . (400)

Antiunitarnost 7" kompleksno konjugira koeficijente koji mnoze stanja. U dokazu za M =
0 sluéaj primjetite da ako 4-impuls p daje fazu exp(Fimo) onda Pp daje fazu exp(Lino).
Maksimalna projekcija za M > 0 slucaj je j a za M = 0 je o (helicitet). Ako obje
projekcije oznac¢imo istim imenom ” 5" dobijamo

20, = (-)¥7,, |. (401)

= Za sistem slobodnih ¢estica sa neparnim brojem fermiona valna funkcija pri
djelovanju operatora 72 mijenja predznak

v = —V. (402)

To svojstvo je ocuvano ako se ukljuce medjudjelovanja koja ¢uvaju T'.

[0 Kramerova degeneracija; ocuvanje 7' brani postojanje elektri¢nog (gravitaci-
jskog) dipolnog momenta
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Neka je W svojstveno stanje Hamiltonijana. Bududi da je [H,T] = 0, TV je takodjer
svojstveno stanje Hamiltonijana. Pitanje je da li su ¥ i TV ista stanja. Ako jesu tada

™0 = (V. (403)
Medjutim tada bi bilo
T°V = T(TV) = (¥ = V. (404)

Za stanja sa neparnim brojem c¢estica polucjelobrojnog spina to nije moguce.

= |¥ i TV su dva razli¢ita degenerirana stanja [Kramerova degeneracija]

Diskusija:
- Zarotacijski invarijantne sisteme polucjelobrojnog spina degeneracija parova je oc¢ekivana,
zato jer se javlja degeneracija 27 + 1 = 2,4, ... stanja.

- medjutim ta se degeneracija gubi ako Cestica ima elektriéni (gravitacijski) dipolni mo-
ment.

= Postojanje elektrickog (gravitacijskog) dipolnog momenta zabranjeno je T’
ocuvanjem.

Dakle elektriéni dipolni moment moze postojati samo ako 7' nije oCuvan.
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3 Teorija rasprsenja

- do sada proucavana stabilna jednocesti¢na stanja nisu interesantna, interesantni su samo
procesu u kojima ¢estice medjudjeluju.

- u karakteristicnom eksperimentu u cesti¢noj i nuklearnoj fizici, skiciranom na slici neko-
liko se makroskopski udaljenih cestica priblizava, sudara u mikroskopski malom podrucju
i produkti medjudjelovanja se opet detektiraju na makroskopskim udaljenostima.

Figure 1: 3.1 Opca slika rasprsenja

- 1, 3 : fizikalna stanja prije i poslije interakcije, udaljena medjusobno toliko da efektivno
ne medjudjeluju.

- u eksperimentu se mjere distribucije vjerojatnosti — ovdje dajemo formalizam za njihovo
nalazenje.
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3.1 7”In” i ”Out” stanja

[ Lorentz transformacija stanja ne-medjudjelujucih cestica

* notacija za opis stanja za svaku Cesticu : (p, o, n)

(n je diskretni skup QB (masa, spin, naboji) koji specificira tip estice)

x L.T. stanja sistema ne medjudjelujuéih c.
- ponasa se kao direktni produkt slobodnih stanja

U(A7 a)\:[]plolnlyp20'2n27~~

= exp(_iau(plll +pg + .. )) X 0 0
Py D2

X Z D((jél(zl(W(A,pl))D%?UL(W(A,pQ))... X W Ayt ny Apaotns, .

! <!
0105...

(41)

o' o1

W (A, p) je Wignerova rotacija a D

* normalizacija stanja

(\Ilpiai"ivplzaénév---v \I]pla'lnl,p20'2”2,--~)

= &, - ﬁl)(sgiolénrlmé?’(ﬁ; — 12)0040,0nsn, - - - T permutacije .

Predznak : — ako je relativna permutacija fermionskih ¢ neparna; inace +.

x skradena notacija

P101M1, P202N2, ... — «, \Ilplcrlnl,pzcrgnz,... - \I]a

(406,407)
=

suma preko stanja : /da L= Z

n101N202...

relacija potpunosti : ¥ = /da U, (U, ¥) .

« Iz transformacijskog pravila (405) = cestice ne medjudjeluju.

D:

66

(Ap) (Ap)?

normalizacija :  (406) = (Yo, ¥,) = d(a’ — a);

d3P1d3P2 cee

(405)

oy SU 7R M > 0 (2j + 1)-dimenzijske matrice rotacije
(vidi (204) i (247)) a za M = 0 matrice 6,7, exp(icgf(A, p)) (vidi (298)).

(406)

(407)

(408)

(409)

(410)



U(A, a) = exp(tagH +...) — 1+iagH + ... (411)

HY, 0, = BV, . (412)

= U, je svojstveno stanje energije koje nema ¢lanova medjudjelovanja npr. pY,.

- U procesu rasprienja transformacijsko pravilo (405) vrijedi za cestice za vremena
t — 400 kada cestice vise ne medjudjeluju.

- Pocetna stanja u t — —oo, ¥, zovu se ulazna (”in”) stanja a kona¢na u t — +o00, U~,
se zovu izlazna ("out”) stanja

(oznake ™ 1 = su definirane preko Lippmann-Schwingerove jednadzbe, vidi poslije).

[J Gruba definicija ”in” i ”out” stanja

- Heisenbergova slika :

- Da bi bila zadrzana manifestna Lorentz invarijantnost stanja W su vremenski neovisna
i opisuju cjelokupni prostorno-vremenski razvoj sistema cestica. To odgovara Heisenber-
govoj slici. Stoga U* nisu limesi ¥ stanja kada ¢ — Foo.

- Veza stanja u vremenski translatiranim inercijalnim sustavima :

- Ipak, stanja ¥ nisu jednoznacno definirana. Ona ovise o inercijalnom sustavu proma-
traca. Veza stanja promatraca O, ¥, ciji sat pokazuje vrijeme ¢ i koji je u mirovanju s
obzirom na promatraca ' s stanjem promatraca O, ¥’, ¢iji sat pokazuje vrijeme t' = t—71
je

U = U(l,—-7)¥ = exp(—iHT)V . (413)

U i U nisu ista stanja veé¢ ekvivalentna stanja (povezana vremenskom transl. simetrijom).
- Dakle, izgled stanja zavisi o inercijanom sustavu promatraca. Stanja ¥* odgovaraju

stanjima kako ih vide promatraci ¢iji su inercijani sustavi translatirani za 7 — Foo
operatorima translacije u vremenu exp(—iHT), T — Fo0.

- Zahtjev lokaliziranosti u (promatrackom) vremenu :

- za W, svojstveno stanje energije exp(—iHT)¥, = exp(—iFE,7)V, nije lokalizirano u
vremenu

= treba gledati valne pakete stanja,

U, = / do g(a)W,,  HU, = E,U,, (414)

gdje je g(a) glatka funkcija (tzv. test funkcija) sa velikim vrijednostima samo unutar
ograni¢enog podrucja energija AFE.

2

- Definicija ”in” i "out” stanja ¥* :
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"In” i ”out” stanja se definiraju tako da superpozicija
exp(—iHT)/doz g(a)¥E = /da e PeTg(a)y = U (T) (415)

ponasa kao odgovarajuéi izraz za slobodna stanja za promatracka vremena |7| > 1/AFE.

[] Tocna definicija ”in” i ”out” stanja

- Definicija slobodnih stanja pridruzenih ¥Z stanjima

- Pretpostavlja se da se Hamiltonijan (generator vremenskih translacija) H moze razdi-
jeliti na dva dijela, Hamiltonijan slobodnih cestica Hy i na Hamiltonijan medjudjelovanja
v,

H = Hy+V, (416)

na takav nacin da svojstvena stanja H,, ¢, imaju ista svojstva kao svojstvena stanja
ukupnog Hamiltonijana U stanja,

HOCI)a = an)a,
(D, @) = d(a/ —a). (417)

- Uociti : pretpostavljeno je da je spektar H i Hj isti.

= Fizikalne (mjerene) mase koje se javljaju u Hy nisu iste kao ’gole’ (’bare’) mase koje
se javljaju u H. Razlika masa je ukljucena u Hamiltonijan medjudjelovanja, V.

= Vezana stanja u spektru A moraju se ukljuciti u spektar H, kao da su elementarne
Cestice.

- To¢na definicija ”in” i ”out” stanja U=
-7In” i "out” stanja W< se definiraju kao sv. stanja H

HV: = E,\UE (418)
koja zadovoljavaju uvjet
UE(r) = / da e”Fomg(q)0: ET0F©, / da e eTg(a)d, = ®,(7), (419)

za svaku test funkciju g. Eq. (419) se moze zapisati u obliku

exp(—iHT)/da gla)Ut EiToFo, exp(—iHoT)/da g(a)®,. (420)

- Formalna veza ”in” i "out” stanja sa slobodnim stanjima
- Formalno se relacija (420) zapisuje

UE = Q(F00)®,, (421)
Q1) = exp(iHT)exp(—iHyT) . (422)
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Napomena : Jednakost (421,422) se uvijek mora interpretirati kao relacija (420).

* Ortonormiranost V= stanja

- Ovime provjeravamo ispravnost definicije (419)

- Ortonormiranost U stanja je posljedica (419) odnosno (420). Lijeva strana (419) dobija
se djelovanjem unitarog operatora exp(—iHT), T — Foo na valni paket (414) koji je
neovisan o 7. Stoga je i norma stanja neovisna o 7, pa i za T — Foo vrijedi,

(V5,0 = / dadB g()g"(8)(VF, V%) = (exp(—iHT)V}, exp(—iHT)T})
= (U0 = [ dadB gla)g"(8) expl—i(Ea ~ By)r)(¥5. 02
7 [ dads gla)g” () expl(—i(E, ~ B (@3 2,) (423)

Kako izraz vrijedi za bilo koju glatku funkciju g(a), slijedi
(05, 93) = (D5, ®a) - (424)

Nedostatak izvoda jest da se rabi limes 7 — Foo, buduéi da su 7in” i "out” stanja (419)
definirana u tim limesima.

(] Lippmann-Schwingerova jednadzba

x Lippmann-Schwingerova jednadzba

- Sada ¢emo definirati stanja koja ¢emo znati za svaku vrijednost 7 i za koja ¢e ispunjavati
uvjete za "in” i "out” stanja (419).

- Ona se dobivaju eksplicitnim formalnim rjeSavanjem svojstvene energetske jednadzbe
(418) koja se uporabom rastava (416) zapisuje u obliku

(B, — H))¥: = VU=, (425)

- Operator E, — Hj nije invertibilan, zato jer pored ¥, postoji kontinuum stanja g iste
energije (za invertibilnost operator ne smije biti singularan, tj. ne smije degenerirane sv.
vrijednosti).

- Probno rjesenje : pretpostavljamo da sadrzi &, i nehom. rj. jednadzbe

UE = @, + (B, — Hy +ie) VI, (426)

«

gdje je € = 40 infinitezimalni pozitivni realni broj koji je ubacen da bi se dalo znacenje
inverzu operatora E, — Hy. Uocimo da +ie definira oznaku na \Ifi:
Ubacivanjem potpunog skupa rjeSenja dobija se integralni oblik jednadzbe

UE = Oo+ [dB (Bo — Eg i) ®sTy,, Ty, = (05, VVZ). (427)

«
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(426) i (427) su tzv. Lippmann-Schwingerove jednadzbe.

- Matrica Tga je povezana sa S, matricom (vidi §3.2).

* Rjesenja Lippmann-Schwingerove (LS) jednadzbe zadovoljavaju uvjete za
”in” i ”out” stanja (419)

- Treba dokazati da rjesenja LS jednadzbe zadovoljavaju (V7 )ps(Foo) = ®y(Foo).
Uvrstavanjem LS rjesenja u \If;t iz, (415) dobijamo.
-
(427) _iBut T4,
53 = ¢ o —_ 42
(W)us) 2 @+ [dac g(a)/dﬁE S (429)
—zEa T:I:
= ¢ asg e . 429
+/ﬂﬁ/ Eo—Eg+ic Eg:l:ze’:‘ (429)
_jﬁ

U (429) je pretpostavljeno da se da i d3 integracije mogu zamijeniti i definiran je integral

+
\767

T5(t) = / da % (430)

- Rasprava :

- da sadrzi integraciju po energiji, da = dE,dd/;

-zat — —oo (t — +00) kontura integracije po dFE, se moze zatvoriti u gornjoj (doljnjoj)
poluravnini;

- ocekuje se da g(a)T ﬁia nemaju singulatiteta na realnoj F, osi ve¢ samo izvan nje (na
konaé¢noj udaljenosti od nje)

= jedini singularitet "na osi” dolazi zbog faktora 1/(E, — Eg %+ ic)

= za t — Fo00 doprinosi svih g, 7’ ﬁia sigulariteta obuhvaéenih konturom u gornjoj (doljnjoj)
poluravnini u limesu ¢t — —oo (¢t — +00) jednaki su 0

-pol 1/(Ey — Eg+ie) (1/(E, — Es — i€)) koji se javlja u integraciji u gornjoj (doljnjoj)
poluravnini ne daje doprinosa J; (J; ) integralu.

- Iz gornje rasprave slijedi

= Ji(t) === 0, (431)
pa iz (429) dobijamo
(\IJ;t)LS(t) _toFeo, 4(1), (432)

sto pokazuje da (\If;t)LS zadovljavaju uvjet za ”in” i "out” stanja (419).
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* RjeSenja LS jednadzbe, U*(¢) u suprotnom limesu, ¢t — 400

- Zgodno je u ovom trenutku izvrijedniti integrale jﬁi u suprotnom, ¢t — +oo limesu.
Jedan od tih integrala, (435), javljat ¢e se u izvodu za izraz S matrice.

- U suprotnom limesu ¢ — +o00 opet g(oz)TBia singulariteti ne daju doprinosa, ali sada
singulariteti "na osi” daju doprinos, koji po pravilima integracije po reziduumima nakon
integracije po dF, daje funkciju koja ovisi samo o Ejg. Isti rezultat se dobija ako se zadrzi
integracija po dE, i na mjesto 1/(E, — Ejs £ ic) ubaci F2mid(E, — Ejp)

Ji et “/qda (—2mi)8(Eq — Eg)e”P'g(a) T4, (433)
Lg-tﬁe/wﬂﬂwm—%V%MW%- (434)

Odatle slijedi
@m)iﬂ:@ﬂﬂ/ﬁ/memw@—@w%w@%%,@w

o) =/ ®g@)4—j/dﬁj/da(2n@5(E;-E%)e*Eﬂg@y)éﬁfgl. (436)

« Principalna vrijednost i §-pol izraza 1/(x + ic)

- izrazi (433) i (434) se trivijalno dobivaju rabeéi matematicku jednakost

P
(E+ie)™! = 5 Timo(E). (437)
Tu je £ principana vrijednost (E + i)™, Smisao pojedinih ¢lanova se vidi iz sljedeceg
izvoda, napravljenog za mali ali ne infinitezimalno mali ¢.
D:
E € P
. N—1 . . 5 .
(Etie)™ = ot mea = 5t imo-(E) . (438)

Prvi ¢lan se ponasa kao 1/F osim u E = 0. Drugi ¢lan se ponasa kao md(FE) funkcija : za
E # 0 njegova vrijednost je (skoro) 0, za £ = 0 je "beskona¢na”, a njen integral jednak

jem,
Foo & x=F/e T dx
I - (439)

U limesu € — 0 imamo 2= — 2 i 6.(E) — §(E).
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3.2 S matrica

O Definicija S matrice

* U tipicnom eksperimentu se pocetno stanje (npr. W) priprema (definira ga aparatura) u
t — —o00, 1 to se stanje nakon rasprsenja mjeri u ¢ — 400 u jednom od mogué¢ih konac¢nih
stanja definiranih aparaturom (npr. ¥j)

x amplituda prijelazne vjerojatnosti za dani a — 3 proces

Spa = (V5,77) (440)
je element S matrice. Skup svih takvih matricnih elemenata,

{Ssa} (441)
¢ini S matricu.

x Pretpostavlja se da operator translacije H jednako djeluje na ”in” i "out” stanja.

Amon : Pri vremenskoj translaciji za —7, exp(—iH7) bi stoga Ss, dobivao faktor e!(Fs—Fa)7

koji se eliminira zbog translacijske invarijantnosti S matrice, iz koje slijedi njena propor-
cionalnost energetskoj o-funkciji

Sﬁa X (5(E5 - Ea) . (442)

[J Brzina prijelaza za o — (3 proces

-za V =0"in" i "out” stanja su jednaka stanjima slobodnog Hamiltonijana, pa stoga je
S matrica trivijalna

V=0 = V=0,
= Sga = 6(B—a). (443)

Taj doprinos ne opisuje reakciju.
- Brzina reakcije je stoga proporcionalna

brzina reakcije o [Sg, — (8 — a)|? . (444)

[0 Jednakost Hilbertovih prostora ”in” i ”out” stanja ({V_} = {¥1})

7

- Hilbertovi prostori ”in” i ”out” stanja nisu nezavisni, zato jer ih povezuje S-matrica,

Ut = /dﬁ Uy (g, 01 = /dﬁ U5 Sbas
v = / do U (UL 05) = / dov S5, 07 (445)
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Stoga postoji samo jedan prostor stanja, a ”in” i "out” stanja odgovaraju dvama bazama
Hilbertovog prostora stanja.

J Unitarnost S matrice
- Buduéi da matrica Sg, povezuje dvije ortonormirane baze, ona je unitarna.

D:
Upotrebljavamo (107) i def. S matrice (440,441)

/ 0B 85,550 = / 4B (UF 05 (U5, ) = (U7 W) = §(v—a)

& sts =1 (446)
[dssss = [as g = v = 66 -a)
& Sst =1 . (447)

[] Definicija S operatora

- Rabeéi jednadzbu (421) dobijamo alternativni zapis S matrice,

Sﬁa = (\Ilgv W:) = ((I)ﬁv S(I)Oé)v (448)
S = QN (+00)Q(—00) = U(400, —00), (449)
Ult,m) = Q(r)Qn) = exp(iHot)exp(—iH (T — 1)) exp(—iHyr) . (450)

S je tzv. S-operator. S, matrica je stoga jednaka skupu svih matri¢nih elemenata S
operatora izmedju slobodnih stanja.

D:
S = (U5, 05) "2 (Q(+00)@y, Q—00)Bs) = (D, 2 (+00)2(—00)By)
= (¢67QT(7)Q(7—0)®06) T — 400
To — —00
B (@, exp(iHyr) exp(—iH (7 — 7)) exp(—iHom)®a)| o - QED. (451)
T0 — —O0

(448-450) Ce biti upotrebljene kod dokaza Lor. inv. S matrice i za izraz S matrice u
vremenski ovisoj pert. teoriji.

0 Veza Sg, i Tﬁfx matrica, Bornova aproksimacija za Sg,

* Veza Sg, i Tj, matrica
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Upotrebom izraza za ®, (vidi (419)), izraza ¥ u limesu ¢ — +o0 (435) dobijamo

Ut (35) : totoo D, (1) —i—/dﬁ/da(—Qm)é(Ea —Eﬁ)e_iEatg(oz)q)gTﬁty

(419)

1 / 43 @ it / da g(a) [5(8 — 0) — 2mid(By — ETS] . (452)

Upotrijebljene su 6(Ez — E,) funkcije da bi se fazni faktor izbacio izvan unutarnje inte-
gracije.

S druge strane, uporabom transformacije izmedju ”in” i "out” stanja (445), translacijsku
invarijantnost u vremenu Sg, (442) (= Sga x (Es — E,)) 1 veze (419) (primjena sa
funkcijom g(/3)), dobijamo

9

v 2 / do e Eelg(q) / B U5 85, = / g v / do e Eelg(a) Sga

J/

e P8 [da g(@)Sga = e FB'g(B)

(419) : t——o0 /dﬁ (I)ﬁe—iEgt/da 9(c0) S . (453)

Buduéi da je g(«) bilo koja glatka funkcija, dobijamo

(452,453)

S [5(5 —a) - 2mid(Ey — Ea)Tﬁ*a] . (454)

x Bornova aproksimacija
Za slabo medjudjelovanje V' ocekuje se da je razlika izmedju 'in’ i slobodnog stanja mala
u (454). Stoga je Ty, ~ (95, V®,), odakle

Sga = 5(6 — Oé) — 27T’L(5(E5 — Ea)(q)g, V(I)a) . (455)

To je tzv. Bornova aproksimacija.

[ Dokaz ortonormiranosti i unitarnosti Sz, matrice preko Lippmann-Schwingerove
jednadzbe

Dosadasni dokaz ortonormiranosti ”in” i ”out” stanja zavisio je o limesu 7 — Foo. Rabeci
”in” i "out” stanja koja su rjesenja LS jednadzbe pokazat ¢emo njihovu ortonormiranost
bez upotrebe spomenutog limesa. Na analogan nacin se pokazuje da i Sg, matricni el-
ementi izgradjeni od LS 7in” i "out” stanja zadovoljavaju uvjet unitarnosti. To je jaka
potvrda da su rjesenja LS jednadzbe ispravna ”in” i "out” stanja.

x Zahtjevi ortonormiranosti i unitarnosti i LS jednadzba

Kao prvo ispitajmo na koje uvjete bi uvjeti ortonormiranosti rjesenja LS jednadzbe
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odnosno unitarnosti S, matrice izgradjene od LS rjesenja vodili.

- Zahtjev ortonormiranosti

5(8—a) T (Uh,03) (456)

. T+ ®., T
= |® dy—"120 @, /d/#
(5+/ BB xie ) VE B, i

+ * +
SR T A QN A, P
Eg—Eotic) @ Eo—Eptic

(.

-~

=(T%,)*/ [~(Ea—Ep+ie)]

(1) T
4
I Ko 457)

T:I: o T:I: * T:I: *T:I:
:>0=6a—(aﬁ),+/d (.W B — . (458)
Eo—Ey+ic (Es — B, Fie)(Ba — B, £ i2)
- Zahtjev unitarnosti
5(8 — ) “MYe / dy 52550 (459)
— [ @215t = 8) + 2miB(E, ~ BT 60 - ) - 2miS(E, ~ E.)(T)
— (8 — Q) + 2mid(Eq — Ep)(Tih,)" — 2mid(Ey — )T,
+ / d(20) (~2m0)(Eo — Eg)o(Eo — ;) (TH) (T (460)
= 0 = —2mid(Ey — Ey) [T, — (Th)" + 2mi / dy8(Ea — By)(TH)"(T5) | (461)

« Izraz za LS rjeSenja iz kojeg slijede jednadzbe (458) i (461)

Izraz koji je potreban matriéni element operatora V' izmedju \I%: i U2 stanja. Upotrebom
LS jednadzbe za \Il§ odnosno ¥ dobija se izraz iz kojeg slijede jednadzbe (458) i (461).

(U5, V)
WL (gt Vid, + (E, — Hy+ie) 'VIE]) "% (@, 4+ (Ey — Hy +ie) " 'VIE, VIt
=" (95, V[P + (Eo — Hy £ i€) al) =" (P + (Es — Hy*ie) 5, VYY)
(T25)"(T55) (T5)"(T55)
= TE V* dry 287 ) o /d B Ve 462
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B, — Ej + 2ic
(Es — E, Fic)(E, — E, £ i¢)

0 = (@h) — (5 + [ (5 () (463)

W
o9

(438)

= 0= (T) — (Toy)

P P
£ \x (L _
+ /d'}/ (Tfyﬁ) (T’ya) |:Eﬁ _ E»Y Ea _ E—y

+ind(Ey — E,) % ind(Ey — E,)| .(464)

Mnozeéi (463) sa 1/(E, — Ejs £ ic) dobija se jednakost (458) (za € = 40 i konaé¢ni realni
a vrijedi (a + 2ie)/(a £ic) = 1). Time dokazano da su rj. LS jed. ortonormirana.
Mnozeéi (464) sa 6(E, — Eg) i izborom gornjeg (4) predznaka dobija se jednakost (461).
Time je dokazano da Sg, matrica izgradjena od rjeSenja LS jednadzbe zadovoljava uvjet
unitarnosti.
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3.3 Simetrije S matrice

e Loretz invarijantnost S matrice

(] Definicija Lorentz invarijantnosti
- Iz svojstvene ortokrone Lorentz transformacije definiraju se unitarni operatori U(A, a)
koji djeluju na ”in” i "out” stanja.

r — Ar+ta = VI - UAa)VE U'(A,a)U(Aa) =1 . (465)
- Lorentz invarijantnost se definira kao zahtjev da isti operator U(A, a) djeluje na ”in” i
7out” stanja jednako i kao u jednadzbi (405), tj. kao na skup nemedjudjelujuéih
stanja.

Odatle slijedi definicija Lorentz invarijantnosti (preciznije Lorentz kovarijant-
nosti) S-matrice,

Spa = (¥5,907) = (UN,a)¥5,U(A, a)T]) (466)
= SPQU{TLQ?P'QUéné---7p101n1;pzaznz--- = €exp [iau(pllu +p/2u T plll - pg e ):|
x <<Apa>° (Apy)° (A1) (Ap)” )”2
/0 /0 e 0 0 e
Y4 %) Y4 Y2
(J1)* (J1)
x>y D (WA, pY) .- Dy, (W(A 1)) -

! =/ T
0105...0102...

X SA]D’lﬁ’ln’1 sApLThnG.. Ap1T1n1;ApaTana... (467)

To je definicija, ne dokaz, jer (467) vrijedi samo ako Hamiltonijan H zadovoljava neke
uvjete. O tim uvjetima ¢emo govoriti.

* Sga < 0 (X pr— 2o pi)

Lijeva strana jednadzbe (467) neovisna je o a*. Stoga ni desna strana ne smije ovisiti o a*.
Zbog toga S-matrica mora biti proporcionalna d-funkciji izraza uz a* u eksponecijalnoj
funkciji, posebno njen dio koji opisuje medjudjelovanje,

Sga — (B —a) = _\27LiMﬁa54(pﬁ — Da)s (468)

(2m)t

gdje su p, (pg) ukupni 4-impulsi ”in” i "out” stanja. Odabir faktora 27 je Weinbergova
konvencija; uobi¢ajna konvencija u drugim knjigama je (27)%.

[J Uvjeti na generatore L.T. iz zahtjeva L. inv. S-matrice
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- Zadatak : trazimo uvjete koje mora zadovoljavati H da bi Lor. inv. S-matrice bila
ispunjena.
- Rabimo zapis S-matrice preko slobodnih stanja,

St = (U5,0) = (®5,50,). (469)

i ¢injenicu da slobodna stanja takodjer tvore rep. nehomogene L. grupe - to znaci
da postoje unit. operatori koji induciraju transformaciju (405),

UO(Av a)®p101n1;p202n2--- = €xp [iau(—p/f - pg .- )]
(Ap1)° (Ap2)°  \"* »
X ( po1 po2 s Z Dgfgl (W(A7p1>> . '®AP151H1;AP2527L2~. (470)
1 2

0102...

Iz nje slijedi

~

LY (Uy(A, a)By, SUSA, a)Bs) = (U(A, )5, UM a)TH)E R, (471)

Nadalje,
L = (95,U{(A,a)SUy(A, a)0s) = R = (V5,0)) = (05, 50,)  (472)
= S = Ul(A,a)SUy(A, a) (473)
= 0 = [Hy,S] = [R, 8] = [, S] = [Ko,5]. (474)

- Relacija (473) slijedi jer (472) vrijedi za svaki par stanja ®,, ®s.
- Relacija (474) se dobija iz relacije (473) razmatrajuéi inf. Uy(A, a).

‘ = L. invarijantnost < S operator komutira sa svim generatorima slobodnih L.T.

«* [Amon] : Slijedece dvije tvrdnje su ekvivalentne :

a. Operatori potpunih Poicareovih transformacija U(A, a) jednako djeluju na ”in” i ”out”
stanja prema Eq. (405).

b. Operatori slobodnih Poincaréovih transformacija djeluju na slobodna stanja prema
Eq. (405) odnosno Eq. (470) i komutiraju sa S operatorom.

Obje tvrdnje su ekvivalentne Lorentz invarijantnosti S matrice.

[J Komutacijske relacije slobodnih i potpunih generatora

- Buduéi da operatori Hy, Py, Jo, Ko generiraju L.T. na vekt. prostoru {®,}, ¢, —
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Uo(A, a)®,, oni zadovoljavaju komutacijske relacije za generatore Lorentzove grupe (196-
202).

[JE, 2] icijrJt, (475)
[Jo, K] = iegpKE, (476)
K6, K] = —iein g, (477)
[Je, P}l = ideijPy, (478)
[KS>HO] = iPéa (480)
[Jo, Ho] = [P§,Ho] = [Ho,Hy] = [F5,F)] = 0. (481)

- Analogno vrijedi i za generatore H, 15, j, I?, koji generiraju L.T na prostoru {¥=},
Uy — U(A )Ty

[J%, J7] icind”, (482)
[JL K] = deijK*, (483)
[K', K7 = —igijJ", (484)
[J, PY) = g Ph, (485)
(K, PY) = iH&;, (486)
[K' H] = P (487)
[JI,H] = [P,H] = [H H = [P',P] =0. (488)

[] Veze slobodnih i potpunih generatora L.T.

x U gotovo svim poznatim teorijama polja (osim topologki deformiranih T.P., npr. sa
mag. monopolima) vrijede relacije,

H = Ho+V, P=~5h, J=1I. (489)

x Odatle
L) - o, ) V)L TH) = o, (490)
0 LY (H. P~ [Ho B VAL A =0 (491)

a odatle i zbog definicije S operatora (448,449) slijedi

= (491,448)

[P0>S] - 0> (492)
o, S] = g (493)
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Time su dva od ¢etiri uvjeta (474) (drugi i treéi) ispunjeni.
« Prvi od uvjeta (474) je posljedica translacijske invarijantnosti S matrice u vremenu
(442),

(s, [Ho, S]®a) = (Es— E)(®5,50,) ‘=2 0 Vs b, (494)

= [Hy,S] = 0. (495)

* Provjera konzistantnosti relacija (489)

2

Relacije (489) su konzistentne sa definicijom obje definicije ”in” i "out” stanja, (421) i

(426). Npr.
Ut = PuE ¥ Po, + B(E, — Hy+ie) lvip: WL
= Ry®, + (B, — Hy % ic) 'V PU;
= PPy + (Ey — Ho £ i) 'V Q.E.D. (496)

Konzistentnost (421) je trivijalna. Analogno vrijedi i za J.
(Weinberg tvrdi da se relacije (489) mogu dokazati rabe¢i (421) i (426) medjutim mislim
da ne moze.)

0 Veza K i [?0

- jo$ je preostalo dokazati ¢etvrti uvjet Lor. inv. (474)

« K # K,
Pokazimo da K =+ I?O : Pretpostavimo suprotno, K= I?O
K = K, (497)
= (K, P - K, ) = 0
(479,486)

= H = H,, V=20 (498)
= kontradikcija = K #+ K, Q.E.D.

= |K=Ko+W, W # 0| (499)
Odatle
0 = iP—iB PE K H] - [K, H
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O Ry W Hy + V)~ [Ro. Ho) = [Ro,V)+ [, H)

= [0 = [Ky,V]+[W,H]|. (500)
- Napomena: B
- Formalno svi matri¢ni elementi (500) izmedju ”in” ili ”out” stanja daju W
. 1 . .
(U, WY, (W, (W, H|V,) = (Vg, [Ko, V]T,). (501)

E, — Ej B, — Ej

- Medjutim ispunjenje (500) nije dovoljno za rjesenje w. Nije dovoljno zadovoljiti ko-
mutacijske relacije

- Osnovni zahtjev je da H, 13, j, K jednako djeluju na ”in” i "out” stanja

- (500) daje bitnu informaciju ako je w glatka funkcija energija, i posebno ako nema

= 1 P singularitet. Tada se moze dokazati da je zadovoljen 4-ti uvjet Lor. invarijantnosti

S matrice, (474), [Ko, S] = 0.

D: Dokaz ide u par koraka :
a. Izraz za [Ko, U(t,1o)] :

by (422) —
(Ko, Ut to)] =" [Ko, Q'(1)Q(to)]
(4§)) [}?0 eiHoteiH(to—t)e—iHoto]
(429) [ K-O eiHot] oiH (to—t) ,~iHoto
+ eiH()t [}?’ eiH(to—t)]e—iHoto

eZH()t [W7 eZH(to —t)] e—ZH()t()

+ D[ emithoto] (502)
Uporabom (480) = [I?O, Hoy| = iPy = iﬁ, te komutativnosti By i Hy tj. PiH slijedi
[Ko, ™) = (it)(il)e'™" = —tPye'™";
(K, = —tPeiflt, (503)

pa
(Ko, U(t, to)]
— [(_tﬁ(]) + (_(to _ t)ﬁ) _ (_toﬁo)] eiHoteiH(to—t)e—iHoto

-~

=0
o eZHotWe—ZHoteZHoteZH(to —t)e—ZH()t()
+ eZHotezH(to —t)e—ZHoto eZHoto We—ZH()to

= —W (U, to) + Ult, to)W (to), (504)
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gdje

W(r) = eMoryeitor (505)

Rezimirajmo

(Ko, U(t,t0)] = =W (Ut 1) + U(t, o)W (to) (506)

b. Is¢ezavanje matricnog elementa (P, (7), Wé[)g(T)), T — o0

- Pretpostavlja se da matri¢ni elementi (®,, W‘bg) nemaju singulariteta na realnoj osi
(1/(Es — E,)). Odatle,

(D, (1), Way(r)) = / dodf g ()g(3)e P~ Eo) (B, Tby)

= /da eiEaTg*(a)/dﬁ e BTG () ((IJQ,VT/(I)ﬁ) =2 (507)
———
bez sing.€R
—0 fo7?r7-—>:|:oo
= /dﬁ e_iEﬁTg(ﬁ)/daeiEaTg*(a) (Do, Wj) T=E% 0, (508)
~———

bez sing.€R
o

~
—0 for T—=o0

- Uocite da izvod predvidja i 7 — 400 limese matricnih elemenata u kojima je samo jedno
stanje valni paket,

(D,(1), Wh,) T=EX 0, (Do, W(1)) T=E% 0. (509)

- Uocite takodjer da zbog

By(r) ML T (0) e D, (1) = By(t+7)] (510)
vrijedi
(@(7), Wh5(7)) =) (®,,(0), W (r)5(0)) . (511)

Zbog toga se (507) i (508) mogu interpretirati (oprez : uvijek su tez. fu. prisutne)

W(r) =% 0. (512)

« Implikacije relacije (512) :
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- Lorentz invarijantnost S matrice
Iz relacije (512) direktno slijedi

[[?0,5] = [[?0>U(OO>_OO)] (526)

—W (00)U (00, —00) + U (00, —00) W (—o0)

(512)

0. (513)

Time je dokazan i zadnji od ¢etiri uvjeta Lorentz invarijantnosti S matrice (474)

(474) = | [(Ho, By, Jy, Ky),S] = 0 < Lor. inv. ispunjena

- Relacije slobodnih i potpunih operatora, provjera konziztentnosti komutaci-
jskih relacija
Takodjer, iz relacija (506) i (512) za t = 0 i ty — Foo slijedi

[Ko, U(0, £00)] "Z =W (0)U(0, 00)
D RO(+00) = Q(+o00)Ky, (514)
gdje smo (u drugom retku) upotrijebili
U0, +00) 2 Q(+o0) "2 exp(iHT) exp(—iHor)|r—sos - (515)

- Zbog jednakosti P = By i .J = Jy (vidi Eq. (489)), Eq. (515) i komutativnosti operatora
impulsa i kut. kol. gib, sa Hy i H vrijedi

PQ(£00) = Q(+00)By  JQU(F0) = Q(00)Jp (516)
- Takodjer buduéi za svako Wi

HUF = HO(+00)P,
E 0T = Q(400)E d, = Q(%00)Hob,
= HQ(£oo) = Q(+o0)Hy . (517)

Iz relacija (517,516,514) slijedi da su potpuni i slobodni generatori Lor. transf. vezani
unitarnom transf.,

(H,P,J,K) = Q(400)(Hy, By, Jy, Ko)Qf (£00) . (518)

Stoga su komutacijske relacije za potpune i slobodne generatore L.T. konziztentne.
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e Interne (unutarnje) simetrije

x Interne simetrije djeluju samo na kvantne brojeve koje karakteriziraju cestice n. One
ne djeluju na impuls i spin (na koje djeluju L.T.) pa stoga izgledaju jednako u svakom
inercijalnom sustavu. Drugim rije¢ima Lorentzove transformacije i Lorentzova invarijant-
nost i interne simetrije su potpuno nezavisne.

x Simetrijska transformacija interne simetrije 1" djeluje na Hilbertovom prostoru stanja
{U} kao unitarni operator U(T") koji inducira linearne transformacije u indeksima n,

U(T)\ijmmnpzazm;--- = Z Dﬁnu (T)Dﬁznz (T) Tt ‘Ilmmﬁupzdzﬁz;--- (519)

n1,n2,...

* Kao i druge simetrijske transformacije (vidi "SIMETRIJSKE TRANSFORMACIJE
TVORE GRUPU” ispod Eq. (132)), interne transformacije zadovoljavaju grupno mnozenje

UTU(T) = U(TT), (520)
gdje je se transformacija TT dobija kao rezultat djelovanja T pa T transformacije.

« Matrice D(T') koje se dobivaju djelovanjem U(7T') na neko stanje zadovoljavaju

D(T)D(T) = D(TT), (521)
DYT) = DNT) . (522)
Drugim rije¢ima ¢ine unitarnu matri¢nu reprezentaciju transformacija {7}.

D:
a. Reprezentacija

U(T)U(T>\IIP101”1; . = Z (Dﬁlﬁl (T)Dﬁlnl (T)) s \I]plalﬁl; (523)
U(TT)\I]plo'lnﬁ = Z Dﬁlnl (TT) Tt l:[jplo'l%l; (524)
= Vi D5, (IT) = > Dip(T)Dan(T), ... (QED.(521)) (525)

b. Unitarnost
(U5, 0%) = (U(T)VE, U(T)V5)
= ((5(ﬁ1 - 271)50'10"15111”’1 .. ) :l: .. )
- Z (,D%ml (T) e )(,Dﬁi"i (T) e ) (\Ilz:;mﬁl...v \I]Ij;'lallﬁ’l-..)

ﬁlﬁll R - v~
((5(171—131)501015%%/1...) +..)
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- (( omlanml Dyt (T) ) + )

+ TRl (D) = Gy (QED. (522) (526)

x Invarijantnost S matrice na internu simetriju

- Uz pretpostavku da U(T') jednako djeluje na ”in” i ”out” stanja dobija se invarijantnost
S matrice na internu transformaciju (Weinberg : komutativnost S matrice sa D),

Sﬁa = SpllUﬁn'l D101

= Z Z ﬁ’n’l (Dmm (T> -")Sp’la’lﬁ’l;---7p1a1ﬁ1;--- = Slﬁla . (527>

- Kao i kod L. inv. S matrice, (527) je definicija inv. S na int. sim. 7.

- Pokazat ¢emo da je ona ispunjena (tj. da U(T') jednako djeluje na ”in” i "out” stanja)
ako postoji operator "neperturbirane” transformacije Uy(T") koja na slobodnim stanjima
®,, inducira transformacije kao u (519)

UO(T)(I)Q = UO( )®P101n1p202n2
= Z Dmm n2n2(T) (I)Plolﬁl;mmﬁz;m = (I)IOH (528)

MM .
i komutira sa Hy i H (V) (odnosno sa S operatorom),

[Ho,Up(T)] = 0 = U; (T)HoUo(T) = Hy,
V.U(T)] = 0 = U (T)VU(T) = V. (529)

D:
- S1Uy(T) komutiraju

Uy ' (T)SU(T)

WL 11 () [itlor =it (r=m0) =iHom] ] (T")

T — 400
¢ g H(T)HoUo (D)) 7 =i [Ug (1) HU ()] (r=0) , =i [Ug (T) HoUo(T)] 70

T — 400
TQ — —00

(529 exp(iHoT) exp(—iH (7 — 79)) exp(—iHoTo)| o =9
= [S,Us(T)] = 0. (530)
- 7in” i "out” stanja se jednako transformiraju na 7T transf.
a _ b,(530 _
Soe L (U5, 00) L (@5,50,) "EV (@, Uy (T)SUNT)®,)
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[l

(P15, SPra) = (V5 ¥7,)

Umwl = v, UMV, = U, QED. (531)
x Jednakost U(T) = Uy(T) Rabeéi bilo definiciju ”in” i "out” stanja (421), bilo
Lippmann-Schwingerovu jednadzbu (426) nalazi se da je
U(T) = Uy(T) . (532)
D:
- dokaz iz (421)
Iz (529) i definicije Q(7) slijedi
[(7),Uo(T)] = 0 (533)
Odatle
421
Up(T)0E 2 Uy(T)Q(Fo0)®, = QFoo)Up(T)Ba = Q(F00) Py
B g = ymuE
= Uy(T) = U(T) Q.E.D. (534)

- dokaz iz (426)

(426) = @5, = Up(T)®y, = Uo(T)[VE — (B, — Hy+ie) ' VU]
21— (B, - Hy£ie) WUS(T)TE  (535)
(426) = ®;, = [1—(E,— Hy+ie) 'V]UF, (536)
= vt =y PEY gy e
= U(T) = Uy(T) QUED. (537)

[1 Jednoparametarske Abelove interne Lieve grupe

- Jednoparametarske Abelove interne simetrije imaju veliku fizikalnu primjenu

« Grupno mnozenje dano je sa (146)

TOTO) = TO+0). (538)



= Operatori u Hilbertovom prostoru prema (148) imaju oblik
U(r©) = exp(iQd), Q'=Q. (539)
* D matrice imaju oblik
Do (T(0)) = Opnr explignb) . (540)
D:

Grupa je jednoparametarska = transformirano stanje (zraka) se podudara sa poc¢etnim
=

UT)®n o« @0 = U(T)Ppoiny;.. = €xp (Z [ani]9>¢PlUlnl§---

= Duw(T(0)) = Onn; exp(ign,0), Q.E.D. (541)
gdje su g,, QB koji ovise o cestici.

x Invarijantnost S matrice i sacuvanje naboja

Zbog (540) invarijantnost S matrice (527) na transf. 1-param. Abelove grupe glasi

SP&OQ“&% oP1OINL; e exp[(—ianl + )+ (ign, + - ')]Sp’lain’l; oP1OIT; ...

= Quy b = oyt (542)

Drugim rijecima suma g-ova je sacuvana; ako (542) nije ispunjena S matrica je jednaka
nuli.

* Primjeri sacuvanih naboja :

- sacuvanje elektricnog naboja @) : egzaktno : bazdarna simetrija

- sacuvanje barionskog (B) i leptonskog broja (L) : aproksimativno : globalna simetrija
- aproksimativne simetrije, npr stranost (5) :

- Butler 1947 : nasao K°; poslije A?; %, 0

- zakon sac¢uvanja = n + 7t — KT + A% : uvijek u parovima

- raspadi : AS # 0 : slaba medjudjelovanja krse S : A = p+7~, K~ — nta®

[1 Ne-Abelove interne simetrije

* Izotopna spinska (izospinska) simetrija

- Kod ne-Abelovih internih simetrija generatori medjusobno ne komutiraju. Standardni
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primjer za njih je izotopna spinska simetrija koju je sugerirao 1937 Heisenberg da bi
objasnio eksperimentalno opazenu jednakost p — p i p — n jakosti medjudjelovanja.

- Grupno se izotopna spinska simetrija opisuje SU(2) grupom. SU(2) grupa je grupa-
pokriva¢ SO(3) grupe pa stoga ima istu algebru kao ona,

[ti,tj] = igijktk . (543)

Opis izospinskog stanja je dan sa dva broja : cjelobrojnim ili polucjelobrojnim brojem,
izospinom t i jednom od 2t 4+ 1 moguéih vrijednosti projekcije izospina na z os ts.

- Posljedica izospinske simetrije je npr. priblizna degeneracija stanja koja pripadaju
izospinskom multipletu : (p,n), (7+, 7% 77)

- Digresija : Ulaganjem izospinske simetrije u SU(3) grupu (Gell-Mann, Neeman 1960)
dobijeno je objasnjenje za eksperimentalnu opazenu vezu naboja projekcija izospina, stra-
nosti i barionskog broja cestice,

B+ S

: (544)

QR = t;3+

*x Posljedice sacuvanja izospinske simetrije kod reakcija : sacuvanje izospina u
reakciji

- [lustracija na primjeru reakcije A+ B — C + D :

- Iz invarijantnosti S matrice na izospinske tranformacije (& i ( sadrze sve QB osim

izospinskih),

gietpitats =N Dlet (@)D, (@)D, (@)D (@) Sttt

t3ct3pf; taatspd tsctsc t3ptsp t3atza i3pt3p tsctspB; taalspd’
tsctsptsatss

(545)

gdje su matrice rotacije u izospinskom prostoru za reprezentaciju t; i matriéni elementi
izospinskih generatora T’

Ho@) = (@ = (s e Ttts)
(thts;, szy) = Ou, 00,1, L1 (tr + 1),

(thth,, Tstrtsr)
(thtsy, (Ty £ iTo)trts) = e, a1/ tr(tr + 1) — tar(tsr £ 1), (546)

slijedi da se S matri¢ni element moze napisati preko invarijantnih matri¢nih elementa St
i izospinskih SU(2) CGK

(eintI )Zg]ﬁg[ )

- 5t,1t15t{31t3]t31a

CH ;(ttgtct[),tctgctptgp)(ttgtAtB,tAtgAtBth)(St)gd,
3
t3 = taz+ips = tez+1ips. (547)
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(ttstatp, tatsatptsg) = (ttstatp|tatsatptss) su izospinski SU(2) CGK.
D:
a. Sacuvanje 3-Ce komponenete izospina dobija se ve¢ razmatranjem infinitezimalnih
transformacija uz ws :
546
0 ) (tyo — tap + tya + typ)SiOtDAl . (548)

tsctspf; taatspd

b. Za drugi dio dokaza rabi se izraz za tenzorske produkte izospinskih stanja,

|tatas) ® |tptps) = > (tas+ tpstats, tataststps)|ttas +tps),
t
ltotes) @ [tptps) = Y (ftes+tpstetp, totestptps)|ttes +tps) . (549)

t/

iz kojeg slijedi da se pocetno i konacno kompozitno stanje moze prikazati preko rezo-
nantnih stanja |tt3) 1 [t't3), t3 = t5 sa CGK kao koeficijantima. Zbog zahtjeva izospinske
invarijantnosti prezivljavaju samo ¢lanovi za koje se ulazni i izlazno rezonantno stanje
jednako transformira, ¢t = ¢’ i t3 = t5. Odatle slijedi i zahtjev invarijantnosti matri¢nog
elementa na izospinsku transformaciju,

CHr VT ;(ttgtot[),tctgctptgp)(ttgtAtB,tAtgAtBth)Sttg,ttg,
tg = tAg —+ th = tcg -+ tD3; (550)
Sttg,ttg je neovisan o tg, tJ Sttg,ttg = Stt = St. QED

e Paritet

[] P invarijantnost S matrice

« Uvjet valjanosti invarijantnosti S matrice na P simetriju (P : £ — —Z) jest postojanje
unitarnog operatora P = U(P) koji transformira ”in” i ”out” stanja jednako i kao direktni
produkt jednocesti¢nih stanja

4+ Mn >0 +
P\ijl‘n"l; = Ty - - - \DPpunm;
My, =0
L Nnioy - - - \Il':/t’pl—crml; (551)
= PU; = V5, (552)

gdje je n, paritet svojstven cestici tipa n.
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* Definicija sacuvanja pariteta S matrice (uvjet sacuvanja pariteta S matrice tada glasi

AP SV A Y . .
Sp101n17p202n2, -y P101N1;p202N2;5 ...

* *
= MMy - TaTlns < - - SPpyoin}Pphoynb; ... PproimPpaoanas . (553)

Sﬁa = Spgpa. (554)

x Kao kod internih simetrija, operator P postoji ako postoji operator F, koji na
slobodno viSecesti¢no stanje djeluje prema (551,552) i koji komutira sa Hj i
V. Tada vrijedi P = Fy:

Po®pioinyis = Ty Propioin: . = P, = Pp, (555)
m=0: ®pp,—oinq; ...
Py'HoPy = Hy, Py'VPy = V. (556)
D:
(U5,07) = Sp = (95,50,) = (0, B SPD,) 2 (P, SPyD,)
(555)

= (Pps, SPpa) = Spgpa = (Upg Up,) = (PY;, PLY)

= Q.E.D. (551,552) (557)

[] Neodredjenost operatora pariteta i faza 7,
x Ekvivalentne definicije operatora pariteta

Operatori P i
P = Pexp(iaB+ifL+1yQ +...), (558)

gdje su B, L, @, ...sacuvani U(1) kvantni brojevi a «, 3,7 € R, su jednakovrijedni
operatori pariteta.

= 1, faze neodredjene ako B, L, Q, ...# 0 e, p...
= 1, faze odredjene ako B, L, Q, ...= 0 7 ...

(ne mogu se odrediti niti eksperimentalno niti teorijski).

x Fiksiranje faza
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Buduéi da p, n i e~ imaju razlicite vrijednosti (), B i L odabirom faza «, # i 7 moze se
postici

Mp = M = TNe- = L. (559)

Time postaju odredjeni i pariteti cestica koji se javljaju u (jakim i EM) interakcijama n
i p, npr. kroz reakciju n — pr~ odredjen je paritet 7.

* Da li moze uvijek biti n = +£1.

- U x prostoru vrijedi P2z = x.

- U Hilbertovom prostoru P? se ponasa kao interna simetrija,

Py = e, U (560)

Pp101M1;p202N2; ... p1o1m1;p202n2; ...

(iako se indeksi n; ne mijesaju svaki indeks n; se mijenja - za fazu).

- Ako je P? element grupe kontinuiranih internih simetrija Z, P2 = I € 7 tada
je I -3 takodjer element interne grupe simetrija i paritet se moze redefinirati tako da je
njegov kvadrat jednak jedinicnom operatoru,

P = PI:  P?=PpPYl=1 (561)
= 7 ==+1. (562)

- Zbog sacuvanja kutne koli¢ine gibanja promjena broja fermiona AF = 2n, n € N je
uvijek parna u reakcijama, pa je (—1)f sacuvan.

- Za cestice standardog elektroslabog modela polucjelobrojnog spina B + L je neparan pa
stoga vrijedi

(D" = (=D, (563)

tj. (—1)% je element kontinuirane simetrije exp(—i(aB+3L)). Stoga ako operator pariteta
definiramo kao

P = (-1)", (564)
interni paritet mozemo definirati tako da vrijedi
n==41. (565)

- U modelima postoje medjutim cestice za koje relacija (564) ne vrijedi, npr. za Majorana
neutrine : B+ L =0# F = 1. U tom slu¢aju (—1)% nije element kontinuirane interne
simetrije. Ipak (—1)?F =1 pa su moguéi pariteti 41, .

Majorana neutrini : P* = (=1)2/ =1, P? = 1, n = =i, (566)
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[] Paritet piona

x SaCuvanje pariteta, svojstveni pariteti i pariteti zbog relativnog gibanja cCestica

Ako je produkt svojstvenih pariteta poc. stanja i svojstvenih pariteta kon. stanja jednak
+1, Sp, mora biti parna/neparna u 3-impulsima

Sp’la’ln’l; SSPLOIAS My Mg - ’§7’p’10’1n’1; o PP1OINL;
o< F(B i) o F(=Pe—Pr5)
= Mty = E£1 = f(=Py., =Py = 2P Pn.) - (567)

x Odredjivanje pariteta piona

- Patritet piona 7~ odredjen je iz reakcije 7~ +d — n + n u kojoj je bila relativna orb.
kut. kol. gib. ¢(xm~d) = 0:

- d je deuteron, vezano stanje nip: {(n,p) =0;s4=1;m,=n, =1 =9 =1-1-(—1)" =
1.

- za pion se znalo da je skalar ili pseudoskalar : s,- = 0.
- n 4+ n je stanje 2 ident. ferm. : antisim. na zamjenu ferm.
- odatle
paritet : 7, (g = 1)(—1)¢=a=0) (1 = 1)2(=1), (568)
. 1 1
Ji (32 =0)®(sa=1) B (lr-a=0) = (sn=5)B(sn=75) Blun); (569
~~ - 2 2, SN—
=1 v : 05,14,25
= 0a,ls
samo 1g @ 14 n‘lrogué = lpn =1
= Ne— = —1]. (570)

Dakle 7~ je pseudoskalar. Na sli¢an nacin se nasli da su 7 i 7° pseudoskalarne cestice.

x Posljedice pseudoskalarnosti piona : nesaCuvanje pariteta

- Jedna od posljedica 1, = —1 jest da Cestica spina nula koja se raspada na dva (tri) piona
mora imati paritet +1 (—1). Naime, u sustavu mirovanja matri¢ni element moze zavisiti
samo od skalarnih produkata 3-impulsa Cestica za dva i za tri piona u kon. stanju jer je
P1(Pa X p3) = 0 zbog linearne ovisnosti impulsa piona.

- Eksperimentalno su opazeni raspadi 7 — 37 i § — 2m. Medjutim preciznija mjerenja su
pokazala da su 7 i 6 Cestice iste mase i Sirine raspada - dakle ista ¢estica (danas poznata
kao K*).
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- Napomena : Sirina raspada je integral kvadrata S matricnog elementa preko faznog
prostora, posumiran po konac¢nim spinovima i usrednjen po poc¢etnim spinovima. Sume i
integracijska mjera su pariteno invarijantne veli¢ine.

- Lee i Yang su problem razrijesili 1956 predlozivsi nesacuvanje pariteta

- Eksperimentalno je nesatuvanje pariteta prvi puta opazeno 1957 (Wu et al.)
u procesu C0%° — Ni% + ¢~ +7 sa polariziranim izvorom kobalta. Odmah zatim
je rezultat potvrdjen u procesu 7 — p"v (Lederman et al. 1957).

Ideja Wu et al. eksperimenta je slijede¢a : Ako je paritet ocuvan, onda bi amplitude

PV scomes. = NcoNeV scoPpe;..i.
_ﬁe

Figure 2: 3.2 Djelovanje pariteta na spin i impuls. Da je paritet ocuvan vjerojatnosti
prijelaza za paritetno povezane amplitude bile bi iste, a nisu.

za pariteno povezane amplitude morale biti biti iste. Konkretno za emisiju elektrona

u smijeru i suprotno smijeru polarizacije Co. Eksperimentalno je opazena maksimalna
asimetrija.

e Vremenski obrat

[ T invarijantnost S matrice

- Podsjetnik : vremenska transformacija slobodnog 1-¢est. stanja za M > 0 (364)1 M =0
(398).

T8, -y ey,
= (- exp(Fino)Ppy . - (571)
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x Transformacija visecesticnog ”in” i "out” stanja

- ocekuje se da djeluje kao na direktan produkt jednocesticnih stanja, ali i da zamjenjuje

t = —o0 it =400, drugim rijecima da ”in” stanje pretvara u "out” stanje i obratno
T\I]punm; ‘= C"l(_l)]l M \11735171—01711; .
My, =0, ... .
= Cryoy €Xp(Fimoy) .. \I/f)ploml; . (572)
= Tv = vt (573)

(7 « ukljucuje sve osim zamjene £ — F).

x Djelovanje T" na S matriéni element : definicija 7" invarijantnosti

- Uz pretpostavku da isti T djeluje i na ”in” i ”out” stanja (Sto je implicite pretpostavljeno
u (572,573) i rabedi antiunitarnost 7" slijedi

5. 0) = (T9],TY;) = (U7, Vi)
= S,Ba = STaT,B

= (AN .
Splo'lnl, < P1O1NLS ...

= (Cn’l(_l)]{_oll . ’)J(C:Ll(_lyl_gl e ) S’Pp1—cr1n1; PPl —oinl; o (574>

7\
-~ ~~ -~

ino! +i
(Cnllo'lle:‘:”ro-l ) (C:Llole Tl ) SPplo'lnl; .4.,’Pp/10'£n’1:,

(viticastim zagradama su naznaCene promjene za mase = 0).
Ovo je definicija T" invarijantnosti S matrice jer vrijedi samo ako Hamiltonijan H zado-
voljava neke uvjete.

« Jednadzba (574) bit ¢e ispunjena ako postoji operator Tg koji djeluje na slobodna stanja
prema (572,573),

TO(I)a = (I)Ta
= Toq)plaml; T (Cm(_l)jl_al i ')q>7’p1—01n1; . (575)

'

(Cnyoy exp(Fimo1) . )PPpioyng; ...
koji komutira sa V' i Hy,
T7'VTy, =V,  Ty'HyTy = H. (576)
Tada se moze identificirati

T = Tp. (577)
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D:
a . Dokaz (574)

- izraz za ST

Ut(r.m) 2 (@im)m) = Q'(n)Qr) = Uln, 1) (578)
;) :
= ST '=" (U(4o00,—0))" = U(—00,+00) . (579)
- dokaz relacije T, 'STT, = S
TO—IQ(T)TO (4i2) To—leiHTe—iHoTTO — e—iT(;lHToTeiT(;lHoToT _ e_iHTe—I—iHoT
= Q(—7) (580)
= Ty 'Q(+00)Ty = Q(Foo) (581)
= 775 " TN (—oo)(+o0)Ty = Qf(+oo0)Q(—o0) B 5. (582)
- dokaz (574)
—_ + . - (582) —1ot
(U5, 95) = Spa = (95,5%.) =" (05,15 S'T0Pa)
126 125 575
29§y d,, Ty0s) "E (Ty®a, STyds) 2 (Dra, SPrs)
= Srars = (W7, V5, (10, TY;) (583)
= moze se definirati 7" tako da je (574) ispunjeno. Q.E.D.
b. Dokaz (577) :
- iz def "in” i "out” stanja (421)
+ 1 (572f73) +
ToUE = TyQ(Foo)Ty 'Ty®y = Q(+oo)lre = WF, = TUE  QED (584)
= T=Ty QED.
- iz LS jednadzbe (426)
TWE = Ty, + Ty(E, — Hy +ie) Vs
G120 G 4 (B — Ho T ie) 'VTUE (585)

(585) je identicna jednadzbi za ¥F =TV = T =T,. Q.E.D.
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[] Zakoni sacuvanja vezani uz T’
x Sacuvanje T' ne povlaéi jednakost brzina procesa o — i Ta — Tf3
Tsac % TIla—p)=01(Ta—-T0). (586)
x Medjutim ako S matrica ima oblik
Spa = S+ S5, (587)

gdje je S mnogo veéi od SM ali je za razmatrani proces matricni element S® jednak nuli
a SM nije (npr. jaka i slaba medjudjelovanja u N — N’ 4 e~ + 7 - jaka medjudjelovanja
definiraju nukleonska stanja a slaba realiziraju beta-raspad), tada (586) vrijedi.

D:

- Unitarnost za S daje

1 = Stg = sOig) 4 gOtg®) 1 gMig) 4 O((S(l))2) ] (588)

- Iz unitarnosti za S© i T sac¢uvanja S(M-matrice tada slijedi

1 = S§Oigo (588) S — _g0ghig) (589)

ale?

s (559) —/dy’dy SO(5W1).,,50)

_ / dy'dy SO0y 5

(574) %
™o / dy/'dy S (SE7.)7 S, (590)

gdje se integracije dvy i dy' vrse po potpunim skupovima stanja {7} i {7’} s obzirom na
operator S,
- Razmotrimo najednostavniji slu¢aj kada skupovi {7} i {7’} imaju samo jedan element,

= SO = 5B -v), S99 = (v -a), (591)
= S§) = ket g (592)
= ISl = [S57al (593)
= T(a—pB)=I(Ta—TB)  QE.D. (586) (594)

x Analiza Wu et al. exp. sa stanovista T inv. :
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- Proces :  Co% — N7 & n—pe T gdjeje Co® polariziran (spin orjenti-
ran):

- Observable pri T operaciji : I polarizacija Co® i impuls elektrona mijenjaju predznak.
Relativni kut tih dvaju veli¢ina 6 se pri tome ne mijenja. Jednake vjerojatnosti prije-
laza odgovaraju istom @ prije i poslije T' operacije. Stoga je sacuvanje T u skladu sa
eksperimentom.

<§CO>
De
0
A
TV scoipeni = 0
CCO(_ 1)jCofUCo
xCe(_1)1/2_gc\I]..fsco;Ppe;..;.. _ﬁe {

Figure 3: 3.3 Djelovanje vremenske inverzije na impuls i spin

* Watsonov teorem :

- Specijalan slucaj jednadzbe (592) se javlja ako 1D skupovi baznih stanja s obzirom na
SO zadovoljavaju Ta = a i T3 = 3,

1 i (0 1)*
SG) = —eHlbattn gl (595)
- Tada se moze nadéi faza S [(2,
2A1gSS) = £+ 20, + ) (596)
= S0 o dieatis) (597)
0

- Primjer primjene Watsonovog TM : A — n7
Spinovi A n i 7 su 1/2, 1/2 1 0. Stoga su moguée vrijednosti relativne kutne koli¢ine
gibanja n i 7° jednake £,0 = 0,1. Dakle postoje dvije razlicite amplitude i stoga dvije
moguée vrijednosti faza konacnog stanja § = n + 7°, O(nn0),_y 1 O(nn),_,, 2a isto pocetno
stanje o = A. Relativna faza se moze mjeriti mjerenjem interferentnog clana,

(S(l) *S(l)

(nWO)oA) (nm0) A X e (Tonn0)o Foun0)y) = ¢il=d0+01) (598)
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o PT
[0 Popis svojstava PT simetrije (uz pretpostavku postojanja operatora P =
UP)iT=U(T)).

* Djelovanje na ”in” i "out” stanja (vidi (551) i (572))
PTV; = W}, = PTV,

p1o1ny; ...
_1)j1—0o1 F
B My (—1) Car Vo —oimys s Mny >0
- + _
77”101C7L101 e \Dp1—01n1; ) Mnl - 0

(599)

Relacija (599) vrijedi i za masivne i za bezmasene Cestice. Za masivne je o; projekcija
spina a za bezmasene helicitet. Relacija (599) pokazuje da je PT operator antiunitaran,
ne mijenja 4-impuls Cestica, ne mijenja tip Cestica, ali mijenja predznak projekcije spina
odnosno heliciteta.

x Kao i kod ostalih simetrija postojanje PT simetrije koja jednako djeluje na 7in” i
7out” stanja (kao u (599)) je ispunjeno ako postoji operator (PT')y koji slobodna stanja
transformira kao u (599),

(PT)o®, = Ppra, (600)

i koji komutira sa V' i Hy. To je ispunjeno ako je (PT)y = PyTp sa svojstvima (555) i
(575). Tada se se formalizam za P i T simetriju moze direktno primjeniti. Npr. vrijede
sljedece relacije :

(RTo) ') (RTy) = Q(—7),

(PoTo)_lg(iOO)(PoTo) = Q(:FOO),
(PTo)'SHPTy) = S (601)
00D 6. = Spraprs . (602)

Zadnja jednadzba dokazuje sacuvanje PT' simetrije uz pretpostavku da su ispunjene jed-
nadzbe (599) i (600).

[] Usporedba s Wu et al. eksperimentom

x Pretpostavka malog PT-narusavaju¢eg S-matricnog elementa

Kao i kod T simetrije relacija sa¢uvanja S-matri¢nog elementa na PT simetriju (602)
onemogucuje usporedbu a — 31 PTa — P73 procesa, osim ako je jake sile koja defini-
raju stanja ne vrse prijelaz a slabe vrse,

S = SO 450 (603)
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Tada (isto kao kod 7" simetrije) iz unitarnosti S operatora i (602) slijedi
st — _g0)g1)ig) (604)
= S5 = - / dy'dy S$)SSY o, SO (605)
% Pretpostavka jednoélanih potpunih skupova s obzirom na S® matricu

Ako su potpuni skupovi s obzirom na S matricu {7y} i {7/} jednoclani, kao §to je slucaj
u Co% — Ni®e~7 procesu tada vrijedi

SQ = 68—+, S = §(y—a)e™ (606)
= Sk = =) S e - (607)

= Uz pretpostavku sacuvanja PT simetrije spektar bi morao biti invarijantan na relativnu
promjenu predznaka projekcije spina C'0% i 3-impulsa elektrona.

Wu et. al. eksperiment pokazuje da to nije ispunjeno = P7T simetrija je
narusena.

<§CO>
A
De De
0
PT
Tm—0
PT\I}HSCo;pC--?-- =

ncogco(_l)j0070CO

Xne(e(_l)l/%ac\Ijn—SCO;pe;-.;.- v

_<§CO>

Figure 4: 3.4 Djelovanje PT na impuls i spin

e C,CPiCPT

0cC

« Djelovanje C' (Cj) operatora, sacuvanje C' simetrije
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- Definicija C' operatora

- Nabojna konjugacija se definira kao transformacija koja ¢estice zamjenjuje anticesticama.
- Odatle slijedi postojanje unitarnog operatora (ne mijenja smjer vremena) C' sa sljedeéim
djelovanjem na mnogocesticna stanja

cvr = (G - Ve, = CUL = Vg, (608)

pioini

gdje su §,,, kompleksne faze, tzv. pariteti nabojne konjugacije. Implicite je pretpostavljeno
da C' jednako djeluje na ”in” i "out” stanja.

- Definicija sacuvanja nabojne konjugacije
- Posljedica te pretpostavke i jednadzbe (608) je definicija invarijantnosti S matrice na C'
operaciju,

Spa = (V3,07) = (CV5,CV;) = (Ve 92,) = Sescn
= Spotnsepornss . = (&ar - )& - ) Sptoints; prowng; .. (609)

7

- Uvjet ispunjenja jednakosti djelovanja C' operatora na ”in” i "out” stanja, Cy operator

Jednadzba (609) je ispunjena ako postoji unitarni operator Cj koji na slobodna stanja
djeluje prema (608),

Co®oa = Peca = Co®Ppomy;.. = (Gny - ) Pproins .. (610)
i koji komutira sa Hyi V.
5’50g unitarnosti Cy (Cy 'iCy = i) i komutativnosti sa Hy i V,
Ciy'HoCy = Ho, CitVCy =V, (611)
slijedi
CitSCy, = S. (612)
Stoga

Soa = (D5,50,) = (Bg,C; 5CHPs) = (Co®s, SCo®s) = (Peg, SPea)
= Sesca  QED. (613)
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Pokazimo da se moze staviti C' = Cj rabeéi definiciju "in” i "out” stanja (421) i LS
jednadzbu (426):

(421,610,611)

CoUZ CoQ(F0)CytCo®, = Q(Foo)be, = VE, = CUE QE.D(614)

(426,610,611)

CoWE = oo + (Ey — Hy Fie) VO UE
= CoVE = V3 = OV Q.E.D. (615)

* (Ne)odredjenost pariteta nabojne konjugacije &

- Nejednoznacnost C' operatora

- Kao i za operator P, C' operator i
O = (ei@B+BLQ) (616)

su ekvivalentni (B, L, ) su barionski broj, leptonski broj i naboj - tj. sa¢uvani aditivni
QB).

= &, nisu jednoznacno def. ako B, L,Q #0 : p, n, e~

= £, su jednoznacno def. ako B, L,Q =0: 7°, ~.

- Nabojno-konjugacijski paritet fotona, &,

- Iz QED slijedi da je & = —1.
- Neutralni pion se sa 99.8% vjerojatnosti raspada u dva fotona (7 — 27). Stoga je
&0 = 1. Takodjer bi raspad ™ — 3+ trebao biti zabranjen §to je u skladu s opazanjima.

- Da li je moguce odabrati C' tako da &, = £17

- Isto kao kod pariteta, to je moguée napraviti kada je C? element neke kontinurane in-
1

terne grupe simetrija Z. C? = I € I. Tada ¢’ = C1,? ima svojstvo &, = +1.

x Usporedba sa Wu et al. eksperimentom.

- Teorije polja zadovoljavaju C'PT simetriju. P7T simetrija nije u skladu sa Wu et al.
eksperimentom. Stoga za teorije polja C' simetrija nije u skladu sa Wu et al. eksperimen-
tom.

OcCpP

x Popis formula za C'P dobijen uporabom formula za P i C' simetriju
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- Djelovaje C'P operatora na mnogocest. stanje (po pretp. isto za ”in” i "out” stanja),

definicija o¢uvanosti C'P simetrije

Tin gn cee \Il:t c. M >0
CPUE = Vep, = CPVE - = { BPI S 617
o CcP PLO1INL; .. NMnyorEny - - - \I]%m—omi; o, M=0 (617)
= Sga = Sc’pﬁcpa . (618)

- Uvjet ispunjenja (617) i (618) - postojanje operatora (C'P)g (uzet ¢emo (C'P)y = CoFp)
sa svojstvima

(CP)OCI)Q - (I)CPoz = (CP)OCI)IHJNM;---

— nnlgnl e q)'P;D10'1TL§; ) M > 0 619
{ nnlalgnl s (I)’Ppl—crln‘i; s M=0" ( )
(CP);'Hy(CP)y = Hy,  (CP)J'V(CP)y = V. (620)

- Rabedi definiciju ”in” i "out” stanja (421) i LS jednadzbu (426) nalazi se da vrijedi
CP = (CP)y "™ Cyby . (621)
x C'P nesa¢uvanje u sistemu neutralnih kaona

- Gell-Mann—Pais : kaonska stanja odredjenog C'P

- Nakon Wu et al. eksperimenta postalo je jasno da P i PT i (u teoriji polja u kojoj
je CPT octuvan) C nisu oc¢uvani. Za neko vrijeme se pretpostavilo da je C'P apsolutno
ocuvan.

- Gell-Mann i Pais su uocili da neutralni kaoni K° i FO, budué¢i da nisu same sebi
anticestice, ne mogu biti svojstvena stanja C'P, ali da to jesu njihove linearne kombi-
nacije K% & K. Uz definiciju CP pariteta (Weinbergova def. ima suprotnu fazu od
uobicajene)

CPUxo = U CPV—o = Wyo, (622)

I’al)

za spomenute linearne kombinacije se dobija,

U, = —=(Ugo+V¥0)  CPUg = (+1)¥y,,

2
Vi, = —=(Vgo—V0)  CPUg, = (—1)Wpg, . (623)

Sl 5l-

Buduéi da su paritet i C-paritet (vidi prije) 1,0 = —1, {0 = 1 slijedi

CPV,0 = —U,. (624)

102



Stoga se stanje Uy, moze raspadati samo u dva piona a Uy, u tri. Zbog veceg faznog
prostora raspadi Vg, su puno brzi, pa se stoga puno brze raspadaju.
- Cronin et al. eksperiment 1964

- Opazeno je medjutim da se dugozivué¢i neutralni kaoni, koji bi trebali odgovarati Vg,
stanjima raspadaju u dvopionska stanja sa omjerom grananja

I' 7?21 _
Bogeyror = —=2 720 — 9351073 . (625)

I'ror

Time je dokazano da je C'P narusen. To, uz pretpostavku teorije polja ukazuje da je i T’
narusen, Sto je eksperimentalno pokazano 1996.

O CPT

x Popis formula za C'PT dobijen uporabom P, T'i C' formula

- Djelovanje C' PT na mnogocesti¢no stanje (po pretp. isto za "in” i "out” stanje), defini-
cija invarijantnosti S matrice na C'PT transformaciju

CPTVYE =V, ,

77n1Cn1(_1)j1_01§n1\D:F— c. M >0
=CPTV: = = PI=oIng; 626
proant { 77n101<n101€n1\lj;:1—om§; - M =0 (626)
= Sga = ScpracrTs - (627)

- Uvjet ispunjenja jednadzbi (626) i (627) - postojanje operatora (C'PT)y (uzimamo
(CPT)y = CyPyTp) sa svojstvima

(CPT) g, = Pepra

_ M Cn (_1>j1_01£n (I)p —o1n$; ... M >0
= (CPT)o®pony. . = 15m1 et . (628
( Jop 7 { 77n101<n101€n1q>p1—01n§;---> M =0 (628)

- Rabedi definiciju "in” i "out” stanja (421) i LS jednadzbu (426) nalazi se da vrijedi

x Svojstva C'PT u teoriji polja

x C'PT komutira s Hamiltonijanom
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- U teoriji polja C'PT operator komutira s Hamiltonijanom
[(CPT,H] = 0. (631)

- Odatle slijedi jednakost masa Cestica i anticestica (sjetimo se da je dio fizikalne mase
sadrzan u Hamiltonijanu),

Mp = Mpe . (632)

- Zbog toga je precizna veza izmedju Cestica i anticestica dana C'PT transformacijom.
* Eksperiment 1999 CPLEAR collab. : povjerena C'PT simetrija preciznoséi 1 x 10719,

* Antiunitarnost C PT

- Iz (626) i (627) se vidi da je C'PT antiunitarna operacija, pa se za sluc¢aj kada slabo
medjudjelovanje uzrokuje prijelaz a jako definira staja (vidi Eq. (587)). U tom slucaju
unitarnost ukupnog S matriénog elementa (588) i unitarnost S matri¢nog elementa jakih
sila vodi na izraz za S matri¢ni element slabih sila (589), ¢iji matri¢ni element za razma-
trani proces glasi

(o7

S0 [ S5, 59

(627) 0/ all *
= - / dy'dy Sé—y)’(ségT-y’CPT'y) Sgooz) : (633)

- Za slucaj viseclanih potpunih skupova {7} i {7’} ocigledno je da ne mora vrijediti
jednakost apsolutnih vrijednosti matri¢nih elemenata S (2 i Sé’gTﬁC’PTa'

- Ipak u podpoglavlju §3.5 pokazat ¢emo da bez ikakvih aproksimacija (u gornjem izvodu
je promjenjena aproksimacija (587)) iz unitarnosti i C'PT invarijantnosti slijedi jednakost
ukupnih Sirina raspada 1-¢estic¢nih i pripadnih anti¢esticnih stanja.
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3.4 Brzine odvijanja procesa, Sirine raspada i udarni presjeci

e Metoda odredjivanja vjerojatnosti prijelaza i fizikalno mjerljivih veli¢ina

O Problem povezivanja Sg, i fizikalnih veli¢ina

- Fizikalne veli¢ine koje opisuju prijelaze o — 3 su proporcionalne apsolutnom kvadratu S
matricnog elementa, Sg,. Medjutim zbog translacijske invarijantnosti Sg, sadrzi §*(pg —
Do) funciju ¢iji kvadrat nije definiran.

- Ispravan put rjesavanja tog problema jest da se umjesto sa slobodnim stanjima odred-
jenog 4-impulsa radi sa valnim paketima.

- Ovdje Ce se opisati aproksimativni pristup koji daje iste rezultate.

[1 Aproksimativni pristup : konac¢ni volumen u kome se odvija proces i kona¢no
vrijeme odvijanja procesa

* Konacni volumen (V = L?)

- Zamislja se da se proces odvija u makroskopskom, ali kona¢nom volumenu, npr. kocki
volumena V = L? &ije se nasuprotne stranice identificiraju u smislu jednakosti stanja
nakon translacije za L. To vodi na kvantizaciju 3-impulsa,

2
ﬁ = %(n17n27n3>7 ni, N2, N3 S [N7 (634)

i na zamjenu (p, — p) funkcije sa Kroneckerovom fu.

o~ ~ 1 i(p'—p)& 4
=) — S 1) = o [ AT = b (3

O = OntniOntngOngng - (636)

- Normalizacija stanja

- Nakon zamjene (636) stanja koja se javljaju u definiciji .S matrice nisu ispravno normal-
izirana zbog faktora V/(2m)? (racun prijelaznih vjerojatnosti mora se provoditi sa stanjima
normaliziranim na jedinicu). Da bi se to ispravilo uvode se stanja sa ispravnom normal-
izacijom (ista kao (406) s time da su 4-impulsne §-funkcije zamjenjene sa Kroneckerima

)

2m)31 7%
yEOx _ [( ‘7;) | ¥ v, (637)
(WO 5OY) = bas = D ()" ] O detenduin (638)
PERM (i}



Takodjer S matrica se moze izraziti preko S matrice izracunate uporabom (637) stanja
SBO?X

Y

V 1(NatNg)/2
] SHOX. (639)

« Konacno vrijeme (T, t € [-7/2,T/2])

- Da bi se izbjeglo ponavljanje istog procesa koje bi se javilo zbog kona¢nog volumena
uzima se da je proces definiran unutar nekog vremena T, npr. ¢t € [-T/2,T/2], gdjet = 0
odgovara vremenu odvijanja reakcije. Pri tome se NE identificira stanje translatirano za
T u vremenu, tj. nema kvantizacije energije zbog rubnih uvjeta.
- Posljedica uzimanja konacnog vremenskog intervala medjudjelovanja jest zamjena vre-
menske J-funkcije sa,

T/2

1 .
0(Ea = Bp) — 0r(Ba—Ep) = o~ / T/2dt e~ B Ea)t (640)

[IVjerojatnost prijelaza, diferencijalna vjerojatnost prijelaza, diferencijalna
brzina prijelaza

x Vjerojatnost prijelaza

- Vjerojatnost prijelaza o — 3 definira se kao apsolutni kvadrat SEOX matricnog ele-
menta,
27)37 Na+Ng)
Pla—8) = [s5oxp = [E0) s, (641)

Ovime se aproksimativno glumi ispravna procedura sa valnim paketima jer je impuls valne
funkcije WB9X konstantan u malom dijelu faznog prostora oko stanja o zbog BOX nor-
malizacije.

x Diferencijalna mjera izlaznih cestica

- Eksperimentalno se ne mjeri prijelaz pocetnog stanja u odredjeno konacno stanje, veé¢ u
odredjeno fazno podrucje konacnih stanja.

- Diferencijalnu mjeru broja konaé¢nih stanja znamo iz statisticke fizike, kao omjer difer-
encijala faznog prostora d¢ i h3Ne = (27)3Ns

d N Bad3p; Vs

aw = LGy~ o (68

Ne = P @

gdje je dg = Hf\iﬁl d®p;. U zadnjem koraku u (642) smo pointegrirali po volumenu - to je
dopusteno zbog translacijske invarijantnosti.
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* Diferencijalna vjerojatnost prijelaza preko Sz,
- Rabedi (641) i (642) mozeno napisati diferencijal vjerojatnosti prijelaza

(2m)°
Vv

dP(a — ) = P(a— B)dNg = [ ]Na|55a|2dﬂ . (643)

x Pretpostavka povezanih amplituda

- U daljnjem razmatranju pretpostavljamo ne samo da su stanja « i  (barem malo)
razlicita, ve¢ da niti jedan podskup « stanja nema tocno isti 4-impuls kao bilo koji od
podskupova 3 stanja.

- Poslije ¢emo pokazati da to znaci da amplituda Sz, povezana i da se moze prikazati u
obliku

~

Sga = S§ = —i2m §*(pp — Pa)Msa (644)
(2m)4

BOX . S
— 1\27;/5‘/(]95 - pa)(ST(Eg - Ea)Mga, (645)
(2m)*

gdje Mg, ne sadrzi niti jednu d-funkciju. Prvi (drugi) redak odgovara neograni¢enom

(VT-ogranicenom (box normalizacija)) prostoru u kojem se zbiva reakcija. Sa viticastim

zagradama oznacena je standardna normalizacija koja se razlikuje od Weinbergove.

(a) (b)
Figure 5: 3.5 Povezana (a) i nepovezana (b) amplituda Mg,
* Diferencijalna vjerojatnost prijelaza preko Mg, amplitude

- Box normalizacija omogucuje interpretaciju kvadrata delta-funkcija u [Sgq|?

Gv (s — B = 8 (5 — 7)o (B) = 5v<ﬁg—ﬁa>(2—‘;)3, (646)
50(Bs — Ba)]* = 0r(Bs — E)5r(0) = or(Bs — Bu)y- (647)

- Odatle slijedi izraz za diferencijalnu vjerojatnost prijelaza (kao i u jednadzbama (644)
i (645) ovdje i u svim daljnjim izrazima sa viticastom zagradom oznacavam uobicajenu
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normalizaciju koja se razlikuje od Weinbergove)

(2m)%\ Vet 2¢ (> =
dP(a — §) = 2o T( = ) | Misa|20v (75 — §a)or(Es — Eo)dB . (648)
(2m)”

x Diferencijalna brzina prijelaza

- U limesu velikih V' i T" moze se zamijeniti

5V(ﬁﬁ - ﬁa)(ST(Eﬁ - Ea) - 54(]96 _pa) . (649>

- U tom limesu se koeficijent uz 7" moze interpretirati kao diferencijalna brzina prijelaza
dP(a — 3) (27)3\ Na—1

(o —p) = S92 — ‘(227;, ((57) " Msal?6'(ps = pa)dB . (650)

To je Fermijevo zlatno pravilo za brzinu procesa o — [ koje ste izveli i u NR QM za
jednocesticno stanje a.
- (650) je osnovna formula za sve reakcije koja vrijedi za bilo koje ulazno stanje a.

[0 Specijalni slucajevi (650) : def. Sirine raspada i udarnog presjeka

x N, = 1 : Sirina raspada

-Za N, = 1 dI'(aw — f3) ne ovisi o V. Diferencijal brzine prijelaza zove se diferencijal
Sirine raspada i jednak je

dT(0— B) = 2m | Maol?8"(ps — pa)d5 (651)
@m)7

- Napomena : Formula (651) vrijedi samo ako je vrijeme Zzivota Cestice «, 7, veée od T
(1o > T) (vrijeme zivota jednako je 1/I',, gdje je I', ukupna Sirina raspada Cestice «.
Zbog toga se kroz dr(Ez — E,) unosi neodredjenost u energiji sistema ve¢a od I',, pa
formula ima smisla samo ako su karaktristicne energije ¢estica u procesu puno vece od
I,.

* N, = 2 : udarni presjek

-Za N, =2 jedl'(a — ) ~ 1/V, pa da bi se dobio fizikalo prihvatljiv rezultat treba
podijeliti sa fizikalnom velicinom koja bi se u BOX normalizaciji ponasala kao 1/V.

- Takve su veli¢ine gustoca jedne od ¢cestica (koja je jednaka 1/V) ili relativni tok dvaju
Cestica koji se definira kao omjer razlike brzina dvaju ulaznih ¢estica wu, i volumena (tj.
umnozak razlike brzina ulaznih Cestica i gustoce jedne od njih),
uOC

o, = 2. 652
5 (652)
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Tok se rabi u definiciji diferencijalnog udarnog presjeka, do

dl'(a — B) ((Z))‘*
do(a = 8) = —g—= = | M6 (s — pa)ds (653)

x Slucajevi N, > 2

- Postoji moguénost mjerenja procesa i za N, > 2. Takovi se procesi javljaju u kemijskim
reakcijama i u astrofizici, npr. u jednom od najvaznijih procesa koji opisuje nastanak
energije na suncu, n+n+e" — d+7V,. Za opis N, > 2 procesa vidi Weinbergovu knjigu
poglavlje §3.6.

e Lorentz transformacijska svojstva dI' i do; interpretacija faznog faktora 6*(ps—

Pa)df

[J Lorentz transformacijska svojstva dI' i do

- Lorentz transformacijska svojstva S matrice koja su opisana jednadzbom (467)

(467) = Sy otntiphotny.poinipaosna... = xp [ia,(pf + P4 + ... —pf —ph —..)]
1/2
y (<Apa>° (Apy)®  (Ap)° (Apa)” ) /
P Py P

X Z Z Da’ag (A,p)) ... DYY (W(A,p1))..

o 0'2 .0102..
XSAp’lﬁ’ln’l;Ap’QE’Qn’Q...,Aplﬁlnl;Apzﬁgnz... ) (654>

imaju kompliciranu kutnu zavisnost zbog spinskih stupnjeva slobode (Wignerovih rotacija).

S5al?

Da bismo se rijesili kutne zavisnosti sumirat ¢emo apsolutni kvadrat S matrice po svim
spinovima (u biti sumira se po kona¢nim a usrednjava po pocetnim spinovima).

- Uporabom jednakosti za karakteristicnu kombinaciju Wignerovih rotacija u Lorentz
transformiranom S matri¢nom elementu posumiranom po spinovima,

* Lorentz transformacijska svojstva > .

D 5, (W(A,p)) Doz, (W(A, p)) = 05,5, (655)
(relacija vrijedi i za masivna i za bezmasena stanja) nalazimo da je
(pllo - -)(p(l) ) Z ‘Sp’lain’l;p’gffén’g---7p1a1n1;p202nz---‘2 . (656)

/
OO
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Lorentzova invarijanta.
- Rabedi nadalje Lorentz invarijantnost §*(pg — p,) funkcije i produkta VT slijedi da je

(pllo te )(p(l] °e ) Z |Mp’lo'ln’l;p’20’2n’2...,p101n1;pzcrznz...|2

O ensT1.ne
def
= [[E]]ED [Msl* = Rga (657)
a B spins
(p? = \/p? + m? = E;) takodjer Lorentz invarijanta.

x Lorentz transformacija dI’
- Iz jednadzbi (651) i (657) dobijamo

-~ F, ~—
@07 N7 ¥ IMgal?
(277)'§2Ea 64(pﬁ_pa)

Sdte=6) = @9 g B Mes-nilp (658)

spins .,

ap
HB(QT\')SZE

(viticastim zagradama oznacene su veli¢ine u BD odnosno Part.Data normalizaciji).
- Buduéi da je d®p;/ E; Lorentz invarijantna mjera, >._ . dI'(a — (3) se transformira kao
1/E, na L.T.,

spins

1 1
er(a—w)NE—a, PQNE—Q. (659)

spins

To je u skladu sa Lorentz dilatacijom vremena poluzivota Cestice.

x Lorentz transformacijska svojstva do
- Iz jednadzbi (653) i (657) slijedi

1 1 1

d
do(o — = 2m)'— — —  Rg. ps—p.)=—-m, 660
Sdota=p) = @ g g B epdpp. (660
spins (2m)10 \1,./ \1/./ > ‘Mﬁa|2 N -— -,
(2m)32E, (27)32E4 54(;nﬁ—10a)ﬁ

gdje su Fy i Ey energije ulaznih ¢estica. (viticastim zagradama oznacene su veli¢ine u BD
odnosno Part.Data normalizaciji)
- Stoga se na L.T. )" . do(a — [3) transformira kao

spins

S dofa— ) ~ - E11E2 | (661)

spins
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- Uobic¢ajeno je definirati )
noznac¢no definira u,:

spins do(aw — [3) kao Lorentz invarijantnu veli¢inu. To jed-

ta = \/(pr-p2)? —mimd/(BIE) (662)

D:
- U sustavu mirovanja ulazne cestive 2 (LAB2), u, mora biti jednaka brzini Cestice 1.
Provjerimo to.

D2 rap? (67 my) = p1-p2 = —Eimy
1 P1
= o — E2 — 2 2 — 24 — ED 663
u Ty (Ef —mi)m3 £ v Q (663)
- U CMS sustavu, u kojem je
Do =P + P2 =0, (664)
dobijamo (p'= p1, p = |p])
1
— —p2 — E1E»)? — m3m3
Ug BE, \/( P 1E)? —mim;
1
PR+ )+ r?) i
1 \/ E1 + E2
= 2p°EV\Ey + p*E} + pPE} = p—(pr
E1E2 peLnlug +p 1 +p 1 p E1E2
p p 271 172 - -
— E E = E_E = |U1_U2| . (665>

Primjetimo da u, nije fizikalna brzina jer moze ¢ak poprimiti vrijednost 2, dok je maksi-
malna vrijednost fizikalne veli¢ine jednaka 1.

O Interpretacija faznog faktora §*(ps — p,)df

- Interpretaciju faznih faktora u jednadzbama (651), (653), (658) i (660) dat ¢emo u CMS
sustavu u kojem je ukupni 3-impuls pocetnog stanja jednak nuli,

Pa = 0. (666)
- Jedna od integracija po 3-impulsima, npr. d®p, je trivijalna i rezultira zamjenom

§'(pg —pa)dB = 6P+ Py + .. )I(Ey + Ey+ .. )dpidPph . ..
= O(Ey+Ey+..)dphy. .., (667)

s time da se poslije zamjene umjesto p) svuda stavlja

PLo= Py — Py — ... (668)



« Slucaj Nz = 2 (2 Cestice u kon. stanju)
- Za dvije Cestice u kona¢nom stanju zamjena (667) (uz uvjet (668)) postaje
5 (ps — pa)dB — (B} + Ej — )d3 ’
= \/ +m? + /P2 +md — E)pPdp|d,
o(py — ')

= o KdpldSY
E{(k) " E5(K)
El/El/kJ
~ AR oy (669)
dQ)

- U prvom retku jednadzbe (669) E = E, je ukupna CMS energija pocetnog stanja. U
drugom retku primjenjena je jednakost p, = —pj. U treéem retku k' je rjesenje jednadzbe

\/ +mi+\/PE+mi;—E (670)

(desna strana jednadzbe (670) je argument energetske J-funkcije) po iznosu impulsa py,

K = 2E)\1/2( my, E%), (671)

Mz,y,2) = 2°+y*+ 2% = 2(xy + 12 + y2), (672)
a B (k') 1 E5(K') su pridruzene energije

E? +mi2 — mf
2F ’

2 2 2

E/ k/ —
) —

EyK) = (673)

U cetvrtom retku je izvrSena integracija po dp). Podrazumjeva se da su sve veli¢ine
izracunate za p; = k’. Takodjer je naznaceno da ¢e se u formulama koje slijede d€), zvati
ds).

- Uvrstavajuéi zamjenu (669) u izraze (658) i (660) dobijamo izraze za Sirinu raspada i
udarni presjek za dvije ¢esice u kona¢nom stanju

- Sirina raspada za 2 ¢estice u kon. stanju

dl'  (658) k' (658) kE’
m - )EzRﬁa = QZWM
(658) 1
=" 8(27r)2ﬁz|/\/‘6a|2~ (674)

Indeks W (BD) oznacuje racun u Weinbergovoj (Bjorken-Drellovoj = Particle Data)
normalizaciji.
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- Udarni presjek za 2 ¢estice u kon. stanju. U drugoj jednadzbi u prvom retku upotrebljena
definicija Rg, (657).
s K

do  (660)w 1 1 K (660)w

4
- = — - o)t
) ) BB B (2m) g o
(660) 1 K'EF) (660) K'E EyE\F,
D ()t T S Mot R (2 L S g

(660) 5 1 1 1 K 5 (660)5p 1 1% )
- . I o =" ol (675
16(27m)% uq E1En B Z Mol 16(27)2 kE? Z [Mpal™ - (675)

Indeks W (BD) ozna¢uje racun u Weinbergovoj (Bjorken-Drellovoj = Particle Data)
normalizaciji. U drugom retku upotrebljena je definicija Rg, (657). U drugoj jednadzbi
u prvom retku i drugoj jednadzbi u drugom retku upotrebljena je veza izmedju ulaznog
impulsa u CMS i u, koji se moze ocitati iz treceg retka jednadzbe (665),

uaElEg kE

kE=p= T Uy = BB, (676)

% Slucaj Nz = 3 (3 Cestice u kona¢nom stanju)

- Za tri Cestice u kona¢nom stanju zamjena (667) (uz uvjet (668)) postaje

0*(ps — pa)dB — dpyd’pid(EY + By + By — E)

Py=—1h—P%
= '%pép?dpéd@’ sy,
X <\/m P +2phpl cos 6} 3+\/m’22+p’22+\/m§,2+p§,2—E)
d(cos 0y — cos 69
= phEydEqyps Esd Eydphad cos Oy, dSY; ( f?’zp,p, 2:)
SR

— B EyEdEydEdQdyl, (677)
- U prvom retku zamjene (677) pointegrirano je po dp|. Nakon te integracije podrazum-
jeva se da je py = —p, — py. U drugom retku su integracije d®p), i d*p} raspisane u
pripadnim sfernim koordinatana a energije su eksplicite ispisane preko impulsa. Zbog
jednakosti pj = —ph, — ph energija F} zavisi o kosinusu kuta izmedju pf, i pj. U trecoj

jednakosti upotrebljene su jednakosti (koje slijede iz Einsteinove relacije E? = p? + m?)
pidp;, = E/E. . (678)

Nadalje, integracija po d€2, se vrsi u sustavu u kojem ulogu 2 osi ima smjer p5. U tom
sustavu je cos 8, = cos b, ¢, = ¢h,. Takodjer je energetska d-funkcija pretvorena u delta
funkciju za cos 0. cos 695 je rjesSenje jednadzbe

\/m PE+ 2phph cos Oy + A/ mE + pF +/mE+pf —E  (679)
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po cosbhs. U Cetvrtoj jednakosti je integracija po cos By provedena i za cosf; se mora
sada uvrstavati rjesenje cos 69;.

- Sirina raspada za tri Cestice u konacnom stanju

1 1
ar, 2w (2) 7= Raad Byd E4d i, (658w (167°) — Rpnd E4dE}
(658) 5D 1 1 2: 9 2 v gy g s (68)sp 1 1 }: 2 3 g

(680)

- Zamjena u prvom i drugom retku oznacava integraciju po dQ5dy),. Nju je mogule
provesti u 1 — 3 raspadu jer polazna ¢estica ne definira niti jedan smjer. Jedini smjerovi
dolaze od impulsa. Impuls p} je preko (668) odredjen sa impulsima pl, i pf;. Stoga je prvi
nezavisni smjer py. On ne fiksira ¢, pa matricni element ne ovisi o njemu. To kroz inte-
graciju daje faktor 27. Matriéni element ovisi samo o skalarnim produktima 4-impulsa,
koji ne zavise o 4. Nadalje, matriéni element ne moze ovisiti ni o sustavu promatranja,
dakle ni o p}. To kroz d€)y daje faktor 47. Sveukupno, d€2;dy), integracija daje faktor 872

- Fizikalno rezultat (680) pokazuje da je dI', /d E},d EY, proporcionalan apsolutnom kvadratu
Lorentz invarijantnog matri¢nog elementa. Stoga se mjerenjem te velicine moze mjeriti
| M |?. Njegovo odstupanje od konstante ¢e ukazivati na rezonantne strukture u (£}, EY)
parametarskom prostoru. Dijagramatski prikaz dI', /dFE,dE} kao funkcije FY 1 EY zove se
Dalitzov dijagam, po Dalitzu koji je tu metodu rabio za analizu K — 37 procesa.

- Udarni presjek za tri cestice u konacnom stanju

|
dra U2 (0 Rl
(658)BD 1 i

=" oo g MBS d gl (681)

- U ovom slucaju ulazne Cestice ve¢ definiraju smjer, npr. z = p;. sljedeéi smjer je pj
koji se slobodno moze ”okretati” oko p;, tako da je integraciju moguée provesti po dyf.
Medjutim integracije po dcos#; i po dphs nije moguce provesti jer matricni element o
njima u principu ovisi. U gornjem rezultatu nismo proveli integraciju po d¢} koja bi
davala faktor 27. Zbog kutne ovisnosti matri¢nog elementa o cos 5 i po ¢; nije moguée
ustanoviti | Mg, |? iz do,/dELYdEY,.
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3.5 Teorija smetnje

e Stara teorija smetnje

- Povijesno najuspjesnija metoda izracunavanja S-matricnog elementa je teorija smet-
nje, ekspanzija u potencijama Hamiltonijana medjudjelovanja V', za Hamiltonijan H =

Hy+ V.

* Rac¢un S matricnog elementa u staroj teoriji smetnje

- U staroj teoriji smetnje S matri¢ni element se izracunava preko Lippmann-Schwingerove

jednadzbe, (454),

Spa = (0 —a)—=2mid(Es — E,)Ty,
(427) o, T,

vE 2 9, d il

2 +/U”&—&iM’

i, 2 (@,vy)).

- Djelovanjem na W iz (683) sa ”(®,V .)” dobija se jednadzba za T,
(®B> V(P’Y)T-;I—a

Oy, VUL) = T, = (95, VO, /d
(5’ a) Ba (5’ )_I_ an—Efy—i-fo

VBVTJF
Via dy — 27 ,
5+/7&—&+m

Vga = ((I)g, V(I)a),

koja se moze iterirati
(P5,VP))T,
T = (95, VO, dy ——-—+""-1°

V, /

E,—-FE, +¢ Ea—E;—l—ia
Vﬁv VBV /V/
— Va d pagels] /d d/ YTy Tva
ﬁ+/7&—&+w+ Y (B, =B, +ie)(Ea— B, + ic)

Odatle slijedi izraz za Sg, matri¢ni element,
Spa = (08— ) —2mid(Es — Eu) Ty,
= (B —a)—2mid(Es — E,) [Vﬁa + /d7

Vo VoV
d~vd~ By V' VAo
+/‘77(af4g+mxﬂf4x+m)+

Vﬁ'yvm
E,— E, +1i¢
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- Sto se prednosti i nedostataka stare pertubativne teorije tice, nedostatak je §to energetski
nazivnici u (687) nisu Lorentz invarijantni. Lorentz invarijantnost je eksplicitna u nize
diskutiranom vremenski ovisnom racunu smetnje. S druge strane ti isti nazivnici su i
prednost kada se zeli u S matrici toéno ustanoviti odakle dolazi pojedino medjustanje.

e Vremenski ovisan racun smetnje

x Izvod iterativne jednadzbe za S matri¢ni element

- Polazna tocka vremenski ovisnog racuna smetnje je izraz za S operator preko operatora
evolucije U(T, 1),

>
\=]

s L U(too, —o0), (689)

U(r, 1) é QN1)Q(1y) = exp(iHyT) exp(—iH (T — 7)) exp(—iHom) . (690)

—~
N
=}

=

- Diferenciranjem (690) po 7 dobija se diferencijalna jednadzba

d
i Umm) = V(U 7). (691)
Vi) & eyt (692
D:
iU(’T, ’7‘0) = 6iHoT (ZH() o ZH) e—iH(T—TO)e_Z'HoTO
dr JHo )
—iV
\
id_U(T’ TO) = eZHOTVe—ZHOTeZHOTe_ZH(T—TO)e—ZH()TO = (T)U(T, TO) ' QED
T

- Za operatore definirane unitarnom transformacijom e*#07Oe="07 kao u (692) kaze se da
su u slici medjudjelovanja, za razliku od operatora u Heisenbergovoj slici Oy (1) =
e H70e™ 7 Pri tome se uzima da su V i O operatori neovisni o vremenu.

- Integrirajuéi jednadzbu (691) po 7 i uzimajuéi u obzir pocetni uvjet U(y, 79) = 1 dobija
se formalno rjesenje jednadzbe (691),

Ulrry) = 1—i / dt VUt 7) - (693)
70
[teracijom te jednadzbe se dobija razvoj U(T, 7y) po potencijama V',

U(r,7) = 1-— z'/T dt V(t)U(t, o)

70
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_ 1—z’/:dt1V( ){14/“%1/( )[1—i/t2dt3V(t3)[...
- 1—@'/ dt, V // dt dts V(1) (t)
/ / / dtydtydts V() 1)V (Es) + .. (694)

- Stavljajuéi 7 = 400 i 79 = —00 u (694) dobija se pertubativni izraz za S matricu,

S = 1—@'/ dt, V / / dtydty V(t)V (ts)

/ / / dtydtsdts V(8)V (t2)V (ts) + .. (695)

x Ekvivalentnost stare teorije smetnje i vremenski ovisnog racuna smetnje

- Izrazi za Sg, (688) 1 S operator (695) su ekvivalentni. Da bismo to pokazali treba pro-
motriti matriéni element (®3, SP,) S operatora (695) i u izrazu za Sg, (688) upotrijebiti
formulu,

t
(B — B, +ig) telBr=Feamiolt — 4 / dt' ¢! Fr—Ea=ie)t’ (696)
D:
- Matricni element V()
(@5, V(1)) = (B, eifotyemifotg ) ) ciBs=Eaty, - (697)

- Matri¢ni element S operatora (695)
+00 ]
S = (02,500) = 8(G-a)=i [ BB,

+oo t1
+ (_1)2/d’)// dt1/ dt2 e’l(Eﬁ—E—y)tlez(E,Y_Ea)tzvﬁ’yVYa

+oo
+ /d’}/d’)// dt1/ dtg/ dtg e (Ep—Ey )t Z(E'Y — Byt

x By =Bty VoV, (698)

- Vremenski integrali

“+00
—i / dty e EeEt — _oni5(Ey — B,), (699)

oo
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+oo
_Z / dt eZ(Eﬁ E—y t1 Z(E—y Ea)

[e.9] — 00

" (BB z(E.y Eo)t1
- y)uw__ - 0000000
Z/_OO 1€ E,—E, +1¢

1
E,—E, +1i¢

+oo t t2 . . .
. )3/ dt1/ dtg/ dtg 6Z(E5—E»y)t16Z(E—Y—E,Y/)t26’l(E,Y/—Ea)t3

+oo i(Ey —Ea)ta
= ot [ [y e
E — LB, +ie

= (—2mi)6(Es — E,)

Ey—Ea
= (—Z)/ dty Pt oA !
oo E,—E,+ic E, — Ey +ic
1

= (=2mi)§(Es — E,)

(Eo — E, +ie)(Ey — Ey +ic)

- Konacan izraz za Sz, nakon vremenskih integracija,
Vi, V-
Spa = 0(8— —2'5E—Ea<va gy Ve
o = 88— ) = 2wty — B) (Vi + [ 12

Vi VoV
d~d~ By V' Vo e )
+/ " B =By tie)Ba— B, 1i0) )

podudara se sa (688). Q.E.D.

x Vremenski uredjeni produkt; Dysonova formula

(700)

(701)

(702)

- Izraz a za S operator (695) se moze napisati, u obliku koji je zgodan za dokaz mani-
festne Lorentz invarijantnosti tog operatora, rabec¢i vremenski uredjeni produkt operatora
T. Operacija T stavlja operatore sa ve¢im vremenom ljevije od operatora s manjim vre-

vy = V),
T{V(t)V(t)} = 0t — )V (t)V (L) + 0(ts — 1)V (t2)V (1),

T{V(ty)...V(t,)}

Z H(tpl — t'pg) e H(tpn_l — tpn)V(t'pl) e V(t’Pn>7
P

(703)

gdje P oznacava permutaciju. Vremenski uredjen produkt n V-ova jest suma svih n!
permutacija V-ova sa svaka sa svojim poretkom vremena. Vremenski integral svakog od

tih n! doprinosa jednako doprinosi S operatoru, pa se on moze zapisati u obliku

= 14+ i % /OO dtvdty ... dt, T{V (t1)...V(t,)}
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Y T exp [—i /_ S V(t)] , (705)

poznatom kao Dysonov red (Dysonova formula za S opertor). Drugi red, (705), dobijen
je uzimajuéi da je T linearna operacija. Dokazimo (704).

D:

- Prikaz n-tog clana S operatora preko T' produkta

/dtl/ dty . . / dt, V() ... V(t,)

= / dtl/ dt, . . / dt, 0(ty —t2) .. . O(tp_y — t,)V (1) ... V(t,)
— dtpy... | dtpn O(tpr —tpo) .. O(tpns —tpa)V(tp) ... V(tpn)
n!;f_m P /_Oo PJ P P P P P P

sim na perm

= —/ dty . . / dt,, Zetm—tm) O(tpp_1 — tpn)V(tp1) ... V(tpy)

_ E dtl /dtnT{V(tl)...V(tn)} ~  (QED.(704))  (706)

« Napomena o konvergentnosti reda (704)

Red (704) je eksponencijani red ako V' komutira sam sa sobom. Medjutim, generalno
to nije tako. Nadalje, opéenito red (704) nije konvergentan, i u najboljem slucanju je
asimptotski red.

e Dokaz Lorentz invarijantnosti teorija sa skalarnom gusto¢om Hamiltonijana

* Podsjetnik uvjeta Poincaré (nehom. Lorentz) invarijantnosti (P.I.)

- P.I. je ispunjena ako S operator komutira sa operatorlma Uo(A, a) slobodnih P. T.
odnosno sa generatorima slobodnih P.T. Hy, PO, JO, KO

x Hipoteza

- Hipoteza : Hamiltonijan medjudjelovanja jednak je prostornom integralu gusto¢e Hamil-
tonijana, H (¥, t),

V() = [daH(Z, 1), (707)

koja je skalar na P.T. u sljede¢em smislu,

Uo(A,a)H(z)Uy (Aa) = H(Az +a) . (708)
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* Provjera konzistentnosti vremenskog razvoja V (t)

- Za infinitezimalnu P.T. (708) glasi

l

[—wyeJ?” —ic, PP, H(z)] = (wz+¢),0"H(x)

2
1
= [gwm(x“ap —2P0%) 4+ ¢,0°|H(x) (709)
= [JP7 H(x)] = (P — 270°)YH(x) (710)
= [P, H(z)] = i0"H(x) . (711)
- Posebno (0° = 6%0 =-3),
0
[Ho, H(w)] = [P H(@)] =) i*H(2) = —iZH(@)
t
= i[Hy, V()] = V() : (712)
ot
- S druge strane definicija V' (t) (692) daje isti rezultat,
V(r+ dt) (6%2) piHo(r+dt) |/ ,—iHo(r+db)
= QV(T) = i[Hy, V(1)], (713)
or
sto potvrdjuje konzistentnost (708) za definicijom V'(t), (692). Q.E.D.

« Lorentz (Poincaré) invarijantni zapis S operatora

Rabedi Dysonovu formulu za S matricu (704) i (707) dobijamo formalno L. inv. izraz za
S operator

S = 1+i(_75!>n/d4x1...d4xn T{H(z) .. H(z)} . (714)

U tom izrazu jedino definicija T" produkta nije manifestno Lorentz invarijantna. Ako je ra-
zlika prostorno-vremenskih tocaka dvaju gusto¢a Hamiltonijana vremenolika, (z; —z;)? <
0, onda se predznak razlike vremena sign(z9 — :)59) ne moze promijeniti pa je i pripadna
0(x7 —29) u T produktu invarijantna. Ako je pak prostornolika, (z; —x;)* > 0, T’ produkt
nije jedinstveno definiran ako gusto¢e Hamiltonijana ne komutiraju za prostornolike inter-
vale. Da bi se to izbjeglo, zahtjeva se komutacija gusto¢a Hamiltonijana za prostornolike

udaljenosti pripadnih prostorno-vremenskih koordinata,
[H(z),H(z)] = 0 za (x —2/)? > 0. (715)
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To je dovoljan (ali ne i nuzan) uvjet Lorentz invarijantnosti S operatora. Pokazimo to.
D:

- Jednadzbe (500), (506) i (474) nam pokazuju uz uvjet da su matriéni elementi W
operatora izmedju valnih paketa bez singulariteta na realnoj energetskoj osi da je Lorentz
invarijantnost ispunjena ako

(500) = 0 = [Ko,V]+[W,H],
(506) = [Ko,U(t,tg)] = —W(U(t,to) + Ult, to) W (to),

(474) = 0 = [Hy, S = [P, S] = [Jo,S] = [Ko, 5] .
- Iz (710) nalazimo
- (195) i (710) . .0
FoH@) = (I HE) = i —ag — V) (@)
) #Hy, Hx)] — itVH(z) . (716)
- Stavljajuéi ¢ = 0 i integrirajuéi po d*z (V =V (t = 0) = [ d*sH(Z,0)) dobijamo
FoV) = [t [ a0
- —[ / BraH (7, 0),H} + / Brdda’ TH(T0), H(F,0)] . (717)
- Identificirajuci
W= / d*r7H(Z,0) (718)

nalazimo da je uvjet (500) ispunjen ako je ispunjen uvjet (715). Q.E.D.
- Medjutim za ispunjenje L. inv. dovoljno je ispuniti uvjet

W, V] = / Prd®s’ Z[H(Z,0), H(Z,0)] = 0. (719)
To je nuzan i dovoljan ispunjenja L. invarijantnosti.

- Napomenimo jo$ da je upravo uvjet (717) ono Sto spoj Lorentz invarijantnosti i kvantne
mehanike ¢ini toliko restriktivnom.

e Bornova aproksimacija za deformirani ulazni val

- Do sada razmatrana pertubativna metoda vrijedi samo ako je V' malen.
- Za slucaj kada je
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gdje je Vi jako medjudjelovanje a Vyy slabo, moze se primijeniti metoda Bornove aproksi-
macije za deformirani ulazni val. Opis te aproksimacije slijedi.
- Kao prvo definira se ”in” i "out” stanje ako je V, jedino medjudjelovanje.

Uy, = Oo+ (B, — Ho+ie) 'V UE, . (721)

- Rabeéi (721) amplituda Tg’a se moze napisati kao zbroj amplitude koja ovisi o slabom
medjudjelovanju, jakom ”out” stanju i kompletnom ”in” stanju i amplitude koja ovisi o
jakom medjudjelovanju, jakom ”out” stanju i slobodnom ”in” stanju,

Ty = (U Vw0) + (U, Vid,) (722)
D:
i E (@ V)
P (W, — (By — Hy— i) WAL, (Vi + Vi) 03)

= (W VW) + (U, [V = Vi(Bs — Ho +ie) (Vo + Vip)]W) - (723)

Vo1 — (Es — Ho+ ie) ' V]U!

- )
W, V) + (T, Vb)) (724)

- Formula (722) je najkorisnija kada je drugi ¢lan jednak nuli, tj. kada jako medjudjelo-
vanje ne moze izvrsiti prijelaz o — 3 (kao npr. u S-raspadu),

T = (5 Vs (725)

(svi dosadasnji rezultati su egzaktni), te kada je Vi toliko slabo da se moze zanemariti
njegov utjecaj na Ui (Uh ~ Ul )

Tga = (\Ifs_ﬁ,VW\If:a). (726)

- Rezultat (726) je valjan u prvom redu u Vi i u svakom redu u V;. On se rabi u procesima
kao sto je ( raspad nukleona, gdje je dio Cestica definiran jakim silama.
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3.6 Posljedice Unitarnosti

Popis tema :

x Opticki teorem : veza My, 10

x Difrakcijski vrh

x Jednakost Sirina raspada Cestice i anticestice
* Boltzmannov H teorem (ne¢emo raditi)

[] Opticki teorem

* Unitarni uvjet

- Iz unitarnosti S matrice i izraza (468) za S matricu

(468) = Spa = (8 — ) — 2mid(ps — pa)Mpa

(y—a) = /dﬁ S5, S0 = oy —a)+ 27?2’54(]97 —pa)M;ﬂ/ — 27Ti54(p,y — Pa) M0

+ A4n? / dB3 5" (ps — pa)d' (ps — py) M5, Mpsa (727)
= 54(p'y_17::)54(1’/3_pa)
=0 = —iMy+iM}, +27 / dB6*(ps — pa) M, M. : (728)
Py=Pa

- Unitarni uvjet (728) je najkorisniji za specijalni slucaj a =,

ImM,, = —W/dﬁ 54(pﬁ—pa)|M5a\2 (729)
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* Veza M,, sa 'y i 0,
Uporabom (729) i izraza za dI" (650) i do (650,652),

(650) = dl'(a — ) = (27?)3N“_2V1_N0‘\Mﬁa\254(p5 — pa)dp,
(650,652) = do(a — () = (2m)*u, | Msal*6* (ps — pa)ds3,

slijedi
dl'(a — ) 3Na—271-No —1
r, = df————=% = (2 otV e —ImM,,,
Jas™e 2 — o) i
-1
oo = (2m)u t—ImM,,
T
= ImM,, — ——afa
1673

% 2 — 2 rasprienje i amplituda f(a — ()
- za 2 — 2 rasprsenje diferencijali udarni presjek u CM sustavu glasi

do(a — ) (e15) (2m)'K E{ELF\E,y

2
0 kE? [Msal”
- zgodno je uvesti amplitudu rasprsenja definiranu sa
47 |K'E!EYE\E
fla—=p) = 5 %Mﬁa
d
LT T o - )P,
x Elasticno 2 — 2 rasprsenje, opticki TM
- Za elasticno 2 — 2 rasprSenje
E1 == Ei, E2 = Eé
A7’ B E
= frla—p) = —#(Mﬁa)m

(730)
(731)

(732)

(733)

(734)

(735)

(736)

(737)

(738)

(739)

- posebno za « = [ (rasprSenje unaprijed, tj. bez rasprsenja; to je specijalan slucaj el.

rasprienja), (uo = (k/Ey + k/Ey) = kE/Ey Ey) vrijedi jednakost

A’ EE
Imf(a — «) = —%ImMaa
kE
ELEg
(734) _47T2E1E2 Uy O k

T P =
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poznata kao opticki TM.

(] Difrakcijski vrh

- Jedna od posljedica optickog TM (740) jest postojanje jako velikog diferencijalnog
udarnog presjeka u smjeru bliskom smjeru ulaznih cestica, tzv. difrakcijskog vrha. Izvod
slijedi.

- Logi¢no je pretpostaviti da je amplituda 2 — 2 rasprsenja f(Q2) glatka (neprekidna)

funkcija prostornog kuta. Stoga postoji prostorni kut AQ unutar koga |f(2)|? ima pri-
blizno istu vrijednost, npr. unutar faktora 2,
1
IF(]? > §\f(oz —a)l? unutar AQ . (741)
Stoga za totalni udarni presjek o, vrijedi,
(741) 1
ooz 22 @ faoifp S Jisa - a)an
> Nimfla—a)pan = 2 o2a0 (742)
— m — —
= iz 397270
k
in T
(742) 3242
AQ < . 743
< o (743)

- Eksperiment pokazuje da totalni udarni presjek o, ili tezi konstanti ili blago (priblizno
logaritamski) raste sa energijom (tj. k). Stoga je prostorni kut unutar koga je diferencijani
udarni presjek priblizno konstantan priblizno proporcionalan 1/k?, ¢ineéi istaknuti vrh u
diferencijanom udarnom presjeku, tzv. difrakcijski vrh.

[] Jednakost Sirina raspada cestice i anticestice

- CPT invarijantnost daje jednakost S matri¢nih elemenata za o« — 31 CP7T 3 — CPT «
proces

Ssa = ScptacrTs - (744)

- Podsjetimo se da operacije C, P i 7 sadrze i promjene pon kvantnih brojeva i faze,

+
L _ gt — pyt _ ) Yo M >0
P\I]a — \Il’Pa = P\I’p1a1m; R { n"lUle:th\I]%pl—alnl; iy M=0" (745)
—1)pf . M >0
TVE =Wk, = TUE = { G (D v , (746
(6% Ta pioini; ... Cn1016$ \Ilgplo'lnl; R M — 0 ( )
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CVE=V% = OV =&, U , (747)

P1O1N1; p1oing; ...

= CPTVE =V, ,

= OPTY*

pioini; ...

_1)ii—o ¥
{ 77n1C7L1( ]‘)Jl 1§n1\11p1—0'1n§; L) M > 0 (748)

F —
Nnioy gﬂlo'lé-nl \Ilpl—aln‘{; 20 M =0

- Iz Eq. (748) se vidi da je C'PT transformacija ne mijenja 4-impuls, mijenja predznak
projekcije spina (heliciteta) i mijenja ¢esticu u anticesticu. Zbog invarijantnosti 4-impulsa
na C'PT cestica i anticestica imaju istu masu. Nadalje, ne mijenja se ni delta-funkcija
5*(p] — p1), pa su prema (468) jednake i amplitude M,

Mg, = Mepracrts - (749)

- Posebno ako je a = 3 fazni faktori iz (748) se krate,

Mplmm; oPLOINA e Mp1—a1n‘i; cop1—o1n§; ... - (750)
Stoga su i imaginarni dijelovi tih amplituda jednaki,
ImAM, = ImM

P1OINL; ...,PLOIN; .. pP1—01n{; ..,p1—01Ng; ... * (751)

- Iz jednadzbi (751) i (732) slijedi jednakost brzina procesa a@ — (bilo §to) i CPTa —
CPT (bilo sto)

' = Tepra - (752)

- Posebno ako je o jednocesti¢no stanje
Lpon = Tpone, (753)
tj. dobija se jednakost Sirina raspada jednocesti¢nih stanja pon i p — on®. Bududi da u

sustavu mirovanja p = 0 nema smjera koji bi definirao projekciju spina pa stoga vrijedi
jednakost Sirina raspada,

Typon = Tpone - (754)
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4 Princip dekompozicije nakupina

e STRUKTURA HAMILTONIJANA H:

Po prvi puta ¢emo detaljnije govoriti o strukturi H. H se moze definirati zadajuci sve
matricne elemenate H izmedju stanja sa bilo kojim brojem cestica. Ekvivalentno H se
moze prikazati preko operatora stvaranja i poniStenja ¢estica (koje su uvedene pri kanon-
skoj kvantizaciji polja — u uvodu).

e RAZLOG ZA UVODJENJE OPERATORA STVARANJA I PONISTENJA:

ako H = Y (a'...a...)0%()(nesingularni koeficijent) zadovoljen je PRINCIP DEKOM-
POZICIJE NAKUPINA (CDP)

— zbog CDP se a i al uvode u (nerelativisticku) kvantnu statisticku mehaniku

— ispunjenje CDP i Lorentz invarijantnosti S-matrice je razlog za postojanje teorije polja
(lokalnost)

4.1 Bozoni i fermioni

e Hilbertov prostor je razapet sa 0, 1, 2, ... Cesti¢nim stanjima (analiza koja ¢e
biti ovdje iznesena vrijedi za slobodna, ”in” i "out” stanja)

e Sve su Cestice ili bozoni ili fermioni
— Promjena faze pri zamjeni identi¢nih cestica :

(b...ﬁan...ﬁ’a’ n. — j:q)...ﬁ’a’n...ﬁan...a (755)

7 —7 za dva identi¢na fermiona, ”+” inace.

e "Dokaz” da su cestice bozoni ili fermioni

x Ako su u stanju identic¢ne Cestice, onda zamjenom dvaju identi¢nih ¢estica nuzno
dobijamo isto stanje, tj. ta se stanja mogu razlikovati samo u fazi,

(b...ﬁan...ﬁ’o” n.. = Ozn(b___ﬁlaln___ﬁo.n___, (756)

(756) je zapravo definicija identi¢nosti ¢estica.

faza - o Cemu moze ovisiti :

% ne ovisi o drugim cCesticama (inace bi bio narusen princip dekompozicije nakupina
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(CDP))

% moze ovisiti o p, medjutim faza je broj (dakle Lorentz invarijanta), pa moze ovisiti samo
o skalarnim produktima p; - p;; to ne mijenja konacan rezultat za o,

* ne ovisi o o (rotacijska grupa ima samo trivijalnu 1-dim rep.)

* Moze U principu ovisiti o stazi kojom smo dosli u stanje - ali taj se problem javlja samo
u 2 dimenzije

Stoga faza zavisi samo o stanju n, te dvostruka zamjena identi¢nih cestica,
2
(I)...ﬁcr n.plo'n. — anq)...ﬁon...ﬁ’ o' n... s (757>
daje o> = 1 odnosno

a, = =+1. (758)

x Zamjena razglicitih Cestica :

— moguca konvencija : slaganje po redosljedu - prvo svih fotona, pa svih protona, pa svih
elektrona, itd. - nespretno

— zgodnije : uvesti konvenciju da svi fermioni antikomutiraju a svi bozoni komutiraju

e Normalizacija

x mora biti u skladu sa simetrijskim uvjetima :

* [notacija ¢ = (pon)|

— vakuum i 1-¢esti¢no stanje : nema efekata simetrije :

(Po, ®o) = 1, (759)
((I)qU éq) d(q — q/) . (760)

— kod dvocesticénih i viSecesticnih stanja u normi se javljaju efekti simetrije:

@qﬁqga q)q1q2) = 5(% - Q1)5(q; - Q2) + 5(% - Q1)5(q; - Q2) (761)
((I)QQQQ---Q}V[? Dyrgsoqy)s = Omn Z op H 6(qi — q;%) : (762)
P i
U Eq. (762) se negativan predznak javlja samo u sluc¢aju dva identi¢na fermiona, inace
je predznak pozitivan. U Eq. (762) suma je preko svih permutacija cijelih brojeva 1,

2,...N. Takodjer, p je faza jednaka —1 ako P sadrzi neparnu permutaciju fermiona, a
inace je jednaka +1.
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4.2 Operatori stvaranja i ponistenja

e Operator stvaranja definiramo njegovim djelovanjem na stanja — dodavat ¢e cesticu
stanju ispred ostalih Cestica u stanju

a'T(q)(b‘Zl---QN = Pugqn - (763)

Odatle slijedi definicija N-cesticnog stanja

aT(ql) .. .aT(qN)(I)O = Oy an - (764)

e Operator ponistenja : a(q), hermitski pridruzen operatoru a'(q), uklanja éesticu
iz stanja

N
a(q)Pq..qn Z )" 'o(q @)Ly .gr—1ar41.an (765)

i zbog toga se zove anihilacijski operator (operator ponistenja).

Dokaz (765) :

((I)qi qua(q)(I)q1~~.qN) = (a ()q)q’l qu(I)qlqu) = ((I)qq’l---qth)qu.qw)

N
= OMt1,N Z(S(q —q)(£)" l(q)q’l Qo (bq1~~~Q7“71Q7“+1~~~QN)

r=1
N
= 5M+1,N<(I)q/1 Ty 7Z<:l:)r_15(q - qT>(I)q1~~~fI7"71(Ir'+1---(IN) (766)
r=1
= Q.E.D. (765)
e (765) =
a(q)®y = 0. (767)
D:

(q)II1~~7a(q>(I)0> = (q)qfth(I)O) = 07

jer L stanje ®,,, . ima bar jednu cesticu a desno niti jednu. Q.E.D

¢ "Komutacijske” relacije
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Usporedbom izraza dobijenih djelovanjem operatora a(q')a’(q) i a'(q)a(q’), na opée stanje,
a(q/)aT(q)q)QI---QN = a(q)Pggr...qn
= (¢ — Q) Pgy.qn + Z ) (g - @) Pagr.gr—1r41.an+  (768)

! (@)ald) Py qx = a%@[Ejea”%aw )y |

T

- Z(i)r_l(s(q, - qr)¢QQI~--QT71QT+1---QN)’ (769)
dobijamo
[a(d)a'(q) Fa'(@)a(d) = 6(a—)NPgr.qn  YPq..qn (770)
= a(q')a'(q) F a'(q)ald) = s(¢—¢') . (771)
Sli¢cno
aT(q/>aT(q)q)q1qu = Pygqay = TPuqran = :I:aT(q)aT(q/)(I)qlqu
= [a'(¢)al(q) Fa'(9)a" ()P = 0 Vg gy
= a'(¢")a’(q) Fa'(q)a’(¢) = 0. (772)
Hermitskom konjugacijom (772) dobijamo
a(q)a(q’) F a(q')a(q) = 0. (773)
Rezimirajmo

(771) = a(fJ’)aT(qﬁa(q)a(’
(772) = a'(¢')a’(q) Fal(
(773) = alq)a(d) Fald)alq) = (774)

Gornji predznaci odgovaraju bozonskim operatorima a doljnji fermionskim.

e Teorem : Svaki operator O, koji djeluje u Hilbertovom prostoru ”in”, ”out”

ili slobodnih stanja, moze se prikazati preko operatora stvaranja i ponistenja,

= S0 [y ) it o)

N=0 M=0
x Onm(qy---anq---qur) - (775)

D:
Treba pokazati da mozemo izabrati koeficijente Cnpp tako da matriéni elementi mogu
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poprimiti bilo koju vrijednost.

Dokaz se provodi matematickom indukcijom :

1. Prvo pokazimo da (®g, OPy) moze poprimiti bilo koju vrijednost.

2. Zatim pokazujemo da V Wy o i, .. vrijediisto tj. da (Vg g, 0¥, ) takodjer
mogu poprimiti bilo koju vrijednost.

* proizvoljnost (®y, ODy) :

(®g, ODy) @ Coo - (776)

Odabirom Cyy po volji o¢igledno dobijamo bilo koju zeljenu vrijednost (®g, OPy).

* Proizvoljnost (\Ifqzlmqu,O\Ifqlqu) :

- Pretpostavimo da smo nasli koeficijente Cyyyza N < LiM < KiliN<LiM<K,
tako da matri¢ni elementi

((I)q/l---Q;\ﬂ O(I)ql...qM) (777)

imaju zeljene vrijednosti.
- Matri¢ni element za kojeg ispitujemo da li moze poprimiti bilo koju vrijednost ima
sljede¢u strukturu

(\I]qi---q’y O\qu...qx) (778)
= 5L+M,N+K[5LN5MK LI'K! CKL(Qi .. -C_I/L> qi - - ~QK)
+ (¢lanovi sa koeficijentima Cyyy N < Li M < Kii N<LiM < K)].(779)

Drugi sumand sadrzi ¢lanove koji u kojima se kontrahira barem jedan operator ponistenja
iz (Wg,..q | sa jednim operatorom stvaranja iz stanja [®,, ,,). Stoga njemu doprinose
samo Clanovi sa Cyyy N < LiM < Kili N < LiM < K. Prvi ¢lan ne sadrzi niti
jednu takvu kontrakciju i proporcionalan je koeficijentu Cp . Koeficijenti Cypyy N < L i
M < Kili N <LiM < K su fiksirani ranije, dok je CLx neodredjen. Njegovim izborom
moze se dobiti bilo koja vrijednost matricnog elementa (Vg o, OV, o). QE.D.

e Komentar o NORMALNOM UREDJENJU

* U izrazu za O, (775), operatori stvaranja, a' su slijeva a operatori a su s desna — drugim
rije¢ima on je NORMALNO UREDJEN.

« Formula (775) vrijedi i za operatore koji nisu u normalnom uredjenju — prijelaz u
normalno uredjenje daje samo clanove nizeg reda i eventualno + predznak.

e Aditivni operatori
- definicija
FOq gy = (fl@)+-. flan))Pgqn - (780)
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- oblik operatora koji ima svojstvo aditivnosti

Fo= / dga'(q)a(g) f(q) - (781)

Npr. operator energije slobodne cestice glasi
Hy = / dqa'(q)a(q) E(q), (782)
E(q) = VpP*P+m; = E(@.on). (783)

D aditivnosti :

/ dg @' (Q)a(q) E(@)®q gy = / dg B()at (@) S ()60 — )P0 g r0reran

= /dq E(q> Z[(:I:)T_IP(;(Q - QT>(I)41~~%«714%-+1~11N
= (B(@q)+...+E(qn)Py.qn - (784)

e Lorentz transformacijska svojstva operatora stvaranja i ponistenja

x Lorentz transformacija N-Cesticnog stanja

UO(Aa CL)(I)mcflm,szznzw

, Ap: )0 :
W (e-ithra ) ( (Ap1) ) (ZD(SJfgl(W(A, pl))...> D p71m1 Apgrans.... (T85)
o1...

n
Dpyoymy proams.... = (al(proing) .. )P . (786)
(Razlika u translacijskoj fazi u (405) i (785) : u (405) je prvo primjenjena Lorentzova

transformacija pa translacija a u (785) prvo translacija pa Lorentzova transformacija.)

* Vakuumsko stanje : uzima se da je vakuum inv. na svojstvene ortokrone
Lorentz, P, C' i T transformacije; zapravo da je invarijantan na sve transfor-
macije,

U()(A,CL)(PQ = (I)() (787)
Sada mozemo zakljuciti
785 , Ap)o ;
oAy e [ 5 D000 (0, ),
= Up(A, a)a’ (pon)Us (A, a)Us(A, a)Pg
(787)

=" Us(A,a)a' (pon)Us (A, a)®q (788)
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= | Us(A,a)at (pon)Us (A, a) = ey JURE S~ DU (A, p))at(Apan) |. (789)

Analogno se dokazuju relacije za C, P i T transformacije,

Cal(pon)C™' =) g0l (pone), (790)
Pa'(pon) P~ e nwal (Ppon), (791)
Ta'(pon)T™* (29) Co(—=1)Y " (Pp — om) . (792)
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4.3 Dekompozicija nakupina i povezane amplitude

[] Vjerojatnosti prijelaza udaljenih eksperimenata su nezavisne

!
(] S matricna teorija - princip dekompozicije nakupina :

Ako se mmnogocesticni procesi a; — (1, g — [a,...an — By, zbivaju na medjusobno
udaljenim lokacijama tada se S matrica faktorizira

udaljenost

SB1+62+...+6N,a1+a2+---+ajv - Sﬁwq Sﬁzaz s SBNOW . (793)

(1 Matematicki, kombinatoricki rastav S matrice :
definicija ”povezanog” dijela S matrice (za sada nije objasnjena veza sa povezanoséu
S matrice)

Sﬁa - Z (i)Sélalsgmm e SENOCN . (794)
PART
6 =Bl I 62 : iﬂ/\/i
a ay Ia2i IaN:

Figure 6: 4.1 Particija « i 3 stanja

Suma ide preko svih particija 3 i « stanja koje se dobivaju permutiranjem stanja unutar
a (o« — P,a) odnosno [ (8 — Ppl) te zatim razdjelom na N posdkupova stanja. Per-
mutacije unutar podskupova nisu bitne (podskupovi (I = 1,..., ) se npr. urede uzlazno
: My, < Ny1y,). Predznak je pozitivan (negativan) ako permutacije P, i P, imaju paran
(neparan) broj zamjena fermiona. Suma po particijama sadrzi i sumu po A (koji nema
veze sa N iz (793)).

x Iterativnost definicije

- povezani dijelovi amplitude se definiraju iterativno po nekom principu: prvo za vakuum,
pa za jednocesticno stanje itd. Napomenimo da se po definiciji povezana amplituda ne
moze prikazati kao produkt druge dvije amplitude.

- Opcenito povezana amplituda za prijelaz o — 3 S5, dana je sa

(& ! (& (4
Spa = Shut > ()50 - (795)
PART
gdje su amplitude S5 , definirane prethodno iterativnom procedurom po nekom danom

principu.
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- Npr. uz pretpostavku da je broj cestica sacuvan vrijede sljedece iterativne definicije
povezanih amplituda
- vakuum

S = 1. c = 0; (796)
- jednocesticna stanja

Sqq = 5(q'—q) = S5

qq

(797)
- dvocesticno stanje

Stigae: = Sgqma +(0(0 — @1)0(dh — a2) £(qy —q2)0(gs —q1)) 5. (798)

Uociti da vakuumska amplituda po definciji ne moze biti povezana, da je po definiciji
amplituda jednocesti¢nog stanja povezana, te da se iterativnost definicije povezane am-
plitude javlja po prvi puta u dvocesticnom stanju (delta funkcije su povezane amplitude
ukupne amplitude jednocesticnih stanja).

[J TM o principu dekompozicije nakupina.

Teorem : Princip dekompozicije nakupina za S matricu (A) ekvivalentan je
zahtjevu da S§, — 0 ako se bilo koja cestica iz a + [ nastoji izdvojiti i udaljiti
u beskonac¢nost (B).

doi+Bi,05+535]—
Byt Sﬁlalsﬁwrz s Sﬁ/\fa/\f

Sﬁl+ﬁ2+...,a1+a2+...

ukljucuje sumu po N

(794) = = \> I (800)
PART 1
el
Bl / ozj
v H——2Y
ﬁ Ho—p—




(793) =

51//041_ . ﬁ;é B _ (P/%j{TH ) _ Sozlﬁl
PART %@5 X(PA%T ) XSagﬁg
Oy % Hl

PART

/ x( ¥ 1191 ) X San

ako je 37 + f iz dva udaljena

Pi + ai, pripadni Sgeq. — 0
(801)

Nuznost (A<B) : Uvjet TM vrijedi za svaki S¢ matri¢ni element, specijalno za S5,

aij
Séjaj qe(ﬁj—’_aj)_)oo O

= Soa = (D [IS50)-- (D TS5 ,05,) = Ssian - Soyan  Q-E.D.(802)

PART PART

Dovoljnost (A=B):

Soa = Spar--Savay = (3 [[S5a) (D [1S5a,):  (803)

PART PART

(803) = nema matri¢nog elemenata S%. . sa elementima u dva a; + f3;
J
= Sheqe — 0 ako se bilo koji element af 4 5 izdvoji i ode u beskonacnost. Q.E.D
J

[J Princip dekompozicije nakupina u impulsnom prostoru

x gledamo ve¢ kroz ekvivalentni uvjet za ostvarenje principa dekompozicije nakupina,

Sy T (804)
Analiziramo S§ . u p prostoru:
:%"15'2...;5152... = /(dgpll ) (dPpy - -)S%%,,,;ﬁlm___(eiplfl o) (e (805)
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- Pokusaj 1 :

Pretpostavimo da je Sz%p*z...;ﬁﬁz...
koju kombinaciju {¥, — oo}, {7; — oo} Sogc"lf’g...;flfz... — 0. To je ocigledno prejak uvjet
jer istovremena translacija svih koordinata za isti iznos ne smije mijenjati amplitudu zbog

translacijske invarijantnosti.

- Pokusaj 2 :

Pretpostavimo da vrijedi translacijska invarijantnost. To je ekvivalentno uvjetu da .S 5%"1 i1

Lebesgue integrabilna funkcija argumenata. Tada za bilo

ne ovisi o jednoj od koordinata (npr. x; ili koordinati ”tezista” Z.),

S;—;m"ostor = Sg"l—fc,...;fl—fc... : (806>
Odatle slijedi da je F.T. proporcionalan §-funkciji,
S;—;nmstor = 51%17’2---;171172...
o< PPy +py+...)— @ +Py+..), (807)

isto kao ukupna S matrica.

Nadalje, moze se zakljuciti da je Sy_,,s, Proporcionalan d-funkciji koja cuva energiju.
Naime, za S matricu vrijedi zakon sacuvanja energije, ali taj izvod vrijedi ne samo za
ukupan prijelaz « — [ (dakle za Sg,) nego i za svaki par podstanja «; — [; (dakle
i Sa.p) koji ne medjudjeluju sa ostalim dijelovima ukupnog pocetnog («) i konacénog
(B) stanja (po izvodu, stanja koja medjudjeluju zadovoljavaju barem zakon sa¢uvanja
energije; ako ne medjudjeluju pored energije ¢uvaju sve kvantne brojeve). Stoga,

Sy rostor X O(Ey+Ey+...) = (BEy +Ey +...)) . (808)
Stoga
St = OB+ Do+ ) = (B + P +..0)
X (5((E{ + Eé + .. ) — (El + E2 + .. '))017'1,---;171,--- . (809)
- provjera : integracija po d*p} u (805) vodi na ovisnost Stz sz, O razlikama T — 1
17 — .

- Neovisnost o jos jednoj od koordinata?
Neovisnost o jos jednoj od koordinata bi vodila na moguénost odvajanja dva dijela o + (3
Cestica relativno u beskonac¢nost. To nije moguée zbog uvjeta (804). Nadalje, to bi znacilo

da funkcija Cy .5, ima jos jednu impulsnu ¢ f-ju.

= Cp ... ne smije sadrzavati 0 f-ju zbog CDP.
= 55 ..., nora sadrzavati jednu i samo jednu ¢ f-ju zbog CDP.

Napomena : Cﬁl ...py.... hije nuzno analiticka. Ona moze sadrzavati polove i rezove, ali ne
singularitete tipa J-funkcije.
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4.4 Struktura Hamiltonijana medjudjelovanja

x* PITANJE : Kako mora izgledati Hamiltonijan da bi dobili S matricu koja zadovoljava
princip dekompozicije nakupina.

*x Hamiltonijan : op¢a struktura bilo kojeg operatora

H = ZZ/dqi...dqﬁvdql...qu

N=0 M=0
aT(QD - -GT(Qﬁv)a(QM) .- 'a(fh)hNM((A - -C.I§v7 G--qu) - (810)

e TEOREM : S-matrica zadovoljava princip dekompozicije nakupina ako (i koliko je
Weinbergu poznato samo ako) Hamiltonijan ima oblik (810) sa koeficijentnom funkci-
jom hyjs koja sadrzi samo jednu 3-D § funkciju. Eksplicite,

hNM(ﬁﬂini .- -ﬁNvan§V7ﬁ10'1n1 ‘e -ﬁMUMnM)
= 5(}5’1+...ﬁ’N—ﬁ1—...—ﬁM)
X hNM(ﬁlginll . -ﬁNU§Vn/]V>ﬁ101n1 o DMOMNM), (811)

gdje hyy ne sadrzi niti jednu ¢ funkciju.

O Dokaz TM :

x Rabimo vremenski ovisan racun smetnje. Kod njega se faktori koji odgovaraju zbroju
energija mnoze ('), za razliku od od faktora 1/(E — E, + i€) koji nemaju to svojstvo.

* S matricu prikazujemo preko Dysonove formule (705),

@9, [la  XIlalTla)  XIla'[Ta() a0

05
> (—z)” > =~ ~ = —~ = =~
Spe = 20: e dn (R T V) Vi) )R,
V() = eitfoty—ithot, H = Hy+V . (812)

Stanja i Hamiltonijan medjudjelovanja se mogu izraziti preko op. stvaranja i ponistenja
(izraz (812) za S je napisan formalno, samo da se istakne njegov sadrzaj op. stvaranja i
ponistenja)

o, = (H@) I e (H@) D, (813)

gEQ qeB

S (T - (814)
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x komutacijske relacije : ”pomi¢emo” a-ove na desno prema ®, ®,-stanja i af-ove
na lijevo prema @y ®s-stanja. Pri tome uporabom komutacijskih (antikomutacijskih)
pravila,

a(q)a'(q) = +a'(q)a(d) + (¢ —q) . (815)

a (a') daje 6(q — ¢') doprinose sve dok ne dosegne vakuumsko stanje, kada daje nulu
(¢oal = 0; agy = 0).

= konacan rezultat sadrzi samo J-funkcije od komutacijskih relacija, ¢ funkcije iz hya-
ova, hyp-ove te integracije i sume iz V-ova i integracije iz definicije S matrice. Formalno
prikazano,

Spa = <”Z/7LNM5(ZP’—ZP)”) (ZH5(q—q’)(i)) - (816)
—— — - N -

V—ovi,®q,P3: kombinatorika a,al

Spa V—ovi: fu—dio

« Graficki prikaz matri¢nih elemenata Sj, Svaki od clanova u sumi (816) moze se
prikazati dijagramom (nije jo§ Feynmanov dijagram jer se ne pridjeluju faktori elementima,
i gledaju se samo 3-D J-fje). Svakom Hamiltonijanu V() se pridjeljuje tocka. Po¢etnom
(®,) i konacnom (Ps) stanju se pridjeluju plohe (tocke, linije) u t = —oo odnosno ¢ = oco.
)-funkcijama nastalim (anti)komutacijom operatora stvaranja i ponistenja se pridjeluju
linije koje povezuju objekte (V-ove, ®,, ®3) odakle dolaze pripadni operatori stvaranja
tj. ponistenja. Primjeri dijagrama dani su na Slici 3.

P

Py

D

Figure 7: Primjeri dijagrama
Slika (a) prikazuje slucaj kada nema medjudjelovanja. 1 pocetno i konacno stanje su
jednocesticna stanja.

Slika (b) prikazuje slucaj sa jednim medjudjelovanjem koje nosi dva operatora stvaranja i
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dva operatora ponistenja. Pocetno i kona¢no stanje su dvocesti¢na. Dijagram je povezan.
Slika (c) prikazuje ponovno povezani dijagram, ali sada sa dva medjudjelovanja. Jedno
od njih ima dva operatora stvaranja i jedan operator poniStenja, a drugo dva operatora
ponistenja i jedan operator stvaranja. Pocetno i kona¢no stanje su dvocesti¢na.

Slika (d) prikazuje primjer nepovezanog dijagrama sa nekoliko nezavisnih dijelova. Prvi
odgovara slucaju (a), drugi slucaju (b) a treéi slozenijem dijagramu.

- Slika (d) ilustrira sto se desava u generalnom slucaju :

- Vrhovi se grupiraju (particioniraju) u skupine koje medjusobno medjudjeluju.

- Vrhovi nepovezanih dijelova dijagrama medjusobno komutiraju.

- Pocetno i kona¢no stanje se raspada (particionira) na podstanja koja su povezana sa
nekom od grupa medjudjelujuéih vrhova.

O Prikaz amplitude Sz, preko njenih povezanih dijelova

* (g, T(V(t1)...V(tn))Pa)

- Prema gornjoj raspravi matriéni elementi iz (812) (®g,T'(V(t1) ...V (t,))Ps) sadrze
sumu doprinosa koji odgovaraju tvorbama svih rastava vremenski uredjenog produkta
vrhova, pocetnog i konacnog stanja danog matricnog elementa na isti broj dijelova (v), i
povezivanjem vrhova i dijelova po¢ i kon. stanja i — tog ¢lana (povezana nakupina = pn)

(25, T(V(t1)... V(ta))®a) = D (£) H(%jaT(V(tjl) V() ®ay)e (817)
(v povezanih dijelova ~ {ny,oq, 01} + ... {n,, a,0.}) . (818)

- povezani ¢lanovi {n;, a;, 4;} ne moraju nuzno biti ostvarivi, tj. mogu davati doprinos 0;
zbog toga je [ [, neovisan o sumama; prezivljavaju samo doprinosi u kojima su svi ¢lanovi
u produktu (817) razliciti od 0.

- &+ predznak dolazi zbog permutacija fermionskih Cestica po¢. i kon. stanja da bi se
dobila stanja a; + ...+, 1 B+ ...+ 5, .

- indeks ”¢” oznacava da je i-ti matricni-podelement povezan.

- rastavi ny + ...+ n, (vrthova), a3 + ...+ a, i /1 + ...+ [, su medjusobno nezavisni,

) = > &) > . (819)

pn part stanja ni...ny
n+...ny=n

* Sﬁa

- sumacija 1 integracija po vremenskim koordinatama u Sg, (812) koja je ispred matri¢nog
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elementa (817) komutira sa sumom . ... (&£).

- zbog integracije po vremenskim koordinatama se V' (t;) ne mogu razlikovati, sto daje
dodatni statisticki faktor koji opisuje rastav n identi¢nih veli¢ina na v dijelova (samo se
tu javlja produkt po v),

n!
H?:l gl
- sumacije u S i suma po n;-ovima uz konstantan n se kombinira u produkt suma
o . v o .
(—=i)" n! (—i)™
Z n! Z I[L ! - H Z n;l (821)

n=0 ny...Ny -7:1 ’ijZO
ni+...+ny=n

(820)

Upotrebom gore navedenih komentara dobijamo sljede¢i izraz za Sg,

o = ZO%?" G Hl/_wdtﬁ...d%
n= ny...n J=

part stanja

v
ny+...ny=n

n!
x (g, T(V(ts) .- V(L. )Pa;)e T !
=11

- Y O[> (;ij)!”f /_ - by, ... dty, (B, T(V(ty) ... V(t;, ) @)

J
part stanja j=1n;=0

- Z (i) H ngaj’ (822)

part stanja

c _ S —1)" >
S5, = Z(n!) / dty, . dty, (B, T(V(t;) ... V(E, ))®a ) (823)
n=0 o

* Prema Eq. (809) i objasnjenju ispod te jedn. S¢ moze imati jednu i samo jednu
3 (>°pr — . pi) funkciju. Stoga je preostalo provjeriti da li je to ispunjeno.

Svaki vrh nosi jednu ¢* funkciju. Svaka unutarnja linija (propagator) daje jednu inte-
graciju po unutarnjim impulsima. Svaka zatvorena petlja ¢ini jedan od impulsa neodred-
jenim, pa takva integracija ne ponistava 63-fj-u. Stoga je broj d-funkcija D jednak

D = V-I+L. (824)
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Postoji topoloski teorem koji povezuje broj vrhova V, broj unutarnjih linija /
broj petlji L i broj povezanih dijelova dijagrama C :

C = V-I+L. (825)

Primjeri koji ilustriraju TM su prikazani na slici:

+ ot
T3

Figure 8: Topoloski teorem

Ocigledno je broj delta-funkcija jednak broju povezanih dijelova dijagrama.

C =D. (826)
Za povezani dijagram broj povezanih dijelova dijagrama je C' = 1. Stoga je za njega
broj d-funkcija, D = 1. Drugim rije¢ima S¢ ima samo jednu §3-fju. Q.E.D.
Time je dokazan i CDP za S matricu sa Hamiltonijanom (811). Q.E.D.
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5 KVANTNA POLJA I ANTICESTICE

e Teme ovog poglavlja:

* konstrukcija slobodih polja

x posljedice ujedinjenja QM i relativnosti:

- veza spina i statistike (spin-statistika TM)
- postojanje i razlog postojanja anticestica
- CPT teorem

5.1 Slobodna polja

¢ Podsjetnik svojstava S-matrice:
1. Uvjeti Lorentz invarijantnost S-matrice

S matrica je Lorentz invarijantna ako se Hamiltonijan medjudjelovanja moze napisati kao
integral gustoé¢e Hamiltonijana medjudjelovanja koji je Lorentzov skalar,

(107) = V() = / BrH(F b, (827)
(708) = Up(A,a)H(z)Uy (A,a) = H(Ax + a), (828)
i koja zadovoljava dodatni uvjet

(7115) = [H(z),H(z")] = 0 za (x —2/)? > 0. (829)

2. Princip dekompozicije nakupina (CDP)

Hamiltonijan medjudjelovanja (i slobodni Hamiltonijan) se kao i svaki operator moze
prikazati preko operatora stvaranja i ponistenja,

(810) = V = ZZ/dqg...dq;qul...qu
N

=0 M=0
/

al(q) .. a'(gy)alanr) - - alg)hvm(qi - dyoau - qu) - (830)
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Medjutim S matrica zadovoljava dodatni uvjet, princip dekompozicije nakupina (793),
iz kojeg proizlazi da koeficijentne funkcije Hamiltonijana hyj, imaju jednu i samo jednu
§3-funkciju,

(811) = hym(proyny ... Pyoyny, Proin ... Pyuoana)
= 6P\ +...0y—D1i—...—Pu)
X hNM(ﬁlainll...ﬁNaﬁvn'N,ﬁlalnl...ﬁMUMnM) . (831)
O Problem :

Transformacijska svojstva operatora stvaranja i ponistenja su komplicirana,
_ i -1 Ap +
(789) = Uy(A, a)al(pon)Us (A,a) = e ZD W (A, p))ah o, (832)

pa na prvi pogled izgleda da nije moguce zadovoljiti istovremeno raspis Hamiltonijana
medjudjelovanja preko operatora stvaranja i ponistenja i Lorentz invarijantnost S ma-
trice.

- Napomena : u daljnjem razmatranju ¢e Lorentzove transformacije A ukljucivati svo-
jstvene ortokrone L.T ili ¢e jos dodatno ukljucivati paritetnu simetriju.

¢ Rjesenje problema : POLJA

x Lorentz transformacija polja

- Problem se rjesava tako da se gusto¢a Hamiltonijana H(z) izgradjuje od polja - polja
ponistanja (¢estica) 1, (x) 1 polja stvaranja (cestica) ¢, (x),

vie) = Y [ @pwlsgomnazon), (833)
@) = X [ @ utiomd o) (834)

sa koeficijentima u(z; g, o,n) i ve(x; p, o,n) odabranim tako da se pri Lorentzovim trans-
formacijama polja mnoze sa x-neovisnim matricama,

Un(A, a)i (2)Uy <Aa>=:§jDa (Ax +a), (835)

Un(A, @)ty (2)U5 ' (A, a) = ZDM ¢ (Az +a), (836)

(stavili smo jednake D* matrice za ¢, i ¢, polja jer se moze se pokazati da se uvijek
mogu odabrati polja tako da su te matrice jednake).
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* Svojstva D matrica

- D matrice tvore reprezentaciju homogene Lorentzove grupe
D:
Rabedi izraz za produkt dvaju Poincaréovih transformacija (vidi Tab 1.),

UN,dYUANa) = UNANa+d), (837)
i transformacijska svojstva polja (835) i (836) nalazimo
UN,dVUAa) @ vF(z) — Z D@(A_l)Dﬁ(A/_l)@D;(A,A{E + Na+d)
7]
DS DA((NA) T WEW AT + Nat d
D = x a+ad)
7

= Y Dy(A)D(NTY) = Dg(AT'AT)

17
‘

- Moguce ireducibilne reprezezentacije D(A) (homogene Lorentzove grupe) : skalarna

D(A) = 1, vektorska D(A)*, = A*,, te razne tenzorske i spinorne reprezentacije (vidi
poslije).

- Razmatranja u ovom poglavlju vrijede i za reducibilne reprezentacije homogene Lorent-
zZove grupe.

- ¢ uociti ja ¢ine reprez ij incaréov
Napomena : uociti da polja ¢ine reprezentacije Lorentzove grupe a ne Poincaréove
grupe.

e Lorentz invarijantna gustoé¢a Hamiltonijana
- Opéi oblik gustoée Hamiltonijana izgradjena preko polja je

Hz) = D> > g0, ety (@) (2)0F (2) . (), (839)

MN £)..0) £1..00s

gdje su Ty konstantni koeficijenti.
- Uvjet skalarnosti gustoée Hamiltonijana (708,828) daje dodatni uvjet na koeficijente

gy ..l 1. Lags

Za...f'N O1..8
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L = HAz+a) 2 Uy(A,o)H() U7 (A a) = D
Lo=> > >
MNZ;,,,ZINZL.ij

9.0 b

wz_,l (Az +a).. '¢Z_/N (Az +a)¥] (Az+a).. .wgw (Az + a) (841)

D=2 2 2 2 2

MN £yl b bar 7y Oy Gl

Dg,lzll (A_l) P DZINZIN (A_l)Délzl (A_l) P DKMZM (A_l)ggll___gllwgl___gM
vy (Ax+a) .. ¥y (Az+a)d) (Az+a).. .wgw (Az + a) (842)
(828,841,842) = (840) Q.E.D. (843)

S uvjetom (840) koeficijenti gy ¢ ¢,..c,, POstaju CG koeficijenti za Lorentzovu grupu.

e Nalazenje koeficijentnih funkcija u,(z;p,o,n), v(z;p,o,n) za M >0
[J Opce Poincaréove transformacije
(Napomena : koeficijenti za M = 0 bit ¢e nadjeni u poglavlju §5.9.)

x Transformacija operatora stvaranja i ponistenja

- Unitarnost reprezentacija Wignerovih rotacija DY) (W) i jednakosti DU (W=1) = DU~ (W)
daje
DZW) = (DD )gp(Wh) = (DD, (WT) = Dr(w=) . (344)

oo o

- Uporabom (844) i L. transf. operatora stvaranja (789) nalazimo

. 0 .
oA, a)al (o) () = e [CEES™ =44, ) ), (545)
p T

Uo(A, a)a(pon)U; (A, a) = e“AP)a,/%—’g”ZD(@(W—l(A,p)) a(Faon) . (846)

- L. transf. a(pon) dobijena je hermitskom konjugacijom (845) (DYr*(W=1(A,p)) su
brojevi). j, je spin ¢estice n.

- Zbog Einsteinove relacije izmedju energije i impulsa a i al operatori ovise samo o pros-
tornim komponentama 4-impulsa, p odnosno py, Ap = (P, Agp“).
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* Nalazenje koeficijenata u,(z;p, o, n), vi(x; P, o,n) iz L. transf. polja

L = Us(A, a)F (x)Us (A, ZDM *(Az+a) = R; (847)

L = /d(p“’ Z [W 7, o, n)ehra, | /;p ZD(J” WA, p)a (Aan)}

- /d pa p° 3 [W(x;ﬁa’ n)e-itva @Z DY (WA, p))a' (5 Aan)},(848)

(Ap)° p

R = ZDM /d3pA Zug (Ax + a, pp, T, n)a(pron)
‘

on

ZDM /d3pA Zvé (Ax + a, s, 7, n)al (Fadn) . (849)
£

on

U izrazu za L smo rabili jednakost d®p = d®pp(p°/(Ap)°). U izrazu za R rabili smo
nijemost integracija i zamijenili p— py i ¢ — 7. Usporedbom izraza za L i R dobijamo

<Ap7 > w0, m)D (WA, )

Z D (A Yug(Az + a, pr, 7, 1), (850)
o~iApa / ZW T 7,0, n (Jn) (W_l(A,p))
= Dez(A DAz + a, pa, 7,7m), (851)
?
odnosno mnozeéi sa inverznim matricama D) (W (A, p)) (DU»)" (W (A, p))) i D(A) dobija

se zgodniji oblik jednadzbe iz kojeg, kao Sto ¢emo pokazatl se mogu naci koeficijentne
funkcije ue(z; P, o,n) 1 ve(x; P, o, n),

Zuz (Ax + a, Py, T, n)D (W(A P))

- \ ﬁ > Dap(N)e™ uy(w; p o, ), (852)
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Z (Ax + a, pa, T, n)D(J” (W(A,p))
/ Z Ye APy, (2 B o, n) (853)

(] Translacije

Struktura koeficijentnih funkcija wy(z;p,o,n) 1 ve(z;p,o,n) se odredjuje u par koraka.
Pogledajmo prvo slucaj translacija, A = 1, a po volji (= W(A,p) = 1, D(A) = 1,
DU(W(A,p)) = 1),

w(x + a;p,o,n) (#52) e uy(z; P, o, m), (854)
wletagon) e Py pon) . (855)
Rjesenja jednadzbi (854) i (855)
u(x;pyo,n) = ePu(0;p,0,n) = e’ uy(p, o,m), (856)
(2m)?
ve(x; pyo,n) = e PPy(0;p,0,n) = e P%(p, o, n), (857)
(2m)3

eliminiraju x ovisnost iz koeficijentnih funkcija wy(z; p, o, n) i ve(z; p, o, n). Faktor 1/4/(2m)3
je konvencija. Uvrstavanjem (854) i (855) u izraze za polja (833) i (834) slijedi

i) S [ g omaiziom) (559
v (z (834,855) Z/

Uvrstavanjem (854) i (855) u opée uvjete (852) i (853) dobivaju se uvjeti za koeficijentne
funkcije uy(p, o, n) i ve(p, o, n),

L n (852,856) P’ .

> up(in 7. n) D (WA, p) = \/ﬁ ZDZAA)ue(p, o.n).  (860)
o in)* 853,857)

sz(pA,a,n)DgU) (W(A,p ( 1/ Z MNuv(p,o,n) . (861)

e Py, (p, o, n)aT (p,o,n) . (859)

l\.’)lw
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O Boostovi

Pogledajmo zatim sluc¢aj kada je u jednadzbama (860) 1 (861) p'= 01 A = L(q) standardni
boost. Tada je p= (0,m), L(p) =1, ¢ = L(q)p,

W(A,p) = L '(Ap)AL(p) = L(q) 'L(q) = 1. (862)

Stoga

up(q,o,n) = ( ) ZDM ))ue(0, 0,n), (863)
ve(q,o,m) = ( ) ZDM ))ve(0,0,n) . (864)

Drugim rije¢ima, ako poznajemo funkcije uy(0,0,n) i v,(0,0,n) za impuls nula, tada
znamo funkcije uz(q, o,n) 1 vy(q, o, n) za svaki p’ (izrazi za Dy,(L(q)) bit ¢e izracunati za
skalarno, vektorsko i spinorno polje. Za opc¢e polje dano je u poglavlju §5.7 Weinbergove
knjige).

[] Rotacije

Pogledajmo sada slucaj p = 0 uz homogenu Lorentzovu transformaciju jednaku ¢isto]
rotaciji A = R. Tada je p = Ap = (0,m) L(p) = L(Ap) = 1, W(A,p) = R, i jednadzbe
(860) 1 (861) glase

Zuz 0,5,n) DI (R) = ZDN Yug(0, 0, ), (865)

Zw(o 7,n) DIV (R) = ZDM Yue(0,0,m) . (866)

el

Ekvivalentno,

> ug(0,7,0) 10 = > Foue(0,0,m), (867)
el 14

= (0.7, 0) I = > Fel(0,0m), (868)
i Y/

gdje su JUn i F generatori kutne koli¢ine gibanja u reprezentacijama rotacija DU»)(R) i
D(R) (rotacije operatora stvaranja odnosno rotacije polja).

- jedinstvenost rastava na rotacijske irep:

jednadzbe (865) i (866) pokazuju da kada se reprezentacija D(A) ograni¢i na rotacije
D(R) sadrzi ireducibilnu spinsku reprezentaciju D). Moze se pokazati da svaka irrep
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homogene Lorentzove grupe sadrzi bilo koju irrep rotacijske grupe najvise jednom, tako

ako se polja w;t( ) transformiraju ireducibilno, ona su jedinstvena do na skalu.

- Koeﬁcuentne funkcue we(p,o,n) 1 v(p,o,n) iz jednadzbi (863) i (864) i koeficijentne

funkcue ue(0,0,n) i v(0,0,n) iz jednadzbi (865) i (866) zadovoljavaju opée uvjete (860)
i(861):

D:

Dokaz ¢emo napraviti za u, funkciju

(860)r = ( )ZD N)ug(p, o,n)

(363) ( 0) ( ) Dy (M) Dyy(L(p))ue(0, 0, 1)

> (D(L(Ap))D(W (A, p)));,ue(0, 0, )

O)Z

w) 2 DL, > (07, DE OV (A1)
151

NI

ZDN AL(p))ue(0,0,n)

O

=

I
3

|~

(865) (

Zu (Ap,&,n)DI (W (A, p)) = (860),  Q.E.D. (869)

e Hamiltonijan izrazen preko polja i princip dekompozicije nakupina

Provjerimo da li Hamiltonijan ¢ija gustoca je izrazen preko polja (839) zadovoljava uvjete
principa dekompozicije nakupina (830), (831):

Voo V(O)z/d%u(f,m

/d3 Z Z Z gt 0. ZM¢£’( ) ¢gl( )Q/)gl( )’(/)Zw(f,())

MN 05,00 £1.. Ly

(833,834) Z/dsp/ dBphdp .. dgpMZ”‘ Z Z Z

oin} aynly 011 OMNM
al(pioiny) ...l (pyoynly)a(piovm) . .. alpyoymn)



(27T)3" (N+M) Z Z 9oyt Ly

0ty b Ly
ve (Proiny) - . v (Pyonniy Jue (Proina) - . wey, (Prroamar) (870)

gdje

ug(pon) = \/721355' (9))ue (Oon),
ve(pon) = \/7 > Do (L(p))ve (Oon) . (871)

Ako oznacimo §*-funkciju i sve iza nje sa Vs a sve iza §°-funkcije sa Vi vidimo da
V = V(t = 0) ima trazenu strukturu (830) i (831) sa koeficijentima hyy = Vs 1
hav = Vuu gdje Vv nemaju 8-funkeijske singularitete i jedini singulariteti su od re-
zova funkcija 1/ \/ﬁ koje se javljaju u normama koeficijentnih funkcija u,(pon) i ve(pon).

e Ispunjavanje dodatnog uvjeta Lorentz invarijantnosti (829)

- Do sada smo za gustoéu Hamiltonijana izrazenu preko polja (839) ispunili princip dekom-
pozicija nakupina (830,831) a od uvjeta za Lorentz kovarijantnost S matrice (467) ispunili
uvjet skalarnosti gustoée Hamiltonijana (828,840). Preostalo je jo$ ispuniti uvjet komu-
tativnosti gusto¢e Hamiltonijana u prostorno udaljenim prostorno-vremenskim tockama

(829),
(829) = [H(z),H(z")] = 0 za (x —2/)? > 0.
* Problem :
- Taj uvjet nije moguce ispuniti za bilo kakvu kombinaciju polja poniStenja i polja

stvaranja buduéi da komutator/antikomutator polja ponistenja (858) i pripadnog polja
stvaranja (859) nije jednak nuli,

Wi (2),07 W)= = (2m)~° ) / d’pug(pon)vy(pon)e™ =Y (872)

(komutator (antikomutator) se javlja ako su Cestice koje se ponistavaju odnosno stvaraju
operatorima ponistenja ¢, polja odnosno operatorima stvaranja wz_ polja bozoni (fermioni)).
- Zbog hermiti¢nosti Hamiltonijana problem se ne moze rijesiti izgradnjom gusto¢e Hamil-
tonijana samo od polja ponistenja odnosno samo od polja stvaranja.

* RjeSenje problema:
- Jedini nacin rjesavanja problema je izgradnja gusto¢e Hamiltonijana od linearnih kom-
binacija polja poniStenja i stvaranja,

be(x) = rety (2) + Ay (o), (873)
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sa koeficijentima odabranim tako da je za prostornoliki x — y ispunjen uvjet

[We(@),be ()]s = W), dh(y)e = 0. (874)

Ispunjavanje uvjeta (874) poljima (873) opisano je za polja koja tvore ireducibilne L.
reprezentacije u nadolaze¢im poglavljima.

- Nejednoznacnost: Uvjeti (874) fiksiraju samo jednu od dvije konstante. Druga ostaje
neodredjena. Time ”skala” polja 1(z) ostaje neodredjena.

- Kauzalnost: Povijesno se uvjeti (874) povezuju sa kauzalnoséu. Naime, ako je x —y
prostornolik onda po spec. teor. rel. signal poslan iz x ne moze sti¢i u y. Medjutim,
takva logika vrijedi za polja koja se mogu mjeriti, kao sto je EM polje, ali ne za npr.
spinorno polje koje nije samo za sebe observabilno.

Uvjet (874) je zapravo posljedica dodatnog uvjeta Lorentz invarijantosti teorije
(715,829) a ne zahtjeva kauzalnosti.

e Razlog postojanja anticestica kod nabijenih polja

* Ako polja (873) sadrze operatore stvaranja i poniStenja s nabojem (npr. elektricni
naboj) javlja se dodatni problem. Neka je () operator naboja. Ako je naboj ¢estica tipa
n ima vrijednost ¢(n) tada je

[Q, a(pon)] = —q(n)a(pon), (875)
Q. a'(pon)] = q(n)a'(pon), (876)

D:
@ je aditivni operator (vidi (781)). Nadalje svaki tip Cestice nosi svoj naboj ¢(n). Stoga

@ = Y0 = > am Y [ dpalGon)ation) (877)

Uporabom identiteta

[AB,C]_ = [A,C|_B+ A[B,C]_, (878)
[AB,C]_. = —[AC].B+A[B,C]_, (879)
i (anti)komutacijskih relacija za operatore stvaranja i ponistenja (774) dobijamo
[Q,a(pon)] = [Q(n),a(pon)] = —q(n)a(pon),
Q.ai(on)] = [Q(n),al(Fon)] = g(n)al(on) . QED.

- Problem je da Hamiltonijan medjudjelovanja V', dakle i gustoéa Hamiltonijana H(zx)
mora komutirati sa generatorima svih internih simetrija, dakle i sa ). Da bi to bilo
ostvareno komutator @) s poljima ,(x) mora biti jednostavan,

[Qa¢é($)] = _QZwZ($)7 (880)
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tj. dijelovi tog polja ne smiju imati razli¢ite naboje. Tada je komutativnost H(x)
s Q moguce ostvariti izgradjujuéi H(z) od produkta polja g, (), (x). .. 1 hermitski

o, +qe,, + - —Gmy — Gy —--- = 0. (881)

- Problem se rjesava tako da se polje ¢y(x) izgradjuje od operatora stvaranja (af(pom)) i
ponistenja (a(pon)) istog naboja, —q(n) = ¢(7) = —q,

Q. alpon)] = —q(n)a(pon),  [Q,d'(pon)] = q(m)a'(pom). (882)

Pri tome se polje ponistanja ¢/ (z) izgraduje od a(pon) operatora, a polje stvaranja
Y, (z) od a'(pom) operatora. Sacuvanje naboja stoga implicira za svaku nabijenu Cesticu
(a'(pon)) postojanje cestice suprotnih sa¢uvanih naboja (a'(po7m)), tj. njenu anti€esticu.
Drugim rije¢ima sacuvanje naboja implicira postojanje anticestica u teoriji polja.

¢ O jednadzbama gibanja za polja

- Polja (858) i (859) su konstruirana uz pretpostavku principa dekompozicija nakupina
i Lorentz invarijantnosti. Cjelokupna z-zavisnost polja (858) i (859) je u Fourieovim
funkcijama e*?® pa zbog toga zadovoljavaju slobodnu Klein-Gordanovu jednadzbu,

(@—mivg(x) = 0. (883)

- Neka od polja (858) i (859) mogu zadovoljavati i dodatne jednadzbe, koje se javljaju
ukoliko polje ima vise komponenti nego stupnjeva slobode (npr. Diracovo polje ima 4
”spinske” komponente i 2 nezavisna ”spinska” stupnja slobode).

- U standardnim udzbenicima se krece od tih jednadzbi gibanja za polja, ili iz gustoce
Lagrangijana iz koje se izvode jednadzbe gibanja. Polja se razvijaju po Fourieovim kom-
ponenetama, u Fourieovim komponentama polja se identificiraju operatori stvaranja i
ponistenja, i preko operatora stvaranja se definiraju fizikalna stanja. U Weinbergovom
pristupu polazi se od stanja, preko njih se definiraju operatori stvaranja i ponistanja, od
njih se konstruiraju polja uz zahtjev Lorentzove invarijantosti i principa dekompozicije
nakupina, a jednadzbe gibanja su posljedice tako konstruiranih polja - tj. uvjeta ugrad-
jenih u polja kroz njihovu konstrukciju.

¢ O normalnom uredjenju i dodatnom uvjetu Lorentz invarijantnosti

Prema teoremu dokazanom u poglavlju §4.4 princip dekompozicije nakupina je zadovoljen
ako gustoca Hamiltonijana H(z) ima oblik (810) uz uvjet (811). Taj uvjet je ispunjen
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gustoéom Hamiltonijana (839),

(839) = Hx) = D > D gneymanty @)y (@0f (2) .4 (@)

MN .00 1.y

= H{vy (@)} {¢d(2)}) - (834)

S druge strane dodatni uvjet Lorentzove invarijantnosti zahtjeva H(z) koji je funkcija
polja (873),

H(z) = Z Z Z ?é'l...egv,el...eMW’l(f)---W’N(x)@l(i’f)---@M(ff)

MN #..0 0.1
= H({vy(2)} {vi(@)}) - (885)
Usporedba (884) i (885) ukazuje da je ispravan oblik H(z)

H(JJ) = Z Z Z ggll,,,glelmgM : Wl (CL’) .. W;V(JCWL (JJ) c. QﬁgM (I) :

= H{Wu(2)} (¥ (2)}) : (886)

gdje 7::” oznacava normalno uredjenje, operaciju koja operatore stvaranja (polja stvaranja)
stavlja slijeva operatorima ponistanja (poljima ponistanja). Pri tome se komutatori opera-
tora stvaranja i poniStanja zanemaruju a predznaci koji se javljaju pri zamjeni fermionskih
polja zadrzavaju. Npr. za dva polja

S (@) ey () 0 = (Rl () + Ay, (2)) (e ¥y, () 4 Aeyiby, (1))
= Ko kP 0V () £ K Ay, (2)1) (2)
+ Ak, (005 (@) + X Ay, (2)dy, (2)
= (ke tp, () + Aty (2)) (R tp, (2) + Ay by, ()
— Ko A [y (), 9y, ()5
= Yo, (2)00, () — w0, Ao [O, (), g, ()] 5 (887)

Primjer sa dva polja ilustrira da se normalno uredjeni produkt polja uvijek moze prikazati
kao suma obi¢nih produkta polja,

g (2) - (2) = g (@) (@) ALY (2) e ()
2N‘p,olja 2N —2 pgl’ja (bez ij)
AN (888)

Time je osiguran i oblik gusto¢e Hamiltonijana (884) (zbog normalnog uredjenja (886)) i
Lorentz invarijantnost (zbog toga sto polja (873) komutiraju za prostornolike intervale i
relacije (888)).
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5.2 Kauzalno skalarno polje

¢ Realno skalarno polje
x Kutna kolicina gibanja skalarnog polja

- Razmotrimo prvo 1-komponentna skalarna polja ¢*(z) i ¢~ (z) koja se transformiraju
kao skalari, sa

D(A) =1, (889)
za svaku L.T. (ogranicavamo se na jedan tip ¢estice pa indeks n ne¢emo pisati). Ogranicenje

te transformacije na rotacije, {D(R)}, je skalarna reprezentacija rotacijske grupe sa

—

J =0, tako da je jedino rjesenje jednadzbi (867,868) j = 0, odakle 0,7 = 0.

= (JV)2=0 = j=0 = 07 =0.(80)

+x Koeficijentne funkcije skalarnog polja

- Stoga koeficijentne funkcije (0, o,n), v(0, 0, n) iz jednadzbi (867,868) nemaju zavisnosti
onioao, u(0), v(0), tj. obiéni su brojevi. Uobicajeno se stavlja

w(0) = v(0) = (2m)"2 . (891)
- Time valne funkcije impulsa p; (871), postaju jednake
u@ = v(E) = ()72 (892)

x Izrazi za realno skalarno polje

- Uz dodatnu pretpostavku da polje opisuje jedan tip Cestica, u kojem su cCesti¢ni i an-
ticestitni operatori stvaranja jednaki (to vrijedi ako Cestica nema naboja razli¢itih od
nule) dobijamo sljedece izraze za polja ponistenja i stvaranja (858,859),

+ d3p ip-T

2) = [ — ST e, 803
0@ = [ Gy (59
—(z) = Le—ipwdr — & (z
@ = [ Gt ) = 7. (594
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[J Gusto¢a Hamiltonijana i uvjeti Lorentzove invarijantnosti

« Ispunjenje prvog uvjeta L. inv. (828,708)

- Gustoc¢a Hamiltonijana H(z) je polinom u ¢*(x) i ¢~ (). Svako od tih polja se prema
(835,836), (889) transformira kao skalar,

Uo(A, a)o™ (2)Us (A a) = ¢ (Ax+a), (895)
pa se stoga i H(z) transformira kao skalar. Time je prvi od dva uvjeta Lorentz invari-
jantnosti (828,708) ispunjen.

* Ispunjenje drugog uvjeta L. inv. (829,715)

- Jo§ je preostalo zadovoljiti uvjet komutativnosti gusto¢a Hamiltonijana u dvije pros-
tornoliko udaljene tocke, [H(x), H(y)] = 0 za (z — y)* > 0.

- Iz hermiti¢nosti Hamiltonijana slijedi da Hamiltonijan sadrzi i polja ¢ 1 polja ¢~ koja
(preciznije sadrzi jednak broj ¢+ i ¢7), tako da se u izrazu za [H(z), H(y)] nuzno javljaju
komutatori (za bozone) odnosno antikomutatori (za fermione)

d3 d3 ! ) » ,
B @0 Wl = [ st G )
d’p ip(z—y) —

- Konacan izraz je Lorentz invarijantna funkcija oblika A(z). Ta funkcija je razlicita od
nule za prostornolike intervale 22 > 0. To vidimo odabiruéi inercijani sustav S u kojem
je 2% = 0 (u izvodu koji slijedi uvodimo z = |Z| i p = |p] = mu)

2

d? dy dcosf p*d
A ([L’) i /71) ipT — / ¥ p peipxCOSG
’ (2m)32p° (27)32p0
24 sin px
’T’L.%
2m)% Jo 2 p? 4+ m? 1px
m * udu sin muzx m

- = K 0 897
(277)%/0 u?+1 (2m)2x i(mz) # 0, (897)

gdje je K, (x) = gz'”“H,El)(ix) modificirana Besselova funkcija. Buduéi da je |Z] = V22 u

svakom inercijalnom sustavu vrijedi

Ai(z) = —

(2m)*Va?
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Funkcija A (x) je razli¢ita od nule i parna je u z.
- Problem neis¢ezavanja A, (z) rjeSava se izrazavajuéi H(x) preko linearnih kombinacija

¢ 1 ¢~ polja,
¢(r) = ko' (x) + Ao (2) . (899)
i hermitskih konjugata polja ¢(x). Da bi bio ispunjen Lorentzov uvijet (829,715) polja
¢ i polja ¢' moraju komutirati za prostornoliki  — 3. Uporabom (896), (894) i (899) za
prostornoliki x — y slijedi
[0(2).0' W) = KAz —y) F IN[Aly —2) = (6 FINDAL(z —y), (900)
[0(2),0(y)]z = rAAL(z—y) FAL(Yy—2)) = cAAL(z—y)(1F1).  (901)
U zadnjim jednadzbama (900) i (901) primjenjena je parnost A, (x) u z. Jednadzba (901)
pokazuje da samo komutator dvaju skalarnih polja moze iScezavati. Zbog toga skalarna

polja moraju biti bozoni. Iz jednadzbe (900) slijedi da su ki A jednaki po apsolutnoj
vrijednosti,

Kl = Al (902)

* Odabir faze

- Relativna faza x i A se moZe mijenjati redefinirajuci fazu fizikalnih stanja a(p) — e““a(p)
(a'(p) — e7™@al(p)) odakle Kk — K = ke (A — N = le™@)
- Odabiruéi fazu

o = %(Arg[)\] ~Argl) = K = N
= ¢(x) = w(¢T(x) + ¢ (2)) . (903)
- Redefinicijom polja apsorpcijom &' u ¢(z) dobijamo
o(z) = (7 (z) + ¢~ (2)) = ¢'(x) . (904)

- Faza a se moze birati na razne nacine, medjutim kada se jednom za dano polje izabere
ne smije se mijenjati, jer isto polje sa dva izbora faze ne komutira sa samim sobom.
Npr. polje (904) i polje

o(x) = (¢ (x) + 7™ (1)) (905)
ne komutiraju za prostornoliki z — y.
D:
[@(x),0(y)] = (7 =) A(z—y) #0. (906)



- To da se polje ne smije mijenjati to zna¢i da niti jedna transformacija na koju je
teorija invarijantna ne smije mijenjati relativnu fazu ¢ i ¢~ polja.

e Kompleksno (nabijeno) skalarno polje
x Ukljucenje anticestica

- Ako cestice koje se stvaraju i poniStavaju poljem ¢(x) imaju neki sac¢uvani kvantni
broj, tada ¢e H(x) komutirati s operatorom tog kvantnog broja samo ako svaki operator
stvaranja i ponistenja sadrzan u polju imaju isti naboj. Konkretno polje ponistenja ¢™(x)
i polje stvaranja ¢~ (z) sadrzano u polju ¢(x) (899) imaju isti naboj

Q. ¢7(x)] = —q¢"(2),
Q.07 (2)] = a6 (x) = —q¢ (), ¢ (2) = ¢™(2). (907)

Tu je ¢ naboj a'(p) operatora ¢iji hermitski konjugati a(p) su sadrzani u ¢*(z) polju, a
g. = —q je naboj a°'(p) operatora iz ¢~ () polja. Zbog toga polje ponistenja ¢t (x) i
polje stvaranja ¢~ (z) koje konstituiraju polje ¢(x) ne mogu biti jedno drugome hermitski
konjugirana ve¢ je ¢~ (x) hermitski konjugat polja ponistenja ¢*¢(x) suprotnog naboja i
iste mase kao ¢ (x), dakle polje anticestica,

o) = roT(2) + 20" (@),  [Q d(2)] = —qd(2) . (908)

x Ispunjenje uvjeta Lorentz invarijantnosti

- Prvi uvjet (828,708) je automatski ispunjen jer je ¢(z) skalarno polje.
- U svrhu ispitivanje drugog uvjeta (829,715) ispitujemo (anti)komutatore polja na pros-
tornolikim udaljenostima x — vy,

[0(2), 0(y)]z = 0, (909)
[6(x), ¢' ()] = |sPAL(z —y) FAAL(y —x)
= (kP FINHAL(z—y) . (910)

U drugom retku jednadzbe (910) upotrebljena je parnost A, (x — y) funkcije u z i pret-
postavljeno je da su mase cestica i anticestica jednake.

Prvi od (anti)komutatora (909) trivijalo iscezava zbog neidenti¢nosti operatora a(p) i
a‘(p), pa stoga ne daje nikakvu informaciju o konstantama x i \.

Od (anti)komutatora (910) samo komutator moze biti jednak nuli i to ako je || = |A|.
Stoga je i nabijeno skalarno polje bozonsko polje

* Odabir faza
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- Kao i kod realnog skalarnog polja faznom transformacijom stanja i odabirom faza kao
u jednadzbi (903) moze se postié¢i jednakost konstanti K = . Redefinicijom polja kao u
jednadzbi (904) dobija se

o) = 6% (@) + 6" (a)
_ L a eip~:c acT e—ip~:(:
-/ o TaT [ e (911)

2(2p")2

- Formula (911) vrijedi i za neutralne spinske ¢estice koje su jednake svojim anticesticama,
a(p) = a®(p) i za nabijene spinske Cestice za Cesticama razlicitim od anticestica a(p) #

a®(p).
* Komutator A(x)

- U teoriji polja istaknuto mjesto ima komutator skalarnog polja i njegovog hermitskog
konjugata,

[6(x), 6" (y)]

Alz—y) = Az —y)—Ay(y — o)

d’p ip-(z— ip-(y—z
- /W[ep( y) _ i (y )]‘ (912)

e P, C' i T transformacije skalarnog polja
x P, C'i T transformacije operatora stvaranja i ponisStenja

- Uporabom P, C'i T transformacija operatora stvaranja za masivne ¢estice, (791), (790)
i (792),

(791) = Pal(pon)P~ = nua!(Ppon),
(790) = Cal(pon)C™" = ual(pon®),
(792) = Tal(pon)T™ = Cu(—1Y~"al(Pp — om),

dobijamo P, C' i T transformacije za operatore ponistenja skalarnih cestica i operatore
stvaranje skalarnih anticestica koji se javljaju u izrazu za polje (911),

Pa(p)P~" = 1n* a(Pp), Pal(p)P™" = n. a(Pp), (913)
Ca(p)C™" = & a’(p), Cal(p)C™" = & dl(p), (914)
Ta(p)T~" = ¢* a(Pp), Ta (p)T™" = (. a"(Pp) . (915)

x P, C'i T transformacije skalarnog polja
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- Iz jednadzbi (913), (914) i (915) slijede P, C'i T transformacije polja ponistenja Cestica,

PPz

)Pl — d3p i
peer = CmEp): =

= n* dgip ipPr ok o+
=7 /(zw)%(po)% a(p)e?™* = n"¢"(Px),

Co* ()0 = / ( p

et

()}
_ e =
+ 1 _ R ip- -z
T = | e T
d? ’
= ¢ Gt AW = CoPa, o

i (analognim postupkom) polja stvaranja anticestica (¢~ (z) = ¢+CT(1')),

P¢+CT (I)P_l _ 7]c¢+CT (PCL’),
C¢+CT($,)C—1 _ chb—H(lL'),
Tt ()T~ = (Cotf(—Pa) . (917)

*x Relacije €esticnih i anticesticnih 7, £ i ( faza

- P, C'i T transformacije ukupnog skalarnog polja (911) stoga glase

Po(x)P™' = n*¢T(Px) +ne.p™ N (Pr),

Co(x)C™" = &o*(x) + &oT (a),

To(x)T™' = o7 (=Px) + (o™ (—Px) . (918)
- Buduéi da niti jedna transformacija na koju je teorija invarijantna ne smije mijenjati
relativnu fazu izmedju dijelova ¢(x) polja, sljedeée jednakosti moraju biti zadovoljene,

*

n = e
5* = &,
¢ o= G (919)

- Fizikalna posljedica relacija jest da je za cesticno-anticesticno stanje ukupni interni
paritet nn. = 1 i ukupni C-paritet &£, = 1.
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- Uzimajuéi u obzir jednakosti (919) konacni izrazi za P, C'i T transformacije ukupnog
skalarnog polja (911) su

Po(z)P~! = n*¢(Px),
Co(x)C™' = &¢'(x) = &9l (a),
To(x)T™' = Fo(—Px) . (920)

Uocite da je ¢¢(z) = ¢'(z).
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5.3 Kauzalno vektorsko polje

- Slijedece polje po kompleksnosti je masivno vektorsko polje. Masivna vektorska polja su
nadjena u prirodi (W=, Z) za razliku od masivnih skalarnih polja, tako da ovo poglavlje
ima i primjenu. Nadalje, fotonsko polje se ponekad tretira kao masivno vektorsko polje
vrlo male mase.

- Kao i u prethodnom poglavlju razmatrat ¢emo samo jedan tip cestice i pripadne anticestice,
pa ¢emo ispustiti indeks n. Nadalje, prvo ¢emo razmatrati svojstva vektorskog polja na
primjeru realnog vektorskog polja (Cestice jednake anticesticama), a zatim ¢emo razma-
trati kompleksno skalarno polje (¢estice razli¢ite od pripadnih anticestica).

e Realno vektorsko polje
x L. transf. vektorskog polja

- Po definiciji svako vektorsko polje je polje sa ¢etiri indeksa (¢*(z)) koje se transformira
na Lorentzovu transformaciju (835, 836) kao Cetverovektor, sa (polje se transformira sa

D(A™Y)
DA, = A" . (921)

x Polja poniStenja i stvaranja

- Izrazi za vektorska polja poniStenja i stvaranja su

(@) = St [ Ep oo (922)

[

6@) = St [ #p ool G (923)

o

x Koeficijentne funkcije u(p, o), v(p,0)

- Koeficijentne funkcije u(p, o), v(p, o) izrazene preko istih za p'= 0 glase

w(po) (g)%m«o,g), (924)
o) = (3 Lk 00 (925)
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* ” Rotacijski” uvjeti za u”(0,0) i v”(0,0)

Uvjeti koji slijede iz rotacijske invarijantnosti, (867,868), glase

> u(0,7) 1) = Thur(0,0). (926)
=Y 0D = Thv(0,0) . (927)

x Generatori rotacija u 4-vektorskoj reprezentaciji; moguce vrijednosti j
- Izrazi za generatore Lorentzovih transformacija slijede iz D(A) za infinitezimalnu L.T.
A =1+ w, antisimetri¢nosti w,s (170) i izraza za infinitezimalnu L.T. (173)

(173) 7 7

D(1+w), = (1+w), = (1+ QWaBjaB)MV = o, + 2%@(5“6)’2
J— : af\p (170) aB\p (Ot B a Bu
= wh, = _wa,@(j ) v = (j ) v _Z(U My — 10N ) : (928>

2

- Odatle za generatore rotacije dobijamo (tocke oznacuju nul-vrijednosti matri¢nih eleme-
nata)

J

1 .
(j23,j31,j12) = {§€ijkjjk} = (j1,j2,j3)

= (929)
odnosno po komponentama,
(T)% = (3% = (T)'e = 0, (930)
(Te)'; = —igijk - (931)
- Iz jednadzbi (929), (930) i (931) slijedi izraz za {(J2)" 1,
2 .
Tt = | 2 N (932)
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odnosno po komponentama

(T)% = (T = (T =0, (933)

(T2, = 20';. (934)
- Iz (933) i (934) upotrebom (926) i (927) slijedi

> w(0,7)(JD)Z, = 0, (935)

> %0,8) (I, = 0, (936)

> u(0,5)(J)Z, = 2u'(0,0), (937)

> 0 (0,8)(J9)Z, = 20°(0,0) . (938)

Sto pokazuje da 0-ta i i-te komponente koeficijentnih funkcija za p'= 0, u*(0,0) i v*(0, o)
imaju spin j = 0 odnosno 7 = 1. Stoga vektorsko polje ima komponente spina 7 = 0 i
spina j = 1.

[ Komponenta vektorskog polja spina 0
x Vrijednosti za koeficijentne funkcije u =0

- Iz j = 0 slijedi da je projekcija spina o = 0, pa vrijednost ¢ nec¢emo pisati. Za p = 0
je prema jednadzbama (935,936) samo 0-ta komponenta pripadnih koeficijentnih funkcija
u(0), v(0) razli¢ita od nule. Prikladnim izborom normalizacije one poprimaju konven-
cionalne vrijedosti,

W0(0) = z(%) = w0) = i(%)é(O,O,O,l)T, (939)
0(0) = —z(%)% = "(0) = —i(%)%(O,O,O,l)T. (940)

x Koeficijentne funkcije za opéu vrijednost impulsa

Uporabom jednadzbi (871) za opée funkcije za vrijednost impulsa p, L. transf. za vek-
torsko polje (921) i izraza za opéi boost (251) nalazimo

u(p) = ip"(2p°)73, (941)
vi(p) = —ip(2p°) 7 . (942)



D:
Djelovanje standardne L.T. (921) (koja je jednaka standardnoj L.T. za masivne Cestice
(251,252)) na vektor (0,0,0,1), daje

DILL0.0,0.17 = L)(0,0,00)7 = (L By 2 2oy

Rabedi taj rezultat i jednadzbe (871) slijedi ispravnost jednakosti (941) i (942), npr.

ut(p) = (g)é xl<%>%% = Z(QZZ)% Q.E.D. (944)

x Polja poniStenja i stvaranja

Polja ponistenja i stvaranja dobivaju se uvrstavanjem koeficijentnih funkcija (941) i (942)
u opce izraze za vektorska polja stvaranja i ponistenja, (922,923),

d3p . -
T — — T ? Ha e’ = o +7 94
o /(%) 0L P"a(p) ¢ (945)
—n L —ptat(ple ™* = o . 946
o = [ ey Cowl ) 6 (946

Ona su jednaka 4-derivaciji skalarnih polja poniStenja i stvaranja (893,894). Stoga ih dalje
nije potrebno analizirati.

[ Komponente vektorskog polja spina 1

* Vektori koeficijentnih valnih funkcija {u*(0,0)} i {v%(0,0)} imaju samo z kom-
ponentu

- Iz jednadzbi (926) i (927) slijedi da vektori {u*(0,0)} i {v*(0,0)} imaju samo z kompo-
nentu.

D: _ .

(926) i (927) su vektorske jednadzbe - vrijede za svaku komponentu JWU) i J vektora.

Posebno vrijede za tre¢u komponentu, za koju vrijedi (249) = (Jél))gro = 0040
Zui(O,E)(Uéga) = (J),u(0,0), (947)
- Z (0,7)(0050) = (J3)",v"(0,0) . (948)
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Na desnoj strani ¥ = 0 ne doprinosi sumi pa mozemo zamijeniti v — k. J3 zamjenjuje
prvu i drugu komponentu u*(0, ), dajuéi drugoj suprotni predznak, treéu komponentu
mnozi s nulom. Zbog relativne promjene predznaka prve i druge komponente, koja se
ne javlja na lijevoj strani jednadzbe rjesenja koje sadrze prve dvije komponente 0 = +1
otpadaju kao rjesenja jednazzbe, dok o = 0, koja odgovara tre¢oj komponenti u*(0, o),
daje nulu i na lijevoj i na desnoj strani jednadzbe. Time je jednadzba ispunjena samo za
o=0. Q.E.D.

- Stoga uz odgovarajuéu normalizaciju 4-vektori u#(0,0) i v*(0,0) glase

u*(0,0) = v*(0,0) = (2m)~: {

= (2m)7 26 = (2m) zel . (949)

x Koeficijentne valne funkcije {u*(0,4+1)} i {v*(0,£1)}

- Koeficijentne valne funkcije {u*(0,+1)} i {v*(0,41)} se dobivaju upotrebom jednadzbi
(947) 1 (948) za 1 + i2 komponente operatora J i J.

- U desnu stranu jednadzbi mozemo uvrstiti samo koeficijentne funkcije u(0,0) i v(0,0)
jer samo njih za sada znamo. Operatore koji djeluju na njih znamo: prema (931) (jk)ij =
—icik, paje (Jh :l:ijg)ij = —ig;j1 £€ij0. Stoga desnu stranu jednadzbi mozemo izracunati.
- Lijeva strana jednadzbe sadrzi matri¢ne elemente (vidi (248))

(Jl(l) + Z»J2(1))EO — \/555(&1 7a u(ﬁ, O),
(Jl(l)* iz’Jg(l)*)éo = (Jl(l) ¥iJ2(1))§o = \/55?0:F1 za v(a,0), (950)

sto pokazuje da sadrzi i koeficijentne funkcije u(£1,0) odnosno v(F1,0).
- Iz gornje rasprave i izraza (949) za u(0,0) = v9(0,0) = (2m) 207 slijedi

c = +1 u’(0,+1)\/§ = (—iaij1+aij2)(2m)_%6§

1

= (2m)"z(—ieiz1 + €izn), (951)
7 o= -1  u(0,-1)V2 = (—icy —€ij2)(2m) 28]

= (2m) 72 (~igg — Eim), (952)
7 o= +1  0(0,-1)(=V2) = (—icy +cij2)(2m) "2

= (2m) "2 (—igs1 + €isa), (953)
T o= —1  0(0,+1)(—V2) = (—iey —cijo)(2m) 28]

= (2m) "2 (—igs1 — €igo) - (954)
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odnosno

u(0, +1)

*x Koeficijentne valne funkcije kona¢énog impulsa, {u”(p, o)} i {v*(p,0)}

—v(0, —1) = v"(0,+1)
(2m)72273(=1,-4,0,0)T = (2m)"
—v(0,4+1) = »*(0,—1)

(2m)"2272(1,-4,0,0)" = (2m)~

H{et(0,+1)},

2{e"(0,—1)} .

(955)

(956)

- Uporabom jednadzbi (871), L. transf. za vektorsko polje (921) i koeficijentnih valnih
funkcija (949,955,956) nalazimo

ut(p,0) =

gdje

v(p,0) =

e“(p,o) = L(p),e’(0,0),

e"(0,0) ‘2

(0, +1) 2
et (0, —1)

(0,0,1,0)7,
—272(1,4,0,0)7,

(%gn 2_%(17_47070)T

- Uoditi sljedeca svojstva e (p, o) funkcija

e’ (0,0)

{1 (p) }

) (—1)7er(0, —0),

69

= —me’(0,0) =

= ¢,(0,0)e"(0,0") 2

{ 3 e (0, )¢ (0, o—)}

6UUU

(2°)"2e"(p,

7),

p:(070707m)

(957)

(958)

(959)

(960)

(961)
(962)

(963)

(964)

(965)



- Pokazimo da je II(p) projektor na prostor 4-vektora ortogonalnih na p

v p“pl/ v
Huu(mp = <5My + W) p = 07

(P (F,0) = Y e"(5,0))00s = €'(5,0),

4, () = Y e(5,0)d0e” (5 0") = TI%,(5) . (966)

Jednadzba (966) pokazuje da I1(p) idempotentna matrica, $to je nuzno svojstvo projek-
tora. Jednadzbe (966) i (966) pokazuju da se za vektore e(p, o) II(p) ponasa kao kao
jedinica i da je ortogonalan na p, sto je svojstvo projektora na smjer ortogonalan na p
smjer. Q.E.D.

+x Polja poniStenja i stvaranja

- Uvrstavanjem koeficijentnih funkcija (957) u opée izraze za vektorska polja stvaranja i
ponistenja (922,923) nalazimo

Thig) = 7d3p et (7, o)a(p, o)e®®
0@ = [ Gy S e e, (967)

2(2p")7 4

M) = 7d3p et (p. o)al (7, o)e P® = ¢THi(g
5 = [ Gty S G o) S (963)

x Ispunjenje uvjeta Lorentzove invarijantnosti S matrice
- Prvi uvjet

- Prvi uvjet (708,828) (vidi i (840)) je ispunjen ako za svako polje ¢*#(z) indeksa *
postoji u H(z) velicina indeksa , suprotne L.T. Drugim rije¢ima svi Lorentzovi indeksi
polja moraju biti kontrahirani u H(x).

- Drugi uvjet

- Drugi uvjet (715,829) je ispunjen ako je H(x) izgradjen od polja koja za prostornolike
intervale x — y (anti)komutiraju.

- Bilo koje dva ¢™#(x) polja medjusobno (anti)komutiraju i bilo koja dva polja ¢~#(z)
polja medjusobno (anti)komutiraju za bilo koje intervale z — y. Medjutim, ¢™#(z) polje
ne (anti)komutira sa ¢~ (y) poljem,

[0 (), ™" ()]
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1 pdp’ e y
= (27r)3 / Z g/)ep P y[a(p, O'),CLT(p,U)]i

2p02p/0
dp d’p PPN
_ _ Y ip(z—y) T — _cry (o ip-(z—y)
/(2#)32]9 ‘ 1 (p) /(27?)32])0 (77 * m? ) ‘ (969)
AV
= (- L) A -, (970)

gdje je Ai(x — y) (anti)komutator skalarnih polja (896).

- Analogno kao kod skalarnih polja, drugi Lorentzov uvjet se ostvaruje izrazavajuéi H
preko linearnih kombinacija polja ponistenja i polja stvaranja,

vi(x) = k() + AT (@), (971)

i zahtjevajuéi da su komutatori polja za prostornolike intervale jednaki nuli. Zahvaljujuéi
parnosti A, (z — y) u x — y, izrazi za komutatore za prostornolike intervale su jednaki

W = mOFD [ - TG A ), (972
R (Y S 0| P PN (973)

- Samo komutator u jednadzbi (972) isCezava i samo komutator u jednadzbi (973) iscezava
ako je |k| = |A|. To pokazuje da je realno vektorsko polje bozonsko polje diji
konstituenti zadovoljavaju Bose-Einsteinovu statistiku.

x PodeSavanje faza, redefinicija polja i standardni oblik vektorskog polja

- Podesavanjem faza operatora stvaranja i ponistenja kao kod realnog skalarnog polja (vidi
(903)) moze se posti¢i jednakost k = A. Redefinicijom polja tako da apsorbira faktor x
dobijamo standardni zapis realnog (nenabijenog) vektorskog polja,

Pla) = 0@ £ ) = 6T + 0 (0) (974)
= 7d3p et (P, o)a(p, o)eP® + et (P, o)a' (P, o)e P
= | Gt S G e Gl o) (0T)

- Napomena : I kod vektorskog polja se relativna faza ¢™ i ¢~ ne smije mijenjati kada
je jednom odabrana. To kao i kod skalarnog polja znac¢i da niti jedna transformacija na
koju je teorija invarijantna ne smije mijenjati spomenutu relativnu fazu.
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e Nabijeno (kompleksno) vektorsko polje
x Vektorsko polje te pripadna polja stvaranja i poniStenja

- Ako cestice koje opisuju vektorsko polje v#(z) imaju neki sa¢uvani broj tada se (isto kao
kod nabijenog skalarnog polja) ne moze konstruirati H(z) od polja (974) jer je izgrad-
jeno od operatora razli¢itog naboja. Kao i kod nabijenog skalarnog polja polje se dobija
zamjenom operatora stvaranja u njemu sa anti¢esticnim operatorima stvaranja,

a) = o(@) + o7 (@) = ¢ () + 6T () (976)
= 7d3p (g, o)a(p. o)eP® + e (p, o)at (7, o)e P
= | Gty 2 [ s oo, om)
gdje
@, a(p,0)] = —qa(p, o),
[Q.a'(p.o)] = qa(F,0) = —qa!(p.o) . (978)

Formula (977) vrijedi i za realno vektorsko polje ako se identificira a®(p, o) = a(p, o).

Napomena : U izrazima (976,977) je presutno pretpostavljeno da su koeficijentne valne
funkcije iste kao za realno vektorsko polje. To je posljedica ¢injenice da su "rotacijske”
jednadzbe (867), (868) iste kao za realno vektorsko polje. Zbog toga za njih vrijede i sve
relacije koje smo dokazivali za realno vektorsko polje.

x Lorentz invarijantnost S matrice

- Prvi je uvjet (skalarnost H(z)) ispunjen pod istim uvjetima kao za realno vektorsko
polje : svi Lorentzovi indeksi polja moraju biti ”pokontrahirani”.

- Drugi uvjet (komutativnost dva H(x) za prostornoliki interval x — y) ispunjen je samo
za bozonska vektorska polja, jer od (anti)komutatora

[v*(2), 0" (Y)lz = O

[ (@), 0" (W)]z = [07"(x), o™ (W)]; + [67H(2), 0" ()4
= [UW - 8:;2 ]A+(l’ -y F [77”” - 8;82 }AJF(?/ — )
= [ - EE) pele—y) 7 ALy )] (979)
A(e—y)

u jednadzbi (979) samo komutator daje nulu. U tretem redu je upotrebljena parnost
Ai(x —y) ux —y. Ukratko

@) T@)] = [ E0] Al —y) L2 (980)

m2
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[] Jednadzbe gibanja za vektorsko polje

- Konstruirano realno i kompleksno vektorsko polje zadovoljavaju dvije jednadzbe gibanja.

- Kao prvo, bududi da je jedina x zavisnost sadrZzana u Fourieovim funkcijama €%, polje
zadovoljava Klein-Gordanovu jednadzbu,
(O —m*H(z) = 0. (981)

(D : (O—m?)e?® = (—p* —m?)e?* =0 .)

- Nadalje, buduéi da koeficijentne funkcije e#(p, o) zadovoljavaju (962) ispunjena je jos
jedna jednadzba,

Guv*(x) = 0, (982)

koja ujedno predstavlja uvjet da polje v nema komponentu spina 0.

J Nemoguénost m — 0 prijelaza sa teorije masivnog vektorskog polja na teoriju
bezmasenog

- Za'm = 0 jednadzbe (981) i (982) su jednadzbe za elektromagnetsko polje uz Lorentzov
uvjet u kvantnoj elektrodinamici (QED).

- Ipak prijelaz za teorije masivnog vektorskog polja na teoriju bezmasenog (konkretno na
kvantnu elektrodinamiku (QED)) nije mogué. Problem je u sljede¢em. Gusto¢a Hamil-
tonijana medjudjelovanja Cestice spina 1 i spinornog polja je H = J,v*, gdje je J, bilo
kakva 4-vektorska struja. Kvadriranjem matri¢nog elementa i sumiranjem po spinovima
vektorske cestice dobija se brzina prijelaza proporcionalna

DI o) = ()T (5), (983)
gdje je (J,) matri¢ni element struje izmedju pocetnog i kona¢nog stanja svih Cestica osim
vektorske. Iz drugog ¢lana u izrazu za II1*(p),

_ y o P
(965) = {II""(p)} = "+ o

vidi se da u limesu m — 0 brzina prijelaza tezi u beskonacnost.
- RjeSenje : Taj se problem moze rijesiti jedino ako se pretpostavi p,(J*) = 0 odnosno

0, (J") =0 . (984)
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Drugim rije¢ima struja koja se veze na bezmasenu vektorsku ¢esticu mora biti sacuvana.

Polarizacija u vremenskom ”smjeru” e*(p, t) = p*/m za bezmasene ¢estice ne razlikuje od
)

polarizacije za 0 = 0. Npr. za Cesticu koja se giba u z smjeru u limesu m — 0 (5 — 1)

e'(p.t) = (0,0,87,7) = (0,0,7,7),

e(p,0) = (0,0,7,87) — (0,0,7,7) . (985)
Zbog toga se uvjet (984) moze shvatiti kao nemoguénost emisije bezmasene vektorske
cestice heliciteta 0, odnosno kao ne postojanje heliciteta 0 za bezmasenu cCesticu. Na
kraju to je u skladu sa prebrojavanjem stanja za masivnu i bezmasenu vektorsku cesticu.
Masivna Cestica spina 1 ima tri stupnja slobode (spinske projekcije +1,0,—1), a bez-
masena samo dva (heliciteti £1).

e P, T i C transformacije vektorskog polja
x Identiteti za koeficijentne funkcije

- U izvodu za P i T transformaciju vektorskog polja trebaju nam sljede¢i identiteti za
koeficijentne funkcije:

eM(vao-) = _Pﬂye'/(p’o-)’ (986)
(—D)"H7e(Pp, —0) = P'e’(p,o) . (987)
Dokazimo ih :
e (Pp.o) E L(Pp)e(0,0) B (PL(p)P),e(0,0)

(959)

= (PL(p))",(=€"(0,0))

(2% — Pt e"(p, o) Q.E.D. (986)

(—1)*7e (Pp, —0) "2 (—1)H(L(Pp)*), e (0, —0)
(L) (PLp)P) e (0,—0) ) (PL(p))(=1)7€*(0, —0)
EPLe)e0.0) P (po)  QED. (987)

U prvoj jednakosti treéeg retka dokaza relacije (987) primjenjena je realnost matrica P i
L(p).

x P, T i C' transformacije operatora stvaranja i ponistenja

- Uporabom P, C'i T transformacija operatora stvaranja za masivne ¢estice, (791), (790)
i (792), dobijamo P, C' i T transformacije za operatore ponistenja vektorskih cestica
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i operatore stvaranja vektorskih anticestica koji se javljaju u izrazu za vektorsko polje
(976),

Pa(p,o) P "2 a(Pp, o), Pat(p,o)P~ "2 ot (Pp,o) s (988)

Ca(p,o)Ct "2 ¢ ao(p, o), cactip)ct "2 ¢ al(p) ; (989)
1 (792 . Y

Ta(p, )T~ & (1) a(Pp — o),

Tat(p, )T & ¢.(~1)7 ot (Pp— o) . (990)

x P, T i C transformacije vektorskog polja

Iz transformacija (988), (990) i (989) te identiteta (986) i (987) slijede sljedeéi izrazi za
P, T i C transformaciju vektorskog polja,

Pu"(z)P™" = =P ("¢ (Px)) + ne¢™(Px)), (991)
T ()T = PL(CO™(=Pr)) + (o™ (=P)), (992)
Co'(2)C' = (£¢~ M (2)) + L™ (@) . (993)

D:
Dokaz eksplicite provodimo za ¢™#(z). Rezultati za ¢~#(z) slijede po analogiji.

potta)ypt / % zg:[e”(p,a)n*a(Pp,a)eip'x}

= 77*/#2 [e”(Pp, a)a(p, a)eip'm]

2(2p0)z 4

Yy [ Gt [P o ]

2(2p0)% -
= —"PheT(Pa), (994)
Py~ ()Pt = —n.Pho " (Pa) ; (995)
d3p

rorar 2 2 [ o (-1 (P )]

(2m)% (2p°
_ * d3p . 1+cre,u* —da o eip'(—Px)
= [ Gt [0 o olatp o))

987) ., d? u v ip(—Px
¢ /m; [(Pue (p,0))a(p,0)e™ "7 )}
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= (PLeT(—Pa), (996)

To~" ()T~ = (Phe " (=Pr); (997)

comwet = [ 7(%)613? O | o) a(p o)

2(2p0)2 4
- * dgip e (p. a)a (p. o)e P® f
- f/(%)%@po)%;[ (p,)a" (p, o)
= oM (), (998)
Co=*(z)C™' = & (a) . (999)

Iz jednadzbi (994-999) slijede jednakosti (991), (992) i (993).
x Relacije cesticnih i anticestic¢nih faza

- Buduéi da niti jedna transformacija ne smije mijenjati relativnu fazu polja ponistenja
i polja stvaranja, sljedece jednakosti moraju biti zadovoljene (iste su kao kod skalarnog

polja),

noo= e,
C* = Cca
& = & (1000)

- Fizikalne posljedice su iste kao kod skalarnog polja : za cesticno-anticesti¢no stanje
ukupni produkt internih pariteta jednak je nn. = 1 i ukupni produkt C-pariteta jednak
je Sgc = L.

- Iz jednakosti (1000) slijede konaéni izrazi za P, T' i C' transformaciju vektorskog polja,

Pv'(z)P™! = —n*PhvY(Px), (1001)
Tvk(x) T~ = (P’ (—Px), (1002)
Cot(x)C™t = o'f(x) . (1003)

x Paritet vektorskog polja

- Predznak (-1) u jednadzbi (1001) znaci da polje koje se transformira kao vektor, bez
dodatne faze 1 uz matricu P*, ima paritet —1.
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5.4 Diracov formalizam

[0 Spinorna reprezentacija Lorentzove (SL(2,C) grupe) (Dirac 1928, Cartan
1913)

- struktura i svojstva bilo kojeg kvantnog polja slijedi iz svojstava reprezentacije (HOMO-
GENE) Lorentzove grupe kojom se opisuje njena transformacija na Poincaréovu grupu
(vidi jednadzbe (835) i (836)).

- (spin 1/2) reprezentacija SL(2,C') (grupe pokrivanja Lorentzove grupe) koju su otkrili
Dirac i Cartan je baza za sve reprezentacije (i spinorne i tenzorske) SL(2,C') grupe
odnosno Lorentzove grupe u bilo kojem broju dimenzija.

[] Reprezentacija homogene Lorentzove grupe

Pod reprezentacijom homogene Lorentzove grupe misli se na skup matrica D(A) koje
zadovoljavaju ista multiplikacijska pravila kao operatori U(A),

D(A)D(A) = D(ARA) . (1004)
Za infinitezimalne L. transf.,
Auu = 5ﬂy + wuw Wy = —Wup, (1005)
matrica D(A),
D(A) = 1+%MWJW, N — (1006)

slijedi da matrice-generatori L.T. zadovoljavaju komutacijske relacije (vidi izvod u poglavlju
§2.4., 1 posebno Eq. (192))

Z‘[jl“/’jpa] — nVPjNU _nMPjVJ _naﬂjPV+nUVjPM . (1007)

O Diracova (spin-}) reprezentacija Lorentzove grupe (algebre)

x Definicija

- Spinorna reprezentacija Lorentzove grupe dobija se konstruirajuc¢i matrice v*, koje zado-
voljavaju Cliffordovu algebru,

{7y = 2, (1008)
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i definirajuci

v Z v v Z v
Jv o= =0T BD I =) (1009)
Za matrice J" vrijedi jednakost
[T A7 = =i + iy, (1010)

a odatle slijedi da su komutacijske relacije (1007) ispunjene.

D:

Uporabom definicije (1009), antikomutacijske relacije (1008) i identiteta (878)= [AB,C]_ =
—[A,C]_ B + A[B, (], dobijamo

l

[T = =301
= ‘E(V’LQW — 2" (14 1) = —iy"n”? + iy Q.E.D. (1010) .
Odatle
g, g7 = ilge,~tpe ]
N i (U g el Vi il Sl Ul i U ﬂ)
a b b a
= [z = vy =] - [ < o))

a b
= TR — T — TP+t T QED. (1007)

* Pretostavka ireducibilnosti

Za " matrice se pretpostavlja da su ireducibilne tj. da niti jedan pravi podprostor nije
invarijantan na djelovanje svih v* matrica. Inace bi se mogla birati polja sa manjim bro-
jem komponenti koje bi se transformirale sa (1006) i sa ireducibilnim v#* manje dimenzije.

« LT, A#, 1, JH

- Iz (1006) i (1010) takodjer slijedi da se matrice v* transformiraju kao vektori, $to po
definiciji zna¢i da vrijedi

D(A)y*D™HA) = AFy”. (1011)
D:
Iz (1010) slijedi
i (6% 1 (6% 1 (6% (67
GwasT ™" = Swapy™ ™ = Swapy ™ = Wl (1012)
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Iz (1006) slijedi izraz za kona¢nu L.T.
D(A) = ezwmd™ (1013)
Odatle rabeéi Hausdorfovu formulu i (1012) slijedi

DAY*D N A) = e29esT Py 39an T — clawasT ™l yn
2
= (w5408 = (@) =AMy (1014)

(Posebno,

D(L(p)"D (L) = Lp) v & Loy — ——pt . (1015)

Ovu relaciju ¢emo trebati poslije.)
- analogno se nalazi da se 1 transformira kao skalar a J* kao (antisimetri¢ni) tenzor,

D(AM1D7YA) = 1, (1016)
DN)IT"™D Y A) = AFAST™ . (1017)

x Baza Diracove reprezentacije

- Iz v matrica mogu se konstruirati i drugi antisimetri¢ni tenzori-matrice, npr.

AP = 7[ufyvyp}
= AN = AP = AP £ APy PRy — PR (1018)
PrrT = Ayl (1019)

gdje uglate zagrade oznacuju sumu svih permutacija indeksa obuhvac¢enih zagradom i
predznaka + (—) koji se pridjeljuje ¢lanovima sa parnom (neparnom) permutacijom in-
deksa (primjer koji to ilustrira je dan za A*P).

- Rabedi antikomutacijsko pravilo (1008) svaki produkt «* matrica moze se napisati preko
sume antisimetri¢nih produkata v* matrica. Stoga one ¢ine bazu Diracove reprezentacije.

* Dimenzija prostora i dimenzija baze Diracove algebre

- dimenzija prostora d odgovara broju p indeksa, p=1,2,...,d—1,0
- U 4 dimenzijskom prostoru antisimetri¢ni tenzor moze imati samo 4 indeksa, tako da
baza Diracove algebre sadrzi samo matrice

]]-> ’}/Ma jMV’ Aul/p’ Drre (1020)
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Ukupni broj antisimetricnih matrica je

dp = 1+4+

S, 182,
21

[\')OO

4. 2 4.3-2-1
1- 3 1-2-3-4
= ( ) (1+1)* = 16, (1021)

(u sumi su redom brojevi antisimetricnih matrica sa 0, 1, 2, 3 i 4 Lorentova indeksa).
Nadalje, matrice (1020) se razli¢ito transformiraju na L.T. Sto znac¢i da su nezavisne (to
se moze provjeriti i gledajuéi tragove produkata parova matrica). Dakle Diracova algebra
ima 16 nezavisnih matrica baze. Stoga je dimenzija v* matrica jednaka /16 = 4.

- U prostoru sa parnim brojem dimenzija d = 2m, m € N broj antisimetricnih matrica

R (1022)

jednak je

i(f) = 2¢ = 22m (1023)

i=1

Nadalje, matrica /1 -+ 4#2ml nije proporcionalna jediniénoj matrici jer antikomutira sa
svim y* matricama,

Al ol gt = ()P Al qpem] QED, (1024)

Iz toga proizlazi da sve matrice imaju razlicita transformacijska svojstva, tj. da su neza-
visne. Dimenzija Diracove baze je stoga jednaka broju antisimetri¢nih matrica dp = 2,
odnosno dimenzija matrica je 242 = 2™,

- U prostoru sa neparnim brojem dimenzija, d = 2m — 1, m € N, antisimetri¢ne matrice,

1, A#, Ll ypzme], (1025)

nisu sve nezavisne, jer matrica y#1 - y#2m-1l komutira sa svim v# matricama, §to znaéi da
je proporcionalna jedini¢noj matrici; iz toga nadalje slijedi da su antisimetricne matrice
Al il g Ayl ykzm—1] medjusobno proporcionalne:

’Y[M 7M2m71} XAt = (_1)2m—27u « 7[#1 7“2’"71] (1026)
= 7[#1 7!’«277%1} x 1 (1027)
- fy[,ul ,yui} o 6#1---H2m717[ui+1 o Vrizmn] - (1028)

Dimenzija Diracove baze, odnosno broj nezavisnih antisimetricnih matrica jednak je
polovici ukupnog broja antisimetri¢nih matrica,

_ 1 d _ d—1 __ 2m—2
dD_§Z<z')_2 = 2 . (1029)

i=1
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Dimenzija matrica je stoga 2(*~1/2 = 2"=1 Npr. u 3-dimenzijskom prostoru v* matrice

se mogu reprezentirati sa 2-dimenzijskim Paulijevim matricama.

* Paritet

- Diracov formalizam prirodno ukljucuje paritetnu transformaciju, koja se opisuje matri-
com

3 = i, (1030)
Iz (1030) i antikomutacijskih relacija (1008) slijedi (3> =1 = g~' = 3; g187! =1)
BysTt = = BT =90 (1031)

Paritetna transformacija svih antisimetri¢nih produkata * matrica slijedi iz (1031) (svaka
7" (7°) matrica dobija predznak —1 (+1)). Posebno za genaratora L.T., " su

pIvet = Jv, (1032)
BIe~t = =Jv. (1033)

(] Eksplicitni izrazi za 7" matrice u 4 dimenzije

* v matrice

- v* matrice nisu jednoznacno zadane. Jedan od uobicajnih izbora je

Y - 7’(]1 0 ) To= ¢ —0; 0 ) (1034)

Tu je 1 jedini¢na 2 x 2 matrica a o' su Paulijeve matrice.

* v* matrice u drugim reprezentacijama

- Moze se pokazati da su drugi prikazi (reprezentacije) v matrica povezani sa reprezentaci-
jom (1034) transformacijom sli¢nosti (Jauch & Rorlich).

- Reprezentacija (1034) je tzv. kiralna reprezentacija. Ona je podesna za ultrarela-
tivisticke probleme jer su sve v* matrice istog off-dijagonalnog oblika i generatori L.T su
blok-dijagonalni (vidi (1036). Za NR probleme podesnija je Diracova reprezentacija
(20,22) u kojoj je 7° blok-dijagonalna.

x Generatori L. transformacija
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- Iz (1034) za generatore L. grupe (1009) se dobija (0,0; = 6;;1 + €;j10%, €123 = 1)

o 0
g = §sijk(‘g’f o ) (1035)
JO = %(% _O_i) . (1036)

- Blok-dijagonalna forma generatora (1035,1036) daje reducibilnost reprezentacija
svojstvene ortokrone Lorentzove grupe na direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija
koje zadovoljavaju

J7 = FiepTY . (1037)
- Primjetimo da generatori L.T. nisu svi hermitski (J% su hermitski a J® su antiher-

mitski), Sto znac¢i da L.T. polja nisu unitarne. Na ovo pitanje ¢emo se vratiti kada ¢e
se govoriti o matricama kojima su reprezentirane diskretne simetrije.

« Kompaktni zapis i svojstva antisim. tenzora (1019) i (1018)

. Phvpo
- Iz (P potpuno antisim tenzor, %23 = 1),
P = At =
A B N O R B (1038)
gdje
vs = —inlyly2y (EY <(1) —(1)> ' (1039)

- 75 antikomutira sa 7" matricama (vidi (1024))

{7 = 0. (1040)

- Odatle slijedi da je 5 pseudoskalar u smislu da komutira sa generatorima L.T. i antiko-
mutira s paritetnom matricom [,

[T" ] =0, (1041)
BBt = = (1042)

Pseudoskalarnost slijedi i iz transformacijskih svojstava na Lorentzove transformacije,

_ i o
D(AV13D™H(A) = <= DAY 297D (A)
7

Epwpo N Mg NS ALYy vy

41
= det(A™) x %Qmwo‘vﬁvvvé = det(A™ ) s Q.E.D. (1043)
' +1
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- =1
u o= 1. (1044)

- Naziv 75 je podesan jer u antikomutacijske relacije (1008) i (1040) pokazuju da 7°, 71,
2, 43 1 73, ¢ine Cliffordovu algebru 5-dimenzijskom prostoru.

. Anve
- Tenzor A" kad se pomnozi sa 77, o # u, v, p dobija se

AP~ = 31 ghPoa0n1n2a3 31 chpdi, (1045)
odakle slijedi mnozenjem (1045) sa v, (bez sume : v,v* = 1)

AP = 31 eMP sy, (sa sumom po o) . (1046)

lako je rezultat (1046) mnozenjem sa 7 i bez sumacije po o, konacni rezultat se moze
shvatiti kao da ima sumu po o, jer e*”P? ogranicava sumu samo na jednu vrijednost o.
- Eksplicitni izrazi za ~*v; slijede iz (1034) i (1039),

0 . 0 1 i . 0 g;
YV = 7’(_1 0 ) YV = 1 0 0 : (1047>

- "5 je pseudovektor

(1011,1043)

D(A)y*ysD~H(A) det (AN A~ s . (1048)

* Potpun skup matrica Diracove algebre

Matrice 1, v*, J*, v*v5 i 5 tvore potpun skup matrica Diracove algebre u 4-dim pros-
toru.

[1 Matrice uz diskretne simetrije
- pokazat ¢emo da postoje tri matricne transformacije slicnosti koje su grubo govoreéi ek-

vivalentne hermitskoj konjugaciji, transpoziciji i kompleksnoj kojugaciji matrica Diracove
algebre.

* 3 matrica

- Iz (1031) i (1034) slijedi eksplicitan izraz za paritetnu matricu g,

ﬁ:(gg). (1049)
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- Analizom jednadzbi (1034) i (1031) slijedi (3 = 871, /%7 = =0, 4T = +%)

e = = (1050)
Odatle rabeéi (1009)
BT = T (1051)
BIp = J7,  BIB = -J7). (1052)
Nadalje, 75 matrica je hermitska i antikomutira sa (3, pa
BB =~ . (1053)
Uporabom (1053) i (1050) slijedi
BO¥)18 = =5 (1054)

Relacije (1050), (1051), (1053) i (1054) pokazuju da je operacija (... do na predznak
ekvivalentna hermitskoj konjugaciji matrica Diracove algebre.
- Zahvaljujudi relaciji (1051) inverz L. transf. (1013) se moze izraziti na sljedeéi nacin

DT(A) = DA, (1055)
tj. D(A) zadovoljava uvjet pseudounitarnosti.
D:
3D (A (1013) ﬂ[emijrﬁ L BTN | i T
= D7'(A)  QED. (1056)
* Matrica C

- Iz (1034) slijedi da su v* matrice za p = 0,2 simetri¢ne a za u = 1,3 antisimetricne.
Odatle slijedi

o= ey (1057)

gdje T oznacava transponiranje i

C=mh = vy’ = —i(%z 0 ) (1058)

CHC™ = (i*7°) x v x (=i(7) () ™)
02 = _a02T .
_ { s — _har = = QED. (1059)
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Odatle slijedi

\7/3; = _Cj,uzxc_lu (1060>
o= +CuCT, (1061)
(V)T = +CysCt (1062)
D:
_ ) . (1009) 1@
CTuC = —5ChuwnlC™ "=" —hy ]
1 (1009)
= Aglwwl” ~Jr  QED. (1060)
cet MY et (2 0T QED. (1061)
1 (1057,1061)
CrsCt =T (=) () = — ()"

Y (15T QE.D. (1062)

Transformacije (1057,1060),1061,1062) i pripadni predznaci bitni su za transformacijska
svojstva fermionskih struja na nabojnu konjugaciju.

x Matrica (6C

Kombinirajuci rezultate za (i C transformaciju matrica Diracove algebre dobijamo,

W = BCnCTB

j:u = _6Cx7uuc_lﬂ )
fY; = _6CV5C_16 )
(Yu¥s)" = —BC1CT'B (1063)

Te transformacije bit ¢e bitne kod T inverzije fermionskih struja.

Rezime:

/6(1>7u>u7uua757u775)ﬁ = ( '7,”«7,:[,/, (VSVM)Ta _’}/g) (1064)
C(]la7u>juua757u>75)c_l = (]l ) _'V;U _jg;ﬂ (’75%1):,177;11) (1065)
ﬁc(:u-a7/17\211/)757/“75)(/66)_1 = (]]-*7’}/;a _j:w _(757;1)*’ —73:) (1066)

Kako se BD i W , matrice razlikuju u biti za imaginarnu jedinicu, odgovaraju¢e BD
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transformacije se malo razlikuju (BD ima 3 = 1°, C = iy*4Y):

6(]177u7\7p1/7757ﬂ775)ﬁ B:D (]lvaY;Tu j;jw (757#)T7 _f)/g) (1067)
C(]lafyuvjpwfyf)fyuvf%)c_l B:D (]lTv _7;7;7 _j;z;v (757#)7177?) (1068)
56(177u7jpu7757u775)(6c>_1 B:D (1*7 _77;7 _\7:1/7 (757M>*7 _ng) (1069)
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5.5 Kauzalno Diracovo polje

- Diracovo polje je teze konstruirati nego skalarno i vektorsko. Ono ima veliku fizikalnu
primjenu, jer su fermioni koji se javljaju u prirodi spina 1/2 (u izvodima ispod ¢ée biti
pokazano da Diracovo polje ima samo spin 1/2). I u prosirenjima standardnog modela
Diracova polja ili njihova "realna” verzija Majorana polja imaju dominantnu ulogu. Kao
i kod skalarnog polja gdje se kompleksno polje moze prikazati preko dva realna, Majo-
rana polje je "elementarnije” u smislu da se svako Diracovo polje moze prikazati preko
dva Majorana polja. Pored spin-1/2 polja javljaju se jos samo spin-3/2 polja (Rarita-
Schwingerovo polje) npr. u supergravitaciji.

- Kao i u prethodna dva poglavlja pretpostavit ¢emo da imamo samo jednu vrst Cestica,
tako da ¢emo zanemariti indeks n.

e Konstrukcija Diracovog polja

- Konstrukcija Diracovog polja ide u par koraka. Polazi se od opceg izraza za polja
ponistenja i polja stvaranja. Zatim se primjenjuje prvi uvjet Lorentzove invarijantnosti,
preciznije "rotacijski” uvjeti da bi se odredilo koje vrijednosti j se javljaju u Diracovom
polju; time se odredjuju i koeficijentne funkcije do na dvije neodredjene konstante za
u i v funkcije. Zatim se rabi paritetna invarijantnost da bi se odredio omjer tih dvaju
konstanti do na fazu. Preostale dvije konstante se eliminiraju redefinicijom skale polja
(tj. normalizacijom). Uporabom drugog uvjeta Lorentz invarijantnosti, kod kojega se u
konstrukciji polja javljaju jos dvije neodredjene konstante, se te dvije neodredjene kon-
stante eliminiraju. Diracova jednadzba se javlja kao posljedica konstrukcije polja i uvjeta
Lorentz invarijantnosti.

(] Prvi uvjet Lorentzove invarijantnosti

x Opéi izrazi za polja

- Opéi izrazi za ¥ (x) polja su (858) i (859) (indeks n je zanemaren)

(858) = vi(a) = 3 / (if;g )
(859) = ¢, (x) = Z/(if;g ey (P, U)CLT(ﬁ, o).

* Prvi uvjet L. invarijantnosti : reducibilnost sv. ort. L.T.
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- Prvi uvjet Lorentz invarijantnosti daje niz uvjeta, medju kojima su i "rotacijski” uvjeti
na koeficijentne funkcije impulsa p' = 0 (867), (868). Zbog reducibilnosti generatora
rotacija (Lorentzovih generatora) tj. mnjihove blok-dijagonalne forme (1035), "rotaci-
jski” uvjeti za gornje dvije komponente (u,,1(0,0), v+ (0,0)) i doljnje dvije komponente
(Upm—(0,0), vy,—(0,0)) koeficijentnih funkcija u(0, ), v(0, ) su nezavisne

1

ZUm:I: 0 0' j(j = Z§5mmum:l:(ova)7 (1070>
1

vai (0,7) 0" = Ziﬁmmvmi(o,a) . (1071)

- Shvacajudi t,,+ (0, 0) i v,4 (0, 0)a kao (m, o) elemente matrica Uy i V4, jednadzbe (1070),
(1071) mozemo zapisati matri¢no,

. 1
UpJV) = S0 Us, (1072)
_y i SV (1073)

- Uotimo da matrice 2 x 2 {35}, 1 (2j 4+ 1) x (25 + 1) matrice {JDV i {=JW*} tvore tri
ireducibilne reprezentacije rotacijske grupe dimenzija.

* Schurova lema

Schurova lema

Ako postoji matrica koje povezuje ireducibilne reprezentacije, tada su te matrice ili jednake
nuli ili su kvadraticne i nesingularne.

= matrice povezuju samo reprezentacije iste dimenzije, dakle ISTE odnosno EKVIVA-
LENTNE reprezentacije.
= Reprezentacije {30}, {JVYi (=97}, su ekvwalentne dakle j = 1

= Diracovo polje opisuje samo Cestice spina j = 2. Takodjer matrlce {%ai}, {J:-U)}

i {—J:.(j )*} moraju biti jednake {%O’i} matricama do na transformaciju sli¢nosti.

- U standardnoj reprezentaciji (248), (249) JU) matrica

4 1
Ju/2) 57 (1074)
1
J/2 — — 50200, . (1075)
D:
Dokazimo prvo (1074):
11
(249) = (oo = 00ys  0=—3.5
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1/2

0 1

(1/2) _ _ 1
3
(248) = (JY 1 gDy, = 5U,Ji1\/ (Z—a(ai1)> (1077)
. 01
(I i) = ((f 8) (1078)
a _ (0 1/27y _ 1
= —<1/2 0 ) = 27
12 0 —i/2 1
JWD = (z‘/2 X ) = o2 (1079)
Dokazimo i (1075):
0'20_"0'2 = (—0'170'2,—0'3) = —5* (1080)
; 1
= Ju2x 0EY 56 = —5oF0,  QED. (1075) (1081)

- Uvrstavanjem izraza (1074) i (1075) za
pokazuje da matrice Uy i Vio, komutiraju

—

o
Ui§

—

o
Vi<72§

JU/2 § JO/2 y jednadzbe (1072) i (1073)
sa svim generatorima rotacija &/2

- %Ui : (1082)
- %vm, (1083)

odakle slijedi da su proporcionalne jedini¢noj matrici (to je takodjer Schurova lema; odabir

faza je konvencija),

Up = cil, (1084)
V:tO'g = —idi]l
\
Um=(0,0) = Lo, (1085)
'Um:t(0,0') = d:l:(_'éo-2)ma
0 -1
(1)
\
Cy 0
1 o 0 1 o Cy
U(O,§) - c_ ) U(O,—§) - 0 3 (1086)
0 c_
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1| 1| o0
U(O7§) - 0 ) U(Ou _5) - —d_ . (1087>
d_ 0

* Spinori kona¢nog impulsa

Iz (1087), (1087), kona¢nog boosta za Diracovo polje (1013), i izraza za opce koeficijentne
funkcije kona¢nog impulsa (863) i (864) slijede izrazi za spinore kona¢nog impulsa (u
matricnom zapisu),

u(p,o) = gm(p))u(o,a), (1088)
v(p,o) = gm(p))v(o,a). (1089)

[0 Sa¢uvanje pariteta i omjeri c_/c,, d_/d,

- Svim Lorentzovim transformacijama su pridruzene blok-dijagonalne matrice Diracove
algebre, osim paritetnoj transformaciji kojoj je pridruzena matrica 3 = i7° koja ima
off-dijagonalne blokove. Zbog toga je paritetna transformacija jedina Lorentzova trans-
formacija koja moze nesto re¢i o omjerima c_/cy, d_/d;.

* Paritetna transformacija (Diracovih) polja

- Uz pretpostavku o¢uvanja pariteta, paritetne transformacije operatora ponistenja anticestica
i operatora stvaranja cestica glase (vidi (791))

Pa(p,o)P™" = n*a(-p,0), (1090)
Pa(p,0) P~ = nal(=p,0) . (1091)

Odatle (nakon zamjene p — Pp),

_1 (858,1090) d3p - ipPx (=
P?/);(l')P ! = n /W (=P, U)epp a(p, o), (1092)
. Cq o (859,1091) d®p N T
P, (z) P ' = U /W vi(=p, 0)e” " % T(Pa o). (1093)

* Veza koeficijentnih funkcija impulsa p i impulsa Pp
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- Zbog relacije (1052) vrijedi (8% = 1)
BD(L(p))B = D(L(Pp)) . (1094)

Stoga
w(—po) = \/;’jomu—m)u(o,a) _ \/gﬁD(L(ﬁ))ﬁU(O,UL (1095)
o(—Fio) — \/;”:OD@(—m)v(o,a) _ \/gw@@»mm,a» (1096)

- Da bi P-transformirana polja (1092), (1093) bila proporcionalna pocetnim poljima,
izmedju D(L(p)) 1 koeficijentnih funkcija u(0, o) ne smije biti 4. To je mogucée samo ako
su fu(0,0) i fv(0, ) proporcionalni u(0, o) odnosno v(0, o),

pu(0,0) = byu(0,0), Bv(0,0) = bw(0,0); (1097)
R o= b =1  (sbog BP=1). (1098)

- Jednadzbe (1092) i (1093) time postaju

Pyt ()P~ = b Byt (Px), (1099)
Py~ (z)P™" = bBy (Px) . (1100)

- Takodjer, iz relacija (1097) slijedi

C+
- =p,, —L =, 1101
o T (1101)

Time su koeficijenti c_ i d_ eliminirani na racun cy, dy b, i b,.
x Podesavanje skale polja

- Podesavanjem skale polja mogu se izabrati normalizirane koeficijentne funkcije (time se
eliminiraju konstante ¢, i d, ),

1 0
1 1 0 1 1 1
) = ) = — 1102
L 0 | by
[0 [ 1
1 1 1 1 110
-y = = —2) = — 11
U(Ou 2) \/5 0 ’ U(Ou 2) \/5 bv ( 03)
b, 0
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[J Drugi uvjet Lorentzove invarijantnosti

*x Diracovo polje i uvjet Lorentzove invarijantnosti

- Komutativnost gusto¢a Hamiltonijana za prostornolike intervale se postize izgradnjom
gustoée Hamiltonijana od linearnih kombinacija polja ponistenja i polja stvaranja,

V(o) = mpT(2) + W (@) (1104)
— / (ir];g > lku(, o)™ a(p, o) + Xo(p, o)e P a0 (F,0)],  (1105)

koji (anti)komutiraju za prostornolike intervale.
- Direktni racun daje

o) ()]s = / TP (PN (P AP Mp(Re "], (1106)

(27)3
Na®) = > ulp, o)ui(5,0), (1107)
M@ = ) wlp,o)v;(p,0) . (1108)

« Eksplicitni izrazi za matrice N(p) i M(p)
- Iz (1102), (1103) je lako izracunati N(0) i M(0),

1+ b3

N(0) = f = 11
(0) gum,o—)@u (0.0) o (1109)
1+ b,3
M(0) = f = : 111
(0) gvm,a) @ v'(0,0) 5 (1110)
D:
Dovoljno je provjeriti (1109) jer je postupak za (1110) identic¢an:
1 0
3 u(0,0) ©ul(0,0) = 5[ , | @060+ | o [@010b,)
o bu
1 0 b, 0O
1 0 1 0 b, (1049) 1
= 5lw 0 1 o = S +b,0) Q.E.D. (1109) .
b, 0 1
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- Uporabom (1088) i (1089), za koeficijentne funkcije kona¢nog impulsa slijede izrazi

N@) = %5 SDILE)L+bAD! (L) (1111)
M) = 5 3DIE)L+bAD L)), (1112

koji se mogu napisati preko v# matrica rabeci relaciju pseudounitarnosti (1055)= D™!(A) =

BDY(A)B,

D(L(p))sD'(L(p)) "= 5, (1113)
D(L(p))D'(L(p)) "= D(L(p)BD(L(p))8
"2 D(Lp) D Lp)s " Bl (11
Konkretno,
N(p) = %ﬁ)[—ipw“jtbum]ﬁ, (1115)
M(p) = 2;0[ ipuy* + bymf (1116)

(Koeficijentne funkcije u i v se ¢esto normaliziraju tako da se u nazivnicima izraza za N (p)
i M(p) javlja m umjesto p°, npr. u BD. Normalizacijska konvencija koju rabi Weinberg
moze se primjeniti i za bezmasene cCestice, dok za njih BD rabi drugu normalizacijsku
konvenciju, sa nazivnikom jednakim jedinici.).

x Ispunjavanje drugog Lorentzovog uvjeta
- Uvrstavanjem (1115) i (1116) u (1106) dobijamo,

[e(@) v (W))s = / (&Hfﬂ( D"+ bym) 3 P Y

2m)32pY
FIAP(—ipun” +bm)6 P g (1117)
_ z—y ip-(z—y)
[ +bm6/ Qﬂgzp e
A+(9ﬂ Y)
YT H ip-(y—x) 111
o st [ SR e
AJr(Z/—ﬂﬂ)
= [(=I6P F N 857" B D@ —y)
+ (8 F PR m B A —y)] (1119)

191



- U jednadzbi (1118) smo zamijenili 4-impulse sa odgovarajué¢om derivacijom koja djeluje
na eksponencijalnu funkciju i izvadili ih izvan integrala. Takodjer smo identificirali inte-
grale sa skalarnim integralom (896,897). Jednadzba vrijedi za svaku vrijednost (x — )2
- U jednadzbi (1119) razmatramo komutator za prostornolike intervale i rabimo parnost
funkcije A, (x) u argumentu x (koja vrijedi za prostornolike intervale), odnosno neparnost
0, AL (x) u .
- Drugi Lorentzov uvjet zahtjeva jednakost (anti)komutatora polja nuli za prostornolike
intervale. Stoga iz prvog clana slijedi da samo antikomutator polja dolazi u obzir i vrijedi
AP = AP (1120)

Drugim rije¢ima, Diracove cestice zadovoljavaju Fermi-Diracovu statistiku, tj.
oni su fermioni.
Uzimajudi taj rezultat u obzir drugi ¢lan daje jednakost

by = —b, . (1121)

x Podesavanje faza, redefinicija skale, mnozenje sa 75 i standardni oblik Dira-
covog polja

- Bududi da je |k| = |A|, podesavanjem faza jednocesti¢nih fermionskih stanja moze se
ostvariti jednakost

ko= \. (1122)
- Redefinicijom skale Diracovog polja, moze se apsorbirati faktor x, tj. efektivno postici
ko= 1. (1123)

- Na kraju polje ¥ se uvijek moze zamjeniti poljem 751, ¢ime se mijenja predznak b, i b,
(to slijedi iz antikomutativnosti 5 sa ). Time se moze podesiti

b, ‘= —b, = 1. (1124)

- Provodeéi proceduru opisanu jednadzbama (1122), (1123) i (1124) za Diracovo polje
(1105) dobijamo

Ye(z) = / % zg: [ue(p, 0)eP*a(p, o) + ve(p, 0)e Pat (5, 0)] . (1125)

gdje su koeficijentne funkcije u(p,s) i v(p,s) ((1088) i (1089) izrazene preko (vidi (1102)
i (1103); upotrijebi (1124)))

1 0
1 1 0 1 1 1
) = — —2) = — 112
w0g) = S|y oz = | (1126)
0 1
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0 -1
w0,5) = % o I (R % ; (1127)
-1 0
- Nadalje, spinske sume postaju jednake,
NG = QLPO[—WH +mlg, (1128)
M) = gl-ina” —ms. (1129)
- Time antikomutator polja (1118) postaje jednak (rabimo 9y~ = —d;7Y)
[We(@), i)+ = (87" +m)Bly (Aslz —y) = As(y — )
= (=0 +m)Blz; Alx —y) (1130)

(relacija vrijedi za svaki (x — y)?).

x Diracova jednadzba kao posljedica L. inv. konstrukcije i zahtjeva jednostavne
P-transf. ¢*(x)

- Paritetni uvjeti na u(0,0) i v(0,0) (1097) glase
ﬂU(O,U) = U(0,0’) > ﬁU(0,0’) = _U(()?U) : (1131)

- Boostiranjem tih uvjeta i primjenom izraza za (3 matricu (1030) i L. transf. 4° matrice
(1015) dobijamo Diracove jednadzbe u impulsnom prostoru,

(tpy" +m)u(p,o) = 0, (1132)
(—ipY* +m)v(p,o) = 0. (1133)

- Iz izraza za Diracovo polje (1125) i jednadzbi (1132) i (1133) slijedi
(O +m)v(z) = 0. (1134)

- (1132) i (1133) su Diracove jednadzbe (za Diracove koeficijentne funkcije) u impulsnom
prostoru, a (1134) je Diracova jednadzba (za Diracovo polje) u z-prostoru.

- Odatle slijedi da je (su) Diracova jednadzba(e) posljedica Lorentz-invarijantne konstruk-
cije Diracovog polja i zahtjeva jednostavne transformacije Diracovih polja ¢ (x) i ¢~ (x)
na paritetnu transformaciju.

e Diskretne transformacije Diracovog polja
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(] P transformacija

- Evo jos nekoliko stvari vezane uz paritetnu transformaciju.
*x Veza pariteta Cestice i anticestice

- Drugi uvjet Lorentzove invarijantnosti zahtjeva antikomutativnost polja (1125) za pros-
tornovremenske intervale,

{o(x), V) (x)} = 0, (x—2)? > 0. (1135)

- Taj uvjet mora biti o¢uvan pri svakoj transformaciji na koju je teorija invarijantna,
ukljucéivsi P. Zbog toga se relativna faza 1™ (z) i ¢~ (z) polja ne smije mijenjati pri
paritetnoj transformaciji ¢(x), odnosno paritetne faze ¢ (z) i ¢~ (x) polja (vidi (1099),
(1100) i (1124)) moraju biti iste,

nto= -n, (1136)
U
Py(x)P™' = n*By(Pr). (1137)

- Iz (1136) slijedi da je intristi¢ni paritet stanja koji sadrzi ¢esticu spina 1/2 i pripadnu
anticesticu nn® = —1 (tj. neparan). Zbog toga se mezoni negativnog pariteta (p°, J/4,...)
mogu interpretirati kao ¢ = 0 (s-valna) vezana stanja kvarka i antikvarka.

O C i T transformacija

x Relacije koeficijentnih funkcija potrebne za C'i T transformaciju

- Da bismo ustanovili kakve nam relacije trebaju za koeficijentne funkcije, promotrimo C'
i T" transformirano Diracovo polje. C' i T transformacije operatora stvaranja i ponistenja
dane su sa

Ca(p,0)C™H =" & a’(p,0),

C’acT(p,a)C'_1 (720) §CaT(p,a), (1138)
Ta(p,o)T™" "= ¢*(~1)5a(Pp, —0),

Tat(p, )Tt 2 co(—1)52act(Pp, —0) . (1139)

Odatle

3
Co@e " [ S [l ) e (p.0) + ulpio)e e 0.0)
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- / )32 Z [Uz p, )P a(p, o) + up(p, o)e” P Ea (p, a)]T, (1140)

Tt 2 [ S S [ o) e )
+w<p,a)eW“CC(—l)raac*(Pp,—a)}

- [ S [0 P o) P o
(1) 70 (Pp, —0)e P Cact (p, )] (1141)

- U prvom od dva izraza u jednadzbama (1140) i (1141) izvrSena je C' odnosno 7' trans-
formacija polja (792), a u drugom su ¢lanovi doti¢nih izraza preslozeni tako da se u njima
javljaju operatori a(p, o) i a“f(p, o) koji se javljaju u polja (792). Da bi se transformi-
rano polje moglo izraziti preko pocetnog (drugi uvjet L. inv.) izrazi uz operatore a(p, o)
i a°'(p, o) morali bi biti proporcionalni (faktor proporcionalnosti je opéenito konstantna
matrica) koeficijentnim funkcijama u(p, o) i v(p, o),

Uf(p>a) (0,8 Ug(p,(f),
uy(p,o) o vi(p,0), (1142)
(—=1)2*7ug(Pp, —0) o w(p,0),
(=12 70 (Pp, —0) o w(p,0) , (1143)
i Cesticne i anticesticne faze moraju biti jednake,
& = &, (1144)
¢ o= ¢ (1145)

* Dokaz relacija (1142)

- Izrazimo koeficijentne funkcije preko koeficijentnih funkcija impulsa nula i uvedimo za
faktor proporcionalnosti matricu M,

D*(L(p))v*(0,0) = MD(L(p))u(0,0)
MD(L(p))M~*Mu(0,0) . (1146)

- Stoga treba naé¢i matricu M koja zadovoljava

D*(L(p)) = MD(L(p))M™", (1147)
v*(0,0) = Mu(0,0) . (1148)
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Pokazimo da matrica —C zadovoljava te uvjete (vidi (1058)).
D:
Rabedi (1063) i (1013) dobijamo
(~BO)D(L(p)(—C7) =Y ermoce s
U89 ciwnT) = D*(L(p)),  Q.E.D. (1147) (1149)

Nadalje, uz definiciju za spinor y,, i relaciju za ioox,

:<(1]) X_%:<(1)), (1150)

—igaXe = (=1)277x_,, (1151)

X

[NIES

rabeéi (1049), (1058), (1126) i (1127) dobijamo

(01 —iocy 0\ _ [ 0 —ioy
—pC = (1 0)( 0 z‘ag)_<wz 0)

= (=p0)7t = —C7'p, (1152)
u(0,0) = u*(0,0) = % < iz ),
— — L (_1)%_UX—J
v(0,0) = v*(0,0) = 5 ( _(_1)%_(7)(_0 )
1 —i02X o B
= —2< w;{g ) = —BCu(0,0)  QE.D. (1148) (1153)
- Rezimirajmo
v*(0,0) = —pCu(0,0), u*(0,0) = —pCv(0,0), (1154)
D*(L(p)) = BCD(L(p))C~'B, (1155)
U*(p,O') = —ﬂCu(p,U), u*(p,a) = —6(3’0(]9,0') : (1156>
Jednadzba (1156) dokazuje proporcionalnosti (1142). Q.E.D.

Takodjer, uz pretpostavku jednakosti faza (1144), iz (1156) i iz izraza za C' transformirano
Diracovo polje (1140) te iz jednakosti 3 = 7, C = —CT, 8C = —Cp slijedi

Cy(2)C7" = (=B0)'€ Y () = —€BCY*(x) . (1157)

U zadnjem izrazu u (1157) hermitski konjugirano polje ¥'(z) je oznaceno sa 1*(z) da bi
se istaklo da se radi o jednostupcanoj matrici-operatoru.

*x Dokaz relacija (1143)
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- Uvodeéi kao faktor proporcionalnosti konstantnu matricu M, prva od jednadzbi (1143)
glasi,

(—1)2 7 D*(L(Pp))u*(0, —0) = MD(L(p))u(0,0) . (1158)

Stoga matrica M mora zadovoljavati relacije
MD(L(p)M™ = D*(L(Pp)), (1159)
Mu(0,0) = (=1)2%u*(0,—0) . (1160)

- Rabe¢i (1155) te antikomutativnost i komutativnost generatora boosta J% sa matricom
£ (1052) odnosno matricom -5 nalazimo da bi M mogao biti proporcionalan

M ~ vBx8C = vC . (1161)

Provjerimo da stvarno i je.
D:

- Rabimo % =42 = 1.

- Provjerimo prvo (1159).

CD(L(p))C™ s = 58D (L(p)Bvs
= v D*(L(Pp))ys = D*(L(Pp)) Q.E.D. (1159) . (1162)

- Provjerimo zatim (1160). Rabedi izraze za u(0,0) v(0,0) (1153) i 5 (1039) nalazimo
(pri primjeni jednadzbi pazi da li je o ili —0o)

vsu(0,0) = 75 X % ( X ) — % ( _X;U ) UL (C1)3%o0(0, —0) (1163)

= 0(0,0) = (=1)"2t74(0,—0) = (=1)277u(0, —0) . (1164)
Odatle rabeéi (1097) i (1124) te (1154) slijedi

(1124)

v5Cu(0,0) =" —v5p0"(0,0) =" 50"(0,0)
= (-1)F (0, —0), (1165)

15Cu(0,0) “EY —5u(0,0) "EY 5070, 0)
= (=1)27%*(0,—0) . (1166)

- Rezimirajmo,

(-0, —0) = —yCu(0,0),  (=1)2*70(0,—0) = —3:Cv(0,0), (1167)
CD(L(p))C'ys = D*(L(Pp)), (1168)
(-1)2"u"(Pp,—0) = —7Cu(p,0),  (~1)2770*(Pp,—0) = —7Cu(p, o) .(1169)
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- Iz (1169) slijedi proporcionalnost (1143). Q.E.D.
Takodjer, pretpostavljajuéi jednakost faza (1145) iz (1141) i iz (1143) slijedi,

TY(@)T™ = —¢Co(—Pa) . (1170)

« Fizikalne posljedice jednakosti faza nabojne konjugacije (?77), (1144)

- Jednakost faza nabojne konjugacije ne vodi na iste C' kvantne brojeve kod bozonskog i
kod fermionskog cesti¢no-anticesticnog stanja zbog razlika u statistikama.
- Opce cesticno-anticesticnog stanje glasi

o = Z/d3p/d3p’x(ﬁ o; 7', 0)al (5, 0)at (7, o) @y, (1171)

gdje je &y vakuumsko stanje.
- Nabojna konjugacija transformira to stanje u

co = Y [d [ @ xFod. o) G0 @ o) (1172)

16 [ @ [ @ \@ B0l G e, (1T

gdje je gornji (doljnji) predznak za bozonsko (fermionsko) ¢esti¢no-anticesti¢nog stanje.
U drugom retku smo zamijenili nijeme varijable p'«< p', 0 < o’.
- Ukupni C-paritet stanja ® jednaka je produktu

fo = ié&;FX = +F,, (1174)

=1

gdje je F' predznak koji se dobija istovremenom zamjenom p < p', ¢ < ¢’ u funkciji
X(p,o;p',0). Od sada nadalje diskutirat ¢emo samo fermionski slucaj - razlika je samo u
jednom predznaku.
- Amon : uglavnom se valna funkcija x(p, o; p’, o) moze tretirati kao produktna funkcija
spinske i prostorne valne funkcije. Tada

b0 = — (-1 (-1) (1175)

-

'

FX
gdje je £, relativna kutna koli¢ia gibanja konstituentnih cestica ® stanja, a s, pripadni

spin (3®3 = 06 1).
- Primjeri:
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1. Osnovno stanje pozitronija (¢ = 0) moze biti u s = 0 (parapozitronij) i s = 1 (ortopoz-
itronij stanju),

gpara = +17 gorto = —1. (1176>

Kako je C-paritet fotona jednak —1, parapozitronij se moze raspadati samo u dva (paran
broj) a ortopozitronij samo u tri (neparan broj) fotona.

2. Neutralni vektorski mezoni p°, w i ® nastaju kao rezonance u e*e™ anihilaciji kroz
jedno-fotonsko stanje. Stoga se mogu interpretirati kao £ = 0 kvark-antikvarkovska stanja
spina s = 1.
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e Poincaréove transformacije fermionskih struja

[] Diracov konjugat; Lorentzove i paritetne transformacije struja

*x Diracov konjugat

- Diracova reprezentacija nije unitarna (vidi (1056)). Zbog toga se ¥ ()1 (z) ne transfor-
maira kao Lorentzov skalar. Problem se rjesava uvodjenjem Diracovog konugata Diracovog
polja,

() = JN2)8, (1177)
sa Lorentzovom transformacijom

Up(M)(2)Us ' (A) = (Uo(A)(a)Ug ' (M)

= Ji(An)DI(A)5 "EY P(ar)D(A), (1178)

suprotnom transformaciji polja 1 (z).

*x L. transformacija fermionskih struja

- Upotrebljavajuci rezultat (1178) nalazimo da bilinearne kombinacije ferminskih polja
konstruirane od ¢ i ¢ imaju transformacijska svojstva (M = 1,v*, T y*vs5,7v5 )

Uo(A) [ (2) M(2)]U; (A) = 9(Ax)D™H(A)MD(A)y(Aw), (1179)

koja su zadana sa Lorentz transformacijskim svojstvima matrica M,

(1016)

“L(A)LD(A) 1, (1180)
DA D(A) "BV Ak, (1181)
DM D) BT AR Y g7, (1182)
D™ 1(A)v D) = Ay, (1183)
DY A)D(A) = s (1184)

(u zadnje dvije relacije upotrebljena je komutativnost 75 matrice i L. genaratora J"").

*x Paritetna transformacija fermionskih struja

- Paritetna transformacija () je

Py(2)P~" = (Py(x)P)'3 = (" Bv(Px)'8 = nb(Px)s . (1185)
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- Stoga je pariteta transformacija bilinearnih kombinacija v (z) M1 (z),

Pl (z)Mp(2)|P™ = §(Px)BMBY(Pa), (1186)
odredjena paritetnom transformacijom matrica M,
p13 = 1, (1187)
BB = — = Phy, (1188)
B = PHPYLT™, (1189)
By B = =Pha s, (1190)
BB = —s - (1191)

- Naziv fermionskih stuja 1 (z)M1(z) odredjuje se iz njenih Lorentz transformacijskih
svojstava (1180-1184) i transformacija na paritetnu transformaciju (1187-1191), po ko-
jima su struje sa M = 1,v*, J" ~"vs5,v5 (po definiciji) skalarna, vektorska, tenzorska,
pseudovektorska i pseudoskalarna struja.

(1192)

x Fermijeva teorija i njena generalizacija

- Originalna gusto¢a Hamiltonijana medjudjelovanja za beta raspad je proporcionalna

Uy Yulnth AV 1)y - (1193)

Ona nije omogucavala narusenje pariteta (nije sadrzavala pseudoskalarni ¢lan).
- Nakon sto su Lee i Yang pokrenuli pitanje narusenja pariteta oni su prosirili listu ne-
derivativnih medjudjelovanja na

O MY My, 1 M MAsiy, (1194)

M = 1,4", T* "5, 75 od kojih drugi skup ¢lanova krsi paritet.

O C-paritetna transformcija fermionskih struja
- C-transformacija ¥ (z) slijedi iz (1157),

Cy()C™! = (Cy()C B = (=€ 8Cy*(2)p = &l (x)C.  (1195)

- Odatle za C-transformaciju struja dobijamo (rabimo C = —C~! = —CT, 3C = —C3,
B = BT, Fermi-Diracovu statistiku),

Cp(z)Mp(z)C™" = T (z)CM(—FCy* (x))
= T (@)CMCYP (2) = Pla)C " MTCy(x) . (1196)
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Rabedi izraze za C transformirane matrice Diracove algebre, (1057), (1060), (1061), (1062),
nalazimo

CY() (1,4, T, "v5, )0 () C™ = ¥(x)(1, =", =T*, ¥*75,75)¢(x) .(1197)

Posebno, uo¢imo da vektorska struja, pseudoskalarna struja i aksijalno-vektorska imaju
C-paritete —1, +1 odnosno +1.

- Kako je gustoca elektromagnetskog medjudjelovanja proporcionalna produktu vektorske
fermionske struje i elektromagnetskog polja C-invarijantnost i negativan C-paritet vek-
torske struje implicira negativan C-paritet elektomagnetskog polja A,

CA,(x)C™' = —A,(z). (1198)

- Pionsko polje se identificira sa aksijano vektorskom kvarkovskom strujom, pa se analog-
nim postupkom dobija da pion ima pozitivan C-paritet,

Cr(x)C™t = +7(z) (1199)

(to je u skladu sa eksperimentom : 70 — 27).
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5.6 CPT Teorem

- Do sada je pokazano da za svaku cesticu postoji anticestica. Postoji precizna veza
izmedju svojstava cestica i anticestica opisana sljede¢im teoremom.

e CPT teorem (Luders 1954, Pauli 1957)
Uz prikladan izbor faza, produkt C', P i T transformacije, C PT je ocuvan.

Dokaz ide u par koraka.

1. Transformacije polja na C'PT transformaciju

Prema jednadzbama za P, C'i T' transformaciju skalarnog polja ((918), (918), (918 vek-
torskog polja ((1001), (1003), (1002)) i Diracovog polja ((1137), (1157), (1170)), dobivaju
njihove pripadne C'PT transformacije,

CPTo(x)[CPT]™" = (¢'n*¢l(—x), (1200)

CPT¢,(x)[CPT]™ = =& ¢l (—), (1201)

CPTY(x)[CPT)™ = —C &0 ys9 (=) . (1202)
D:

(918) = P¢(z)P~ = n*¢(Px),

(918) = Co(x)C™" = ¢l (x),

(918) = To(x)T™" = (*¢(—Px),

1001) = P¢'(x)P~' = —n*P"¢"(Px),

P

C o= o),

= ("PLe" (= Px),
(x) = "By (Px),

Cy(x)C™" = =& BCy*(x),
()T~ = —=C:Cy(—Px) .

Tl
NS
PSS
SIS
TS

— =
— ]
(@3] ]
—~ w
~— O N N~

<
=

TN N N
8

— ~— ~—

A~ Y~~~ —~
—_
—_
W
-

<

CPT¢(z)[CPT|™" = CPT¢(x)T'P1C™!
= CP[Co(=Px)]P7IC™ = C[C""¢(~PPz)|C™
SUNUCED Q.E.D. (1200),

CPT¢"(z)[CPT]™" = CP[C*P" ¢"(—Pz)|P~'C~
= C[-Cn*¢"(—x)C™' = —Cnprero(—x)  Q.E.D. (1201),
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CPTy(x)[CPT)™' = CP[~(*ysCy(—Px)|P~'C™H
= Cl=CnysCov(—2)]C™" = & ysCABCY! (—a)
— e (—a) QE.D. (1202).
U dokazu (1202) rabili smo CC = —1 i zamijenili ¢* — ¢! (Weinberg je uveo ¢* u (1157)

samo da istakne da je rije¢ o matrici stupcu — operatori stvaranja i ponistenja se hermitski
konjugiraju).

2. Odabir faza
Izabrat ¢emo faze za svaku cesticu tako da je (né = 1. Odatle slijedi

CPT¢(2)[CPT]™' = ¢i(—x), (1203)
CPT¢,(x)[CPT)™" = —¢l(-x), (1204)
CPTY(x)[CPT)™" = —vys¢i(—x). (1205)

Rabedi te relacije ¢emo odrediti C'PT transformaciju bilo kojeg tenzora izgradjenog od
skalarnih vektorskih ili Diracovih polja.

3. Transformacija tenzora izgradjenih od skalara, vektora i njihovih derivacija
C PT transformacija bilo kojeg tenzora ranga n izgradjen od skalarnih ili vektorskih polja
i njihovih derivacija glasi

CPT ¢y, (0)[CPTI™ = (=1)"}, . (—2) . (1206)

D:

- Indeksi gy ... pu, su ili vektorski indeksi ili dolaze od derivacija slalarnog ili vektorskog
polja.

- Skalarno polje, prema (1203), ne donosi predznak —1

- Vektorsko, prema (1204), se javlja uz jedan takav predznak

- Svaka derivacija polja donosi dodatan (-1) predznak. Npr.

oz + Axy) — ¢(x)

Az, —0 Al’u
T — _ hT(—
cPT ¢'(—x — Az,) — ¢'(—2)
Az, —0 A;Uu
B Pz + Azy) —¢l(—2) t
= —A}ngo A:L'M = — M¢ (—ZL’) . (1207)

Time je relacija (1206) dokazana.

4. Transformacije tenzora izgradjenih od bilinearnih kombinacija Diracovih polja
- Pri izgradnji tenzora od fermionskih polja spinorni indeksi moraju biti pokontrahirani.
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Oni se mogu javiti samo u parovima ¢ . . .1, tj. kroz struje Diracovih polja, pa je dovoljno
promotriti C'PT transformaciju fermionskih struja, koja glasi

CPT ), (x) Mips(2)][CPT)™" = [¢y(—a)vsMyste(—a)]', (1208)
gdje je M = 1,9", T" ,v"75,7s.
D:
CPT,(x) Mo (x)][CPT]™" = [—sthi(—a)]T BM* =515 (—2))]
= Yh(—2)Miys [Wi(—2)8]" = [y (—2)1sMyste(—2)]"  QE.D. (1208)
——
P (~2)

- Kako je y5M~s = (—1)"M, gdje je n broj Lorentzovih indeksa matrice M, 1, (x) M1, ()
se ponasa kao tenzor izgradjen od skalarnih i vektorskih polja sa n Lorentovih indeksa.

- Sveukupno svaki tenzor sa n Lorentzovih indeksa izgradjen od skalarnih, vektorskih i
Diracovih polja se transformira prema (1206).

5. Transformacija H(x) na C'PT transformaciju.
- Gusto¢a Hamiltonijana H(z) nema niti jedan Lorentzov indeks. Prema tome

CPTH(z)[CPT]™' = H'(—z) = H(-x). (1209)
Zadnja jednakost u (1209) posljedica je hermiti¢nosti gustoée Hamiltonijana.

6. Transformacija Hamiltonijana na C'PT
- Iz (1209) slijedi da Hamiltonijan medjudjelovanja V = [ d®*aH(Z,0) komutira sa CPT
transformacijom,

(e}

CPTV[CPT]™" = / d*r CPTH(Z,

H(

)CPTI™! = / drH(Z,0) = V

70)

49

[CPT, V] = 0. (1210)

Time je CPT teorem dokazan.

[] Podsjetnik : Fizikalne posljedice C'PT teorema.

Prisjetimo se fizikalnih posljedica C' PT' teorema:
- Jednakost amplituda

(744) = Sga = Scpracrs - (1211)
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Iz nje slijedi jednakost 4 impulsa, dakle i masa
My = Mpe, (1212)

te jednakost Mp, amplituda iz kojih kroz opticki teorem proizlazi jednakost totalnih
brzina procesa za ”in” stanja a i CPT«,

(752> = Fp1cr1n1;... = Fpl—olnf;... . (1213)
Posebno za jednocesti¢na stanja

(754) = Tpon = Tpone - (1214)
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5.7 Polja bezmasenih cestica

- Do sada razmatrali samo polja masivnih cestica.

- Kod vektorskih polja smo primjetili da nema kontinuiranog prijelaza sa polja masivnivnih
¢estica na polja bezmasenih cestica koji dolaze zbog toga Sto barem jedna od polarizacija
tezi u beskonacnost kada masa tezi k nuli. [Kod polja spina 1/2 (Diracovih polja) nema
takvih problema.]

- U ovom poglavlju Weinberg pokazuje da za bezmasene cCestice spina j > 1 nije
mogude rabiti ireducibilna polja ((A, B) polja u poglavljima §2.6. i §2.7). Mi ¢emo
razmatrati samo Weinbergov dokaz za polja bezmasenih vektorskih cestica (tj. (3,3)
estica u (A, B) notaciji). To ograni¢enje vodi prirodno na uvodjenje bazdarne invari-
jantnosti.

e Pretpostavka izgleda polja i osnovne jednadzbe za koeficijente u,(p, o) i vi(p, o)

x Pretpostavka izgleda bezmasenog polja

- Pretpostavlja se da je polje za bezmasene cestice linearna kombinacija operatora ponistenja
a(p, o) cestica impulsa § i spina o i pripadnih operatora stvaranja a“'(j, o) anticestica,

¢o(z) = / % S [ka(F, 0)ue(, 0)e™* + Aa®l (7, o )ve(, o)e P+, (1215)

gdje je p’ = |pl.
+ Transformacija polja i transformacija u,(p, o) i v(p, o)

- Transformacija operatora stvaranja i ponistenja definirana je transformacijom stanja
bezmasene Cestice (299),

U(A)d! (7. 0) U (A) = (Apﬁ)o exp(iof(p, A))al (7, o)

\ (1216)
U(A)a (7,0)U(4) = “;f;)o exp(iof(p, A))at 7y, o), (1217)
U(N)a(f,0)U(8) = “;f;)o exp(—ic8(p, A))a(fh, o). (1218)
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gdje je pn = Ap, a 0 kut definiran jednadzbom (300),

(300) = W(Ap) = L~ (Ap)AL(p)
T S(a(A,p), B D) RO(A, ) - (1219)

Uocimo da prema (299)
exp(iod(A, p)oys = Dorg(W(A,p)), (1220)
exp(—iol(p,N))oy e = DL (W(A,p)), (1221)

odgovaraju medjusobno kompleksno konjugiranim cCesti¢nim reprezentacijama.
- Kao i za masivne ¢estice, pretpostavlja se da se polje (1215) transformira prema nekoj
reprezenaciji homogene Lorentzeve grupe, D(A),

U(A)te(x) ZDM De(Ax) . (1222)

- 1z (1218), (1217) i (1222) slijedi da koeficijentne funkcije uy(p, o) i ve(p, o) zadovoljavaju

jednadzbe
usln, o) expliod(p, A)) = || (1{%) > PulMutso), (1223)

(. 0) exp(=ioB(p. ) = 1/ ([{%) > Dulyutzo) (1224)

(umjesto jednadzbi za opéu Lorentzovu transformaciju koeficijentnih funkcija za my, > 0,
(860) i (861)).

D:

Usporedba raspisa lijeve strane jednadzbe (1222)

(1222), = U(A)ue(x)UH(A)
d3p
- [ e

[w@, 2)er o[ exp(iat(p. Aol o)
+ v (p, 0)e P x (A e p)° exp(iof(p, A))at (P, o) |, (1225)

i desne strane jednadzbe (1222) u kojoj identificiramo p = Ap’ = p/, (d®p = &*p'(Ap')°/p)

(1222) Z D (A" e(Az)
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A" Da(AerlFy o) x e a7y, )], (1226)
vodi na jednakosti (1223) i (1224). Q.E.D.

e Jednadzbe za u,(k,0) i vy(k,0) - uvjeti koji definiraju u,(k, o) i vi(k, o)

x Veza uy(p, o), v(p,o) sa uy(k,o), vk,o)

- Uvjeti (1223) i (1224) vrijede za opéu Lorenzovu transformaciju.

- Analizirajmo te jednadzbe za specijalan sluc¢aj koji odgovara slucaju boostirane bez-
masnene Cestice: Uzmimo da je p = k (k je standardnom impulsu bezmasene ¢cestice),
A = L(p) (L(p) je standardna Lorenzova transformacija za bezmasene Cestice koja trans-
formira k& u impuls p). Tada opéa Wignerova rotacija postaje jednaka jedinici (L(p) —
L(k) =1, A — L(p), L(Ap) — L(p), p° — k%, (Ap)® — p°),

W(O(p,A) = LTAp)AL(P) — LT ()L(p)1 = 1, (1227)

a jednadzbe (1223) i (1224) postaju jednake

wlFo) =\ 3 Dall)ulk.o) (1229
wiio) = 4[5S DalLwulEo) (1229

« Jednadzbe za wy(k,0) i v(k, o)
- Tzrazavajuéi ug(f, o) i vy(f, o) preko uy(k, o) i vy(k, o) uporabom (1228) i (1229) u jed-

nadzbama (1223) i (1224) dobijamo jednadzbe koje su pandan rotacijskih uvjeta (865) i
(865) za masivne cestice,

up(k, o) exp(iof(k,W)) = > Dgy(W)ue(k, o), (1230)

vi(k, o) exp(—iof(k, W) = Y Dy(W)v(k,0) . (1231)
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D:
Kako je postupak ekvivalentan za w,(k, o) i v,(k, o), dokaz dajem samo za uy(k, o). 1z
(1223) i (1228) slijedi

Z Dy, (L(Ap)) ue, (K, o) exp(iof(p, A))

-\ Z vy kODm () uas (R o)

D(A) matrice tvore reprezentaciju Lorentzove grupe (vidi 838), pa rabeéi (1230) dobijamo

ug(k, o) exp(io(p, A ZDN W (A, p))ug(k, o) . Q.E.D. (1230)

- Prema (1219) Wignerova rotacija W je funkcija triju parametara «, 5 1 6 i moze se uvijek
prikazati kao produkt rotacije oko z osi R(6(A,p)) i transformacije S(a(A,p), B(A,p))
(generatori A = Jo+ K7 i B = —J; + K5 : kombinirana rotacija i boost u x — y ravnini).
Kako je faza lijevih strana jednadzbi (1230) i (1231) ovisna samo o 6 ona dolazi od
djelovanja rotacije,

up(k, o) explic) = ZD@(R(H))UZ(E,J), (1232)
vi(k, o) exp(—iot) = > Dg(R(0))vs(k, o), (1233)

dok S(a, 3) ne djeluje na koeficijentne funkcije,

ulk.0) = 37 Dy(S(e B)ulF. o). (1234)

ve(k, o) = ZD@(S(O&,@)W(%,U)- (1235)

- Jednadzbe (1232)-(1235) su uvjeti koje definiraju koeficijentne valne funkcije za stan-
dardni impuls k.

- Primjetimo da kao $to generatori male grupe A i B ne djeluju na stanja ¥, opisanog
kvantnim brojevima pon tako ne djeluju ni na polja tj. na indekse polja ¢ (u reprezentaciji
polja oznacit ¢emo te operatore sa A, B). S druge strane generator male grupe J; (J u
rep. polja) mijenja i stanja tj. indekse pon i polja tj. indekse £.

- Po definiciji W(E, o) odgovaraju anticesti¢noj reprezentaciji koja je kompleksno konju-
girana Gestitnoj reprezentaciji ug(k, o). Rabedi jednakost (J3)ge = —(J3)—s—o dobijamo
identifikaciju

v(k,0), = ui(k,o0), = ulk,—0). (1236)
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w(k,0)(0) "B wlk,0)(Js)ee) = Tiur(k,0). (1237)
w(k.0)(=0) "2 w(k.0)(~(%)00) )
= (K, 0)(J)-0s) = Tavi(k,0) (1238)
A2
vk, o) = wlk,—o). (1239)

Stoga se nadalje mozemo koncentrirati samo na UZ(E, o) funkciju.

e [lustracija problema nemoguénosti izgradnje polja od besmasenih cestica ire-
ducibilnih Lorentzovih transformacija na primjeru vektorskog polja

- Uvjet (1234) je problematican, jer se ne moze ispuniti za opéu reprezentaciju homogene
Lorentzove grupe.

x Bezmaseno vektorsko polje

- Problem ¢emo ilustrirati pokusavajuéi konstruirati 4-vektorsko [(3,3)] polje za bez-
masenu ¢esticu heliciteta £1.

- Homogena Lorentzova transformacija (D,;(A)) vektorskog polja (indeksi su pp = 1,2, 3,0)
glasi

Dh(A) = A“ . (1240)

- Koeficijentna funkcija (u.(p, o)) u,(p, o) se standardno zapisuje preko polarizacijskih
vektora e,

u,(pyo) = (2p°)"V2e,(p,0), (1241)
pa iz (1228) slijedi

e'(po) = LY (p)e(k,0) . (1242)

odakle slijedi (1242).
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x Uvjeti za i rjeSenja za ¢*(k,o0); Wignerova rotacija ¢*(k, o)

- Uvjeti za ut(k, o) (1230), (1232) i (1234) glase

" (k, o) expliot) = D', (W(0,a,8))e" k),
e'(k, o) expliot) = R, (0)e"(k,0),
(ko) = Sh(a,B)e (K, 0),

gdje su dijelovi Wignerove rotacije R* (0) i S* («, 3)

1 0 —«o Q
01 -8 154
_ )2 _
(269) - Su(avﬁ) - a ﬁ 1_< C )
a B —C 1+¢
cos@ sinfd 0 0
o B —sinf cosf® 0 O
0 0 01

- Iz (1244) i (1247) slijedi da je e#(k, £1) do na konstantu jednak
ek, £1) = (1,£i,0,0)7/v2 .
- Medjutim, sa tim e“(lg, +1) ne moze biti ispunjena druga jednadzba.

D:
(1244), (1247) =

el(cy + iosg) coet + sge?
1| e*(co+iosy) 1| —sge! + cpe?
V2 | €(co+iosg) NG el
e%(co + iosy) e®
Y
et = ioe, e = =0 QED. (1248)
(cp = cosB, sy =sinb),
(1245), (1247), (1248) =
1 1
N R D
V2 V2 | atip
axif
= r(F 1) = ()4 D
V2|k|

(1243)
(1244)
(1245)

(1246)

(1247)

(1248)

(1249)

(1250)

(1251)



- Ta jednakost ne moze biti ispunjena za bilo koju Wignerovu rotaciju (konkretno, ispun-
jena je samo ako vrijedi a4 = 0). Drugim rije¢ima baziéni uvjet (1245) odnosno (1243)
ne moze biti ispunjen; umjesto (1243) imamo (Wignerova rotacija e*(k, o))

D" (W (0, e, B))e” (k,0) = S*(a, B)R,(0)e” (k,0)

_ ot (e“(lZ )+O‘\;|ZZ|6 ) (1252)

Iz toga slijedi da se od operatora stvaranja i ponistenja bezmasenih polja ne moze izgraditi
polje koje se transformira kao 4-vektor.

x at, svojstva a*, Coulombovo bazdarenje

- Zanemarimo taj problem za sada. Izgradimo polje od dijelova koji se jednako transformi-
raju na sve transformacije a sadrze i ¢estic¢ni i anticesticni dio (Weinberg je u svojoj knjizi
definirao a, polje sa k = X = 1, iako nije jo$ nije pokazao |k| = || slijedi iz komutacijskih
relacija — vidi poslije),

d3p
au(l’) = /(271’)3/2(2]) 1/2 Z

o=%+1

|:/€6M(]7, o)e a(p, o) + Ae, (P, —o)e” Pt (p, —a)| . (1253)

a(p, o) ial(p, —0o) se jednako transformiraju na Lorentzove transformacije prema (1217) i
(1218). Istovjetnost e, (p, o) i €;,(p, —0) slijedi iz (1242), izraza za standardnu Lorentzovu

transformaciju bezmasenih cestica £(p) (301), invarijantnosti eu(/g, o) (1248) na boost u z

smjeru B(|ﬁ|/|k|) (302), realnosti matrice rotacije iz z smjera u p smjer, R(p) i jednakosti
et (ko) = e (k, —o) (vidi (1248)),

et(p,o) = L" (p)e”(k,

) = R50)B(|ol/IK)e” (k. o)
)

= (R, (p)e" (K, —0))" = (5, —0) . (1254)
- Polje a*(x) zadovoljava bezmasenu Klein Gordonovu jednadzbu,

Oa*(z) = 0. (1255)

—

- Nadalje, buduéi da e®(k,+1) = 0 i k - é(k, 1) = 0, jednadzba (1254) (posebno drugi

red te jednadzbe) vodi na

(g, 1) = 0, (1256)
+1) = 0, (1257)



odakle slijedi

a(r) = 0, (1258)
Va(z) = 0. (1259)

(1258) 1 (1259) su uvjeti koje EM vektorski potencijal zadovoljava u Coulombovom bazdarenju.

* Bazdarna transformacija ¢ (p,o) i a,

- To da je a®(x) = 0 u svakom inercijanom sustavu jasno pokazuje da a*(x) ne moze biti
4-vektor.

- Umjesto toga a*(x) se pri opéoj LT bazdarno transformira. Evo kako se to dobija.
Iz izraza za Wignerovu rotaciju (1227), W = L7 1(Ap)AL(p), Lorentzove transformacije
koeficijentnih funkcija (1242) i jednadzbe (1252) slijedi

+i0 [ i (i aj:zﬁ
e (e(,0)+\/_|k|

= azti ! % — V(=
et(p,o) = \/,|k|ﬁp“ FiO L eFOATY (P, o) . (1260)

Rabedi taj rezultat homogena Lorentzova transformacija polja a*(x) dobija oblik

(LY (Ap)AL(p))"e” (k, o)

UN)a () U (A) = Aa,(Ax) + 8,0z, A) . (1261)

U(AN)au(z)U™H(A)
dgp (Ap)O —i00
- / @m0 2\ o 2
[Heip-meu(ﬁ*’ O')CL(Ap, O') + )\e—ip-me:;(ﬁ: —O')aCT(Ap7 _0'):|
(1%0) d3 —wé)
2 | e 2

[HeipAAmeioe ((A‘le(pA, o))+

a+wﬁ

NGTTS (A™"pa )u>a(pA,0')

oz—zaﬂ

V2|H

+ \eiPad giod ((A_le(pA’ —o)ut

PA—D —1\ v dsp
= 0 | G 2
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(ke (p, )ua(p, o) + X Pe(p, —o);a (p, o))

a—iof3
+ 8 / 271_ 3/2 2p 1/22 \/_|/{5|

[— ike™ T (F ) + ide NPl (p, U)}
\ (1262)

U(Na,(x)UH(A) = A 0 (7) + 0,8, A)
d3p a+io3
Qz,A) = / (27)3/2(2p0)1/2 Z \/_W

[—ze’A Peo(p, o) +ie N Pt (F o) (1263)

Time smo dokazali (1261).

- Kod teorija sa bezmasenim vektorskim poljem se zahtjeva ne samo da je teorija for-
malno Lorentz invarijantna (do na bazdarnu transf. bezmasenog vektorskog polja), veé i
invarijantnost na bazdarnu transformaciju a, — a, + 9,. To se ostvaruje vezanjem a,
polja na sacuvanu 4-vektorsku struju (9,j* = 0) oblika a,j".

e Tenzor elektromagnetskog polja
* Bazdarna invarijantnost f,,

- Tako nema vektorskog polja za bezmasene cestice heliciteta £1, nema problema sa kon-
strukcijom antisimetri¢nog tezorskog polja za takve cestice.
- Iz invarijantnosti & na malu grupu LT i (1252) slijedi

D" (W (6, a, 3)) D, (W (6, a, 3)) (k;ﬂeo(/z, +1) — kel (k, :tl))

; - +1 . - +
N (el'(kjil) - Ci/ﬂ%f;g) _ et (e“(k:,jzl) Ci/_“:f )

- ei”(lwe”(/%’,ﬂ) —k”e“(E,il)) . (1264)

To pokazuje da
W (1) = im0 (e (5 1) — per (L)) (1265)

zadovoljava jednadzbu (1223) za antisimetri¢nu reprezentaciju homogene Lorentzove grupe
(e"(p, o) je definiran drugim retkom jednadzbe (1254)).

D:

Rabedi izraz za Wignerovu rotaciju (1227) i (1254) dobijamo

AN (el (B, 1) — p7e? (P, £1)) = e (phe” (Pa, £1) — phe” (Pa, £1)), (1266)
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odakle uporabom (1265) slijedi

0 .
,/]]D’—OAHPAVUUPU(@ﬂ) = u"(py,£1)e*?  Q.E.D. (1267)
A

- Rabedi (1265) i (1253) dobija se antisimetri¢no tenzorsko polje bezmasenih cestica he-
liciteta £1 oblika

fw(z) = 0Oua,(x) —0,a,(z) . (1268)

Ono se transformira kao tenzor iako se a, ne transformira kao vektor.
D:
Zapravo za dokaz mi i ne treba (1267):

U fu(2)U(A) "2V 07 (A% a0 (Ax) + 020z, A)) — 02 (A, a,(Ax) + 320z, A))
= (N,00)(A,a0(Ax)) — (A7,00%) (A, a,(Ax))
"ZY A2 A% fe(Ar)  QED. (1269)

x Makswellove jednadzbe

- fu zadovoljava slobodne Maxwellove jednadzbe,

o ft"(x) = 0, (1270)
e 9, fun(z) = 0. (1271)
D:
O f"™ (x) = Oa”(z) —0"(Va(z) +9a’(x)) = 0, (1272)
=0 =0 =0
ePM 0y () = PM0,0,a,(x) — e’ 0y0,a,(x) = 0. (1273)
+x Komutacijske relacije : |x| = ||

- Za nalazenje komutacijskih relacija potrebna nam je suma ) _e’e”* za bilo koju vrijed-
nost impulsa. Iz (1248) i izraza za standardni impuls slijedi

1000

; . 0100 k'k?
S ek 0)el (ko) = 000 0 = Oy~ (1274)
o= 000 0

ij
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a odatle rabeéi (1254)

Z e(p o) (p,o)" = & — pp; : (1275)
o==+1 |ﬂ
- Odatle nakon malo duzeg racuna slijedi
[f;w(x)> f;cr(y)]:l: = (_nupauaa + nupauaa + nuaauap - nuaauap)
d’p 2,ip-(z—y) 2,—i
P(@=y) 4 | \|ZemP @) 12
< | Gt e £ AR (127
D:
- Rabeci
fuw(x) = / &*p Y [Ku (5, 0)eP alp, o) + A, (7, 0)e” o (§, )]
= [ @)+ £ (@), (1277)
dobijamo
[fun (@), fo ()]
= [0S (1Pt oy (5.0)e e
A5, (5, 0ty (5. )7 ) (1278)

- Primjetimo da su do na |x|? i |\|? pribrojnici unutar zagrade medjusobno kompleksno
konjugirani.
- Za daljnji racun treba nam eksplicitni izraz za sumu

20)*2(20°) 3 . 0, (7. 0)

= > (uen (B, 0) = poen(i,0)) (0o (7, 0) — poes(,0)) - (1279)

o

Ako izrazimo bilineranu sumu (1274) preko metrickog tenzora i dva ”Cetverovektora”
" =(0,0,0,1) ip" =p"/|pl = (p,1) (mpr. (p,0) = p* —t*, nu + 1ty = diag(dy;,0)),

Z en(Dyo)e,(Di0) = N+t — (Pu —tu) (P — 1)
o==+1

= n;w - ﬁ,uﬁu + ﬁutzj + t“ﬁy, (1280)
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za sumu (1279) dobijamo
(2m)*2(20%) ) w (B, o) (5, 0)

= Pubp(Nvo — Pubo + Puto + tupo)
PuPo(Mup — Pubp + Dty + D)
— PuPp(NMuo — Ppbo + Puto + tubo)
+ pupo(mp — Dubp + Putp + tuﬁp)
= Dulpllvo — PuPollvp — PuPpTluo + PvPollup (1281)
= 20)*2(2")> w0 up (B 0) - (1282)

(1282) slijedi iz realnosti (1281). Uvrstavanjem (1281) i (1282) u (1278) direktno slijedi
(1276).  Q.E.D.

* |K| = |A|

- Zbog parnog broja derivacija u (1276) i zbog parnosti funkcije

d? ,
/(71)6@:0-(96—@/) : (1283)

27)32p0

za prostornolike intervale x — y slijedi da je izraz (1276) jednak nuli samo za komutator i
ako je ispunjeno

k| = |A| . (1284)

Dakle i bezmasena vektorska polja zadovoljavaju Bose-Einsteinovu statistiku, tj. izgrad-
jena su od operatora poniStenja i stvaranja bozona. PodeSavanjem faza i redefinicijom
polja u (1253) se moze izabrati kK = A\ = 1.

* Zasto se rabi q,

- Prirodno je pitanje zasto se koriste polja kao a, u konstrukeciji teorija bezmasenih cestica
spina 1, a ne polja f,,. Prisutnost derivacija u f,, vodi na gusto¢e Hamiltonijana koje
brze padaju sa udaljenos¢u nego ako se rabe vektorska polja a,. Dok teorije sa a, poljima
ostvaruju 1/r ponaSanje sa udaljenos¢u, koje se opaza u praksi, sa f,, poljima to nije
moguce. Nadalje, teorije sa a, poljima su opcenitije.
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6 Feynmanova pravila

- Formalizam teorija polja i gusto¢a Hamiltonijana konstruirana da bi S matrica zado-
voljavala Lorentz invarijantnost i princip dekompozicije nakupina ovdje se primjenjuje za
izracunavanje S matricnih elemenata.

- Tako je sa tako priredjenim formalizmom svejedno da li se rabi stara pertubacijska teorija
1930-tih godina ili kovarijantna pertubacijska teorija (Tomanaga, Schwinger, Feynnman
kasnih 1940-tih) rabimo ovu drugu, u kojoj su Lorentzova invarijantnost i princip dekom-
pozicije nakupina transparentna u svakom koraku racuna.

- Uvodimo i Feynmanove dijagrame do kojih je doslo kroz razvoj Feynmanovih integrala
po putevima.

- Rabimo Dysonov pristup rac¢unu S matri¢nih elemenata (Dyson 1949).

Teme :

- Izvod Feynmanovih pravila
- Racun propagatora
- Feynmanova pravila u impulsnom prostoru
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6.1 Izvod Feynmanovih pravila

e Resume vaznijih formula i notacije

- S matri¢ni element : Dysonov red za S-matricu (704) i stanja izrazena preko jednocesti¢nih
stanja (764),

S;ﬁ’lcr’ln’l;;ﬁ’zcrén’z;... ,D101N1;P20212;...
_ = (_i)N 4 4 —~ —~
= Z A d*zy...d*zn (Do, ... a(pyogng)a(pioin))
N=0 )
xT{H(xl) . .H(:L'N)}a*(ﬁlalnl)af(ﬁgagng) . (I>0>. (1285)

- p,o,n : Cestiéni impuls, spin, tip.

- ®( : vakuumsko stanje.

- T : vremensko uredjenje (vidi (703)).

- H(x) gustota Hamiltonijana medjudjelovanja — uzima se da je polinom u poljima i
njihovim hermitskim konjugatima,

H(z) = ZgiHi(I), (1286)

gdje je ‘H; ¢lan polinoma H sa fiksnim brojem polja i pripadnih hermitskih konjugata.
- Polje cestice tipa n koje se transformira po odredjenoj reprezentaciji Lorentzove grupe
glasi (vidi (873), (858) i (859) — dokaz da se moze staviti kK, = A\, = 1 za opcée polje
napravljen je u poglavlju §5.7 kojeg nismo radili; medjutim to je pokazano eksplicite za
skalarno, Diracovo i vektorsko polje)

d3
Ye(z) = /ﬁ;

—

[W(ﬁ’ o,n)a(p,o,n)e?* + v(p, o, n)a' (7, o, nc)e_ip-m]
= P (x) + 9y (x) . (1287)

- n¢ ognacuje anticesticu Cestice tipa n.

-u P e p¥ = \/p? + m2.

- uy 1 vy su koeficijentne funkcije odredjenih transf. svojstava na LT: ((2F) za skalarno
polje, (1088) i (1089), (1126) i (1127) za Diracovo, (957), (958) i (959) za vektorsko).

- Indeks ¢ nosi informaciju i o tipu Cestice i o reprezentaciji Lorentzove grupe po kojoj se
polje transformira.

- Derivacije polja tretiraju se kao nova polja.

- Naziv polje se pripisuje operatoru polja koji ponistava cestice i stvara anticestice.

—-1/2

220



e Sparivanja operatora stvaranja i ponistenja

* (Anti)komutacijske relacije i ponistenje vakuuma

Rabeéi (anti)komutacijske relacije (774) (+(—) je za bozone (fermione))

(771) = a(q)a'(q) = *d'(q)alq) + (g — ),
(772) = dl(¢")a’(q) = +a'(g)a'(¢),
(773) = a(q)a(d) = *a(q)alq), (1288)

operatori poniStenja (stvaranja) pomicu se na desno (lijevo) dok ne dosegnu vakuumsko
stanje, kada pripadni doprinos iS¢ezava, buduéi da ti operatori ponistavaju vakuumsko
stanje,

a(p,o,n)®y = 0, (1289)
dlaf(p,o,n) = 0. (1290)

*x Sparivanja, dio Feynmanovih pravila

- Sparivanja vode na sljedece izraze tj. faktore u S-matricnom elementu (1285) (za svaki
od faktora na slici 6.1. nacrtan je pripadni element koji se javlja u pripadnom(im) Feyn-
manovom(im) dijagramu(ima)):

(a) Cestica konatnog stanja a(j, o', n’) — hermitski konjugat polja v (z) u H;(z)
[a(@, o', 0), ()]s = (2m) 7P (ol ), (1291)
(b) anticestica konacénog stanja a(p’, o', n'®) — polje () u H;(x)
[a(ﬁa Oja n/c)’ W(iﬂ)]qt = (277-)_3/26_@,.:01)((]77 Oja n/)a (1292)
(c) cestica pocetnog stanja a'(p, o, n) — polje ¥, (z) u H;(x)
[e(2),al(F,0,n)]x = (2m) 73 2P uy(p, o, n), (1293)
anticestica pocetnog stanja a'(p, o, n
d) anticesti cetnog stanja a' (p, o, n°
t ti= c - —3/2 jip-x, * (=
[,lvbﬁ(x)?a (p7 g, n )]:F - (27T) € Ué(pa g, n)a (1294)
(e) Cestica (anticestica) kona¢nog stanja — Cestica (anticestica) pocetnog stanja

la(7, o', n),a' (7, o, n)l, = 37 = P)0sroOpm (1295)

[a(F, o', '), a (7, o, n); = 837 — D)o Oprene (1296)
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Figure 9: 6.1 Feynmanova paravila u z-prostoru

(f) vremenski uredjeno sparivanje : polje 1y(z) iz H;(x) — hermitski konjugirano polje iz

H;(y)

02" — ") (@), vl ()] £ 0° — 2°) Wi (), v (@)=
= —ilpu(z,y) . (1297)

Veli¢ina (1297) se zove propagator. Njega ¢emo izrac¢unati u poglavlju §6.2.

- Na slici 6.1 prikazani su linijski dijelovi Feynmanovih dijagrama koji nastaju gore nave-
denim sparivanjima.

- Za polja izgradjena od cestica s barem jednim nabojem razli¢itim od nule linije imaju
strelice. Za cestice strelica ide od operatora stvaranja ka operatoru poniStenja a za
anticestice od operatora ponistenja ka operatoru stvaranja, pa stoga daju smjer Sirenja
naboja (preciznije naboja Cestice). Tako za slucajeve (a) i (c) i prvi od (e) dijagrama stre-
lica ide na gore (pozitivno u vremenu tj. u smjeru u kojem se ¢estica giba), za slucajeve
(b) i (d) i drugi od (e) dijagrama na dolje (negativno u vremenu odnosno suprotno sm-
jeru u kojem se cestica giba), a kod propagatora (dijagram (f)) strelica ide od hermitski
konjugiranog polja ka pripadnom polju.
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x Postupak izracunavanja S matrice

x Postupak ukratko

- S matrica se dobija multiplikacijom ¢lanova (a)-(f) za dano sparivanje Gestica po¢. i kon.
stanja i polja gustoc¢a Hamiltonijana i dani red medjudjelovanja N i dodatnih faktora
(predznaka i kombinatorickih faktora) o kojima ¢e biti rijeci poslije. Zatim integracijom
po 1 ...xy, pa sumiranjem po svim sparivanjima i napokon sumacijom po redu medjud-
jelovanja N.

(] Postupak po koracima

x Crtanje dijagrama i pridjeljivanje faktora odnosno operacija pojedinim djelovima
dijagrama

- S-matri¢ni element za dani proces (proces definira pocetno « i kona¢no stanje 3) koji je
reda N; za svaki od ¢lanova medjudjelovanja H; se izracunava u sljedec¢ih nekoliko koraka:

(i) Nacrtaju se svi moguéi Feynmanovi dijagrami za dano ”in” i "out” stanje i dani red
N; za svako od medjudjelovanja H;. Pojedinacni dijagram se crta na sljede¢i nacin. Nacr-
taju se ulazne linije stanja a (dolaze iz t = —o0) i izlazne linije (odlaze u t = +00) te
po N; vrhova za medjudjelovanja H; svaki sa onoliko linija koliko H; ima polja. Linije se
spoje tako da se dobije zeljeni dijagram (povezanog ili nepovezanog) procesa. Linijama
se pridjele strelice u smjeru gibanja cesticnog naboja. Vrhovi se oznace pripadnom x*
koordinatom i tipom medjudjelovanja ¢, unutarnje linije sa ¢, a vanjske linije sa p, o, n.

(i) Svakom vrhu tipa i pridjeli se faktor —i (iz faktora (—i)" u izrazu za S matricu (1285))

i faktor g; (konstanta veze koja mnozi produkt polja u H;). Prema tipu linije pridjeljuje
joj se jedan od faktora (a)-(f). Svi faktori za dani Feynmanov dijagram se pomnoze.

(iii) Integrira se po koordinatama vrhova z1, xs, . ... Tako se dobija doprinos S matri¢nom
elementu koji odgovara svakom pojedinacnom Feynmanovom dijagramu.

(iv) Zbrajaju se doprinosi svakog Feynamnovog dijagrama. [Napomena: Time je opisan
proces za dani red medjudjelovanja. Medjutim za dani proces (dani « i () u principu
treba sumirati i po svim redovima medjudjelovanja — barem po svim koje mozemo fizicki
izracunati.|

+ Kombinatoricki faktori

- Primjetimo da nije ukljucen faktor N! iz S matrice (1285)). Razlog tome jest da je T-
uredjeni produkt suma NN! doprinosa koji se razlikuju samo po permutaciji x,, koordinata.
Stoga su (u gotovo svim slucajevima; diskusija iznimaka tog pravila slijedi) pripadni do-
prinosi amplitudi jednaki, pa se 1/N! pokrati. Feynmanov dijagram sa N vrhova je samo
jedan od N! dijagrama koji se razlikuju u permutaciji x,, koodrinata.

(v) Identi¢na polja, uvodjenje faktora 1/M!, kombinatoricki faktori
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- Ako medjudjelovanje H; ima M puta isto polje onda se tih M polja sa M razlicitih
vrhova za jednim takovim poljem moze vezati na M! nac¢ina (prvo od polja ima M izbora,
drugo M — 1, ...). U svrhu kompenzacije faktora M! uobicajeno je definirati konstantu
g; tako da se u H; javlja eksplicitni faktor 1/M! (npr. za medjudjelovanje M-tog reda
u skalarnom polju u H; se javlja faktor g;¢™ /M!; isti faktor se javlja ako H; sadrzi M
faktora istog multipleta neke simetrije).

- Ponistenje faktora 1/M! nije uvijek kompletno. Npr. za Feynmanov dijagram sa dva
vrha sa M polja simetri¢nih na permutaciju H; i H;, ako se M — 1 od tih polja sparuje
onda se to moze napraviti na M (M —1)...2 = M! nac¢ina. Zbog toga jedan od dva 1/M!
ostaje neponisten u takvom dijagramu (vidi Sl. 6.2).

Figure 10: 6.2 Identi¢na polja i neponistenje kombinatorickih faktora

(vi) Kombinatoricki faktori koji se javljaju ako permutacija vrhova nema ut-
jecaja na dijagram

- Do nepotpunog ponistavanja 1/N! faktora dolazi ako dio 1/N! permutacija ne mi-
jenja dijagram u smislu da je on identican polaznom nakon permutacije. Takovi pot-
puno identiéni doprinosi ne doprinose amplitudi. Tipi¢no se takvi faktori javljaju kod
racuna vakuum-vakuum S matriénih elemenata u teorijama sa kvadraticnim medjudjelo-
vanjem H = @D}Mwwg/ gdje M moze ovisiti o vanjskim poljima (ne-kvantizirana polja).
Feynmanov dijagram Ntog reda dan je na slici 6.3. Buduéi da permutacija duz prstena
(t—i+1,i=1,...,N—1; N — 1) daje isti dijagram, ima samo (N — 1)! doprinosa, pa
je ukupan kombinatoricki faktor jednak

(N-D! _

1
. 12
N N (1298)

[] Relativni predznaci zbog zamjene fermionskih operatora

* Predznaci u drvastim dijagramima

- Ukupna faza nije bitna. Bitni su relativni predznaci doprinosa amplitudi odredjenog
procesa.
- Pojavu tih predznaka objasnit ¢emo na primjeru teorije sa samo jednim medjudjelovan-
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Figure 11: 6.3 Permutacijska invarijantnost i neponistenje kombinatorickih faktora

jem oblika

Ha) = 3 gkt (@)t (@) 0 (), (1299)

Imk

gdje su ggmi neke opée konstante, ¥, (x) su kompleksna fermionska polja, a ¢,,(z) su opéa
realna bozonska polja (ne nuzno skalarna). (I kvantna elektrodinamika i cijeli standardni
model slabih, elektromagnetskih i jakih medjudjelovanja sadrzi fermionska medjudjelo-
vanja koja se mogu napisati u tom obliku. [Do na kvarti¢ne ¢lanove)

- Rasprsenje 2 fermiona u drugom redu racuna smetnje
- Operatori koji se javljaju amplitudi rasprsenja 2 fermiona 12 — 1’2" u drugom redu

racuna smetnje u H(z) su

a(2)a(1)! ()9 (2)y" (y) ¢ (y)a (1)a' (2) , (1300)

(skracenice: npr. 1 = pj,01,n1).

- Dva dijagrama doprinose amplitudi, koji odgovaraju sparivanjima (vidi Sl. 6.4)
[a(2)9"(@))[a() ()] (y)a' (1)][e(2)al (2)], (1301)
[a(1)9! (@)][a2) (][ (y)a' (V][ (2)a’ (2)] - (1302)

- Da bi se dobio poredak operatora (1301) potrebno je napraviti paran broj zamjena

fermionskih operatora, dok je za poredak (1302) neparan. Stoga ta dva doprinosa imaju
suprotni predznak. On odgovara zamjeni operatora konacnog stanja a(1’) i a(2') (isto se

225



I 2/ 2/ v
> <2 > <2

Figure 12: 6.4 Fermion-fermionsko rasprsenje

dobija zamjenom operatora pocetnog stanja) i posljedica je Fermi-Diracove statistike.

- Fermion-antifermionsko rasprsenje u drugom redu racuna smetnje

- Ovisnost o zamjeni ne ograni¢ava se na zamjenu fermiona pocetnog (konac¢nog) stanja.
[ustrirajmo to na primjeru fermion-antifermionskog rasprsenja 12¢ — 1'2"¢ u drugom redu
racuna smetnje. Fermionski operatori koji se javljaju u drugom redu ra¢una smetnje su

a(2)a(1)Y" (2)p(@)y" () (y)a' (1)a’ (2°) . (1303)

- Opet se javljaju dva Feynmanova dijagrama koja odgovaraju sparivanjima
[a(2°)p(2)][a(1)e" (@)] [ (y)a" (D] [T (y)a' (29)] - (1304)
[a(2°)3p(2))[a(1) 9! ()] [¥ (y)a' (V][ ()al (2°)], (1305)

- Da bi se dobilo sparivanje (1304) iz (1303) treba napraviti paran broj permutacija
fermionskih operatora, dok je za (1305) potreban neparan broj permutacija. Primjetimo
da se efektivno zamjenjuju Cestica iz pocetnog i Cestica iz konacnog stanja:

1/ 2(;/

1/ 20/ \/
I
- = — I
I

1/\\20

Figure 13: 6.5 Fermion-antifermionsko rasprsenje

x Negativni predznak fermionskih petlji
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Figure 14: 6.6 Fermionska linija prolazi kroz dijagram (ujedno dijagrami za fermion-
bozonsko rasprsenje)

- Fermionske linije u teorijama s interakcijama tipa (1299) ili prolaze kroz dijagram (SI.
6.6) ili ¢ine petlje (SL. 6.7).

- U visim redovima racuna smetnje javljaju se amplitude sa fermionskom petljama, u
kojima se fermionska polja medjudjelovanja (1299) vezu (sparuju) samo medjusobno i
sukcesivno (amplituda ima cikli¢nu simetriju),

[p(x1) P (x2)][(22)(2s)] . . . [Y(zn)ib(21)] - (1306)
Prema strukturi medjudjelovanja (1299) polazni skup operatora mora biti
[@(931)??(931)]@(932)@5(552)] ce W(INW(IN)] : (1307)

Iz (1299) se do (1306) dolazi sa 2N — 1 zamjena polja. Stoga svaka fermionska petlja ima
dodatni negativni predznak.

/ AN
/ N
/ N

Figure 15: 6.7 Fermionska linija tvori petlju - dodatni negativni predznak
x Feynmanova pravila
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- Gore naveden skup pravila (i)-(vi) i pravila o predznacima ¢ini skup Feynmanovih pravila
po kojima se izracunavanju amplitude S matrice. Njemu treba jos dodati i napomenu da
udaljene (tj. nemedjudjelujuce) nakupine ¢estica ra¢unaju nezavisno.

- Za dodatnu ilustraciju Feynmanovih pravila dani su rac¢uni elesti¢nog rasprsenja u dvije
teorije.

(] Prva teorija

- Razmotrimo prvo teoriju s trilinearnim medjudjelovanjem (1299), u kojem se polja ne
javljaju simetricno. U drugom redu racuna smetnje mozemo razmatrati dva razlicita
procesa: rasprsenje fermiona i bozona i fermion-fermionsko rasprsenje.

* Fermion-bozonsko rasprsenje

- Dva su povezana Feynmanova dijagrama dana na Sl. 6.6. Prema Feynmanovim pravilima
(a)-(f), (i)-(vi) pripadna amplituda glasi

(2)

ﬁl’Gﬁnﬁ;ﬁz’Géﬁz; . P1o1n1;p202n2;. .
= E E )2 Gorm e Gmerttly (B0 e (Fronmy )
k'0'm’! kfm

X /d4xd4y(—iAm/m(y — x))e PP

% [e_ipévy“lt’ (P oymb) e “uy(Paoams)

+ e Ty (FYohnk) e Vug (Paoans) | - (1308)
(Indeksi 1 i 2 oznacuju fermione odnosno bozone)
(Napomena: Gornja formula malo previse slobodno tretira spinorne indekse — spinorni
indeksi ¥p—Arm—up su vezani matriénim mnozenjem.)

D:

5(2)
P oinl; P ohnh, proing; Paoansg
(_i)2 4 ) /)
= ol d l’ld ) (q)o, ( 202n2)a(p101n1)

<L Y7 guimans ], ) @060 (1) D Geamarstol (22) s (22) 00 (22) |

limiky Lomako

al (]5’1<71n1)aT (ﬁzaznz)@%)

- Z Z gélmllﬁgfzn"bzkz/d4$1d4$2(_iAM142(I1 _I2))

limik1 bomaoka

% [e_ipl Ml (Ployny)e P g, (53 ogny) ey, (Froin ) e 2y, (Faoans)
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+ eIl (ol nh) e, (Baoana) € P, (Provn )e g (P ond)
= (27r)_6 Z Z (_i)2gélm1klg€2ﬂmk2uzl(ﬁllainll)uﬂw(ﬁlalnl)

limik1 bomaoka

X /d4$1d4172(—2'Am142 (:L’l — $2))6_ipl1‘xleip1~xz
8 [e_ipémluzl(ﬁzlaéné)eipw2ukz(ﬁzaznz)

+ eim'“ukl(ﬁwm)e—@’z’%;(pg’a;ng)] . (1309)

* Fermion-fermionsko rasprsenje

- Proces opet opisuju dva dijagrama (vidi Sl. 6.4). Po Feynmanovim pravilima oni

odgovaraju sljede¢em matri¢nom elementu (opet slobodno tretiranje spinornih indeksa
T

koji vezu ) ,—y, i u},fw)

(2) _ -6 2
Sﬁl’ain’l;ﬁg’aén’z;... ,D101M1;p202M2;... (27T) Z (_7') Im'mk' Ge'tk
k' 0'm!kem

X Uly(ﬁz’aén'z)uz/(ﬁfain’l)um(ﬁaaznz)w(ﬁlaml)

X /d4atd4ye_ip/2'xe_ipl1'yeipz'xeipl'y(—z'Ak/k(:)s —9))

— [ 2]. (1310)
(Sada suili 2 fermioni.)
D:
Uporabom matri¢nog elementa u prethodnom dokazu, ali podrazumjevajuci da je sada i
2 fermion dobijamo

(2 o —6 N9
Sﬁl’U’ln’l;ﬁ2’0§n'z;m Proinipaoang;.. (271’) Z Z( Z) germaki 9lamaks

Limaky bamaks

= u} (Fyoynh)ul (B o]0 )ty (Faoams)tm, (Frorm:)
- /d%l/d4x2€_ip,2'm1e_ipll'm@ip”l@imm(—i)Aklkz(Il — T3)
2], (1311)

x Napomena: Skalar-skalarno rasprsenje

Za dano medjudjelovanje skalar-skalarno medjudjelovanje se javlja tek u 4-tom redu
racuna smetnje — vidi Sl. 6.7.

[] Druga teorija
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x Opdi slucaj simetric¢nog trilinearnog bozonskog medjudjelovanja

- Sada ¢emo razmotriti rasprSenje u najnizem redu teorije sa trilinearnim medjudjelovan-
jem i realnih bozonskih polja simetricnih na zamjenu polja,

H@) = 23 Gonndil@)om()6u(a) (1312)

fmn

(gemn su simetriéni na zamjenu indeksa).
- Proces je 12 — 1’2" u drugom redu ra¢una smetnje. S matricni element tog procesa
glasi (vidi (1285))

2 (—9)? _ B
Sz(ﬁ’)crﬁn’l'ﬁz’créné;... ,P101N1;P20212;... = 9! /d4x1d4x2(q)07a(pggéné)a(pl/gin/l)
{ Z g€1m1n1¢€1(z1)¢m1 ($1)¢n1 1’1 Z g€2m2n2¢52(z2)¢m2(x2)¢n2(x2)}
glmlnl Zlmlnl
xa(proiny)a(paoang)®) (1313)

- Prema prije navedenim Feynmanovim pravilima kombinatoricki faktor bi trebao biti
1. Provjerimo to razmatrajuéi operatore koji se javljaju u amplitudi (zanemarit ¢emo
indekse skalarnih polja zbog simetrije na zamjenu indeksa),

Savay (600)(x) (600) (y)ala} (1514)

Mogu¢nosti sparivanja su :

1. oba a operatora se vezu na (¢¢¢)(x) = oba a' operatora na (¢¢ed)(y)
2. oba a' operatora na (¢¢¢)(z) = oba a operatora se vezu na (¢o¢)(x)
3. av—(660) (), ay—(660)(y), ab(669)(x), aj~(600)(y)

4. ay(669)(2), av—(#6)(v), a)-(¢66)(x), ay(96¢)(y)

5. av—(¢pe)(x), ax—(999)(y), a (¢¢¢)( % ab— () (y ;

6. ay—(069)(x), av—(600)(y), ab(6¢0)(w), ar-(6¢¢)(y
- Zbog nijemosti integracijskih Val‘ljabll xiy slucaJeV1 1.12.;3.14;teb. i6. daju jednak

doprinos amplitudi, pa je dovoljno razmatrati slucajeve 1.; 3. i 5. i zaboraviti faktor 1/2.
- Nadalje, kombinatoricki faktori prilikom vezanja operatora stvaranja na simetric¢ni tri-
linearni produkt skalarnih polja su:
1. (3)1/ X (2)2/ X (3)1 X (2)2 = 36 = 3!2,

N—_— — N—_— —

xw vy

3. (3)1r x (2)1 x (3)y X (2)2 = 36 =3P,
2 vy

5. (3)1/ X (2)2 X (3)2/ X (2)1 = 36 = 3'2 .
2 vy

Dakle stvarno se gubi faktor 2 x 3!2, kao §to je bilo receno.
- Nadalje slucajevi 1.; 3. i 5. odgovaraju dijagramima na Sl. 6.8 koje smo mogli (i po
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pravilima trebali) odmah nacrtati.
- Prema Feynmanovim pravilima (a)-(f), (i)-(vi) pripadna amplituda glasi
(2)

proynlpdohnl;... proingpaoans;...

= (_i)2(27r)_6 Z Z Germing Jlamans

Liming £amana

/ d4I1d4SL’2(_7;An1n2 (.]71, 1’2))

x [ug, (171,01”,1)‘3_@/1“1“272 (ﬁz’dénlz)e_ipé'xl

XUy (ﬁ1g1n1>eipl'$2 Ume (520-2”2)62'1)2@
—HLZ (ﬁllo'inll)e—ip’lmluzz (ﬁl Ulnl)ei’“ z1
X U, (ﬁg’O’i né)e_ipé'mumz (ﬁ202n2)6

—

* (= 11\, —iphay, * ip2-T1
+ug, (piont)e” " ug, (Paoang e

1p2-T2

X Uy, (ﬁg'ain'z)e_ipé'xzumz(ﬁlalnl)ei’“'“] ) (1315)
1 9
N e
N e
Y J 2 Z S
| \ / \ /
| === ===
I / \ / \
P / N9 % \g
e N
1”7 ~9

Figure 16: 6.8 Trilinearno bozonsko medjudjelovanje - rasprsenje

x Slucéaj kubi¢nog skalarnog medjudjelovanja

Ako su sva polja u medjudjelovanju jednaka skalarnom, dobija se medjudjelovanje

H = g¢°/3!, (1316)
i matricni element (1315) glasi
(2)
P17 ,P1;D2
= igz /d4l’1d4$2AF(l’1 — 1’2)
(271')6\/ 16EiE§E1E2

X [6—2'(17’1 +5)-21 ,i(p1+p2) 22
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+€_i(pl1 —p1)-21 (P2 —ph)-x2

_l_e—i(p’l—p2)~x16i(p1—p’1)‘962] (1317)

Y

u kojem je Ap(x; — x9) koje Ce biti izracunato u poglavlju §6.2.

- Napomena: Za skalar-skalar rasprenje i za medjudjelovanje (1316) nema doprinosa
neparnog reda (broj nogu je 4, ukupni broj polja je 3n, 3n — 4 je neparno, pa nije moguce
ostvariti propagatorske kontrakcije, nuzne za ”prezivljavanje” amplitude.)
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6.2 Racun Propagatora

x Opdi izraz za propagator

- Propagator opcéeg polja Ay, (x, y) zadan je jednadzbom (1297). Upotrebom (anti)komutacijskih
relacija za operatore stvaranja i ponistenja dobija se (vidi (1297) te (1287) za definiciju

wzt polja)

. d3 ip-(x— *
—ilg(z,y) = 0(z" —y°) / (273;3 > ey (p, o n)ur,(p,o,n)

+ 0(y° —27) / (gjf;g EU: e W)y (p, o, n)vr, (p,oym) . (1318)

- U Weinbergu u poglavlju §5.7 pokazano je da vrijedi
> w(Fon)uy, (pon) = (2P +m2) " Pan(@, /P +m2) (1319)
> vldon)vy, (pon) = E2V/PF+m2) " P (=5, =P +mE)  (1320)

o

(gornji (doljnji) predznak odgovara bozonima (fermonima)) gdje je Py, (7, p°) polinom u
p'ip° paran (neparan) na zamjenu p— —p i p° — —p° za bozone (fermione).

* Primjeri suma (1319) i (1320)
- za skalarno polje (vidi (896))

P(p) = 1. (1321)

- za Diracovo polja ¢y(z) 1 ¢, (y) (vidi (1128) i (1129) te (1107) i (1108))

Pom(p) = [(=ivup" +m)Blem (1322)

gdje su £ i m Diracovi indeksi. (Matrica 3 se javlja jer sparujemo polja 1(z) i Ul (y).
Nje nema ako se sparuju ¥(z) i ¥(y).)

- za vektorska polja V,,(x) 1 V,(y) spina 1 (vidi (965) i (969))

Pubv
PW(p) = N + # . (1323)
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- za polja Yu(7) 1 () za Cesticu spina j u ireducibilnim reprezentacijama (A, B) i
(A, B) homogene Lorentzove grupe (dokaz je u Weinbergovom poglavlju §5.7)

P (P ZZZCAB jo,d'v)Ciz(jo, @'V

v o o
X [emp(—@ﬁ . j(A))} » [exp(—ﬁf) : j(B))}

X [exp(—@ﬁ : f@)} [e:cp(—ﬁj) : f<B>)} , (1324)

aa bb’

gdje je sinh @ = |p]/m dok indeksi a, b, @ i b, u jediniénim koracima idu od —A do +A,
—B do +B, —A do +A odnosno —B do +B (analogno vrijedi za vrijednosti indeksa a’,
v, a il

x Propagator kao funkcional polinoma P

- Uvrstavajudi izraze za sume (1319) i (1320) u izraz za propagator (1318) dobijamo

— il (z,y) = 0(2° — yO)sz< — i%)AJr(ZE - )

00— )P - i%)AJr(y ), (1325)

gdje je 0/0x skracenica za 0/0x, (kao Sto je p skracenica za p*), a A, (x) je funkcija
definirana u (896,897),

d3p ip-xT
A+(flf) = /Wep y (1326)

u kojoj je uzeto p° = \/p? + m2.
* Definicija polinoma P za impulse koji nisu na ljusci mase

- Jednadzbe za (1319) i (1320) definiraju polinom P(p) samo za 4-impulse na ljusci mase,
tj. za p° = £+/p? + m2. Prijelaz na 4-impulse koji nisu na ljusci mase nije jednoznacan.
Weinberg slijedi sljedeé¢i pristup:

- Bududi da za svaku potenciju v vrijedi

WP = (P +m),
PP = ), (1327)

svaki polinom P(p) se moze prikazati kao linearna funkcija u p°. Stoga mozemo definirati
polinom P (q) uvjetima

PP(p)y = P(p)  (zap’ =/ +m?),

PH(q) = PO@)+¢"PV(@)  (zaopdi¢"), (1328)
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gdje su PV polinomi koji ovise samo o ¢. Uvrstavajuéi P¥)(p) na mjesto P(p) u izrazu
za propagator (1325) i rabeci identitet

0 0
@9@0 —y) = —@9@0 —a%) = o(a” —y"), (1329)

da bi derivaciju prebacili preko 6-funkcija, dobijamo

.0
Am(!’f,y) = Pg(nﬁ)<—2%>AF($—y)

+ 0@ = )PV AL - y) ~ Ay - )], (1330)
gdje je Ar Feynmanov propagator
—iAp(x) = 0(z)A(z)+0(—2)A (—x) . (1331)

Zbog parnosti A(z) u x za prostornolike intervale i §(2° —y°) funkcije, drugi ¢lan je jednak
nuli,

.0
Aemla,y) = P (= i5-)Ar(e —y) . (1332)
D:
Rabimo
P(L)< _ iﬁ) _ PO_iv) 4 <_ ii)p“)(_m (1333)
m 81’ Im axo m .
Odatle
Aém(I7 y)

—iV)[() () (1)) (A (@~ )

o
+ (—)(1)(-1)(=0) (D4 (y — 2))] (1334)

= PO~ i) ar )

+ 3 =P (V) [A e~ y) - Ay — o) (1335)

- (- i%) Ap(z —y) . (1336)
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Prva od 4 faze u (1334) dolazi jer oduzimamo doprinos koji smo dodali prebacujuéi vre-
menku derivaciju preko 6 funkcija. Drugi nastaje derivacijom 6 funkcije po vremenskoj

koordinati (vidi (1329)). Tre¢i dolazi zbog zamjene 8%0 — 8%0 u vremenskoj derivaciji.
Cetvrti je faza uz parcijalnu derivaciji koja se javlja u PL(—ia%).

x Prikaz skalarnog propagatora kao 4 — D Fourier integrala

- Najzgodniji prikaz propagatora je u obliku 4 — D Fourier-ovog integrala. Prvi korak u
tom smjeru je prikaz skalarnog propagatora kao 4 — D Fourier integrala. Da bi to ostvarili
rabimo Fourier reprezentaciju step funkcije,

o(t) = _—1/+de5, (1337)

2m J_ S+ i€
gdje je € pozitivna infinitizimalna veli¢ina (e = +0).
D:
Po definiciji

o(t) — {(1) ::8 . (1338)

Rabedéi Jordanovu lemu, t integracija po realnoj osi moze se prosiriti na konturu koja
osim integracije po realnoj osi R sadrzi i integraciju po beskonac¢noj polukruznici u sm-
jeru kazaljke na satu u doljnjoj (gornjoj) poluravnini C_ (C,) (doprinos te druge inte-
gracije jednak je nuli, medjutim integracija po konturi omogucuje upotrebu teorema o
residuumima; konture : Cr_ = RUC_, Cry = RUCY)

—1 [* —ist
L[,
2m J_ s +ie

t>0 5% fo, “HEds = gH(-1)(2ri)1 = 1
t<0 g [, etds = Z(+1)(2mi)0 = 0

(1339)

2mi s+ie 21

Time je (1337) dokazana.

- Kombinirajuéi (1337) sa Fourieovim integralom za (1326) za A, (z) i uvodedi integraci-
jske varijable p = ¢, ¢° = p° + s dobijamo za Feynmanov propagator skalarnog polja
Arp(z —y)

Mel) = [ AL (1340)

21)% % + m? — i€’

gdje je ¢* = @ — (¢°)? (u nazivniku smo zamjenili 2e1/¢2 + m? — € §to je dozvoljeno jer
je za € bitno samo da je pozitivna infinitezimalna brojka).
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. 1331
~ilp(e) "2 00)AL (1) + 0(—a") Ay (~2)
_ —1- /+°° exp(—ifsxo)ds. 1 d3p6iﬁ_ipoxo
21 J_o s + i€ (2m)3 ) 2p°
—1 [T exp(—is(—2°)) 1 Bp oo
d . —1PpL+ip- T 1341
* 2mi /_OO s + i€ ° (2%)3/2]906 ( )
—1 d3q o o 0.0 1 1 1
- d 0 _igx—iq x _[ ] 1342
2ri ) (2m)3 /_Oo ¢c 2p0 qo—p0+ie+—q0—p0+ie ( )

4 iq-x
- —i/(dq ‘ . (1343)

2m)* g2 + m? — e

U (1341) upotrebljene su (1326) i (1337). U (1342) uvedene su sljedece integracijske
varijable: u prvom ¢lanu (1341) p= ¢, ¢° = p° + s (s = ¢° — pY), a u drugom é¢lanu
(1341) ¢ = —p ¢* = —p° — s (s = —¢° — p°). U (1343) se sredjuje uglata zagrada, rabi
p° = /p? + m? i zamjenjuje 2ep’ — e,

1 1 1
2—]30[q0—p0+z’6 * —qo—p0+ie}
1 2(—p° + ie) B —1
2—po [(po — i) — (q())z] T2 +m?—(¢0)2 — 2iep®

(1344)

* Ap(z) je Greenova funkcija KG jednadzbe

- Iz jednadzbe (1340) se vidi da je Ap(x) Greenova funkcija Klein-Gordanove diferencijane
jednadzbe,

(O —-m?)Ap(r) = —6(x), (1345)

sa Tubnim uvjetom specificiranim sa —ie u nazivniku: (vidi (1331)) za 2° — +oo (2° —

—00) Ap(z) sadrzi samo ¢lanove pozitivne (e#°*") (negativne (e=#"*")) frekvencije.

x Ay, kao 4 — D Fourieov integral; problem sa kovarijantizacijom P, i Ay, :
singularni §(x — y) ¢lanovi

- Uvrstavanje (1340) u (1332) daje izraz za opéi propagator u 4— D Fourier-ovoj reprezentaciji,

/ d'g_P,,)(g)er
2m)* ¢ +m2—ie

Ay (@, y) (1346)

- Problem sa (1346) je sljedeéi. Polinom P(p) je kovarijantan samo za p na ljusci mase,
dok se integracija vrsi po cijelom prostoru. Polinom (P")(q), ekstenzija polinoma P(p)
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na cijeli 4 — D prostor impulsa je lineariziran u ¢ da bi se dobio jednostavni izraz za
propagator (1332). Medjutim, ta linearizacija ¢ini P*)(q) nekovarijantnim osim ako je
P(p) konstanta ili polinom linearan u ¢".

- Kovarijantna verzija polinoma P(p) se uvijek moze definirati za opéi ¢*, u smislu da
P(q) zadovoljava Lorentz-kovarijantnost za opéi ¢*

Pun(Aq) = Do (A) D70 (A) Porr (q), (1347)

gdje je A" opéa Lorentzova transformacija, a D(A) pripadna reprezentacija homogene
Lorentzove grupe. Za skalarna i Diracova polja koja su linearna u ¢° P(q) i P")(q) se
podudaraju

PE(q) = P(q) skalarna, Diracova polja, (1348)

medjutim za vektorska polja se razlikuju u 00 komponenti polinoma P, (q) = 1., +
m~2q,q, (P (q) ima ¢ + m? na mjestu gdje se u P(q) javlja (¢°)?),

PO@ = 7,0, - 80 (a5 — ¢ = m?)]
Bu(q) +m™2(¢" +m?)8°,8°, , (1349)

- Uvrstavanjem (1349) u izraz za opéi propagator (1346) dobijamo

10 P iq-(z—y)
Ay (zy) = / (5734 q’;”f;; — +m 20 (x — y)50“501, , (1350)
Prvi ¢lan je manifestno kovarijantan. Drugi nije kovarijantan ali je lokalan i moze se
ukloniti dodavanjem lokalnog nekovarijantnog ¢lana u gusto¢u Hamiltonijana. Posebno,
ako polje V,(z) medjudjeluje s ostalim poljima preko clana oblika V,,(x)J*(z) u H(z),
tada nekovarijantni ¢lan medjudjelovanja u (1350) daje efektivno medjudjelovanje (drugi
red, kontrakcija V-ova da se dobije propagator, izvlacenje nekov. ¢lana)

. 1 . - .
—iHeps(2) = L= @) =it (@)][—im™5,8"]
. _]- 0 2
= —j— ) 1351
i 1) (1351)
Stoga se efekt nekovarinantnog clana moze anulirati dodavanjem nekovarijantnog ¢lana
1o, 2

Takav clan se javlja kroz singularitet u ”equal-time” komutatorima vektorskog polja za
x = y. Potpuni dokaz Lorentz kovarijantnosti teorije sa vektorskim poljem dan je u
poglavlju §7.

x Pojava nekovarijantnih ¢lanova nije vezana samo za j > 1
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U Weinbergu je pokazano da se nekovarijantni ¢lanovi mogu javiti i u medjudjelovanjima
sa skalarnim poljem, ako se razmatraju npr. derivacije skalarnog polja d,¢(x). Ovdje
preskacemo tu analizu.

x Eliminacija efekata nekovarijantnih ¢lanova propagatora u m # 0 teorijama

- Efekti nekovarijantnih ¢lanova propagatora (koji dolaze zbog razlike u definiciji P")(q)
polinoma koji se javlja u propagatoru i P(g) polinoma) mogu se uvijek ukloniti (barem u
masivnim teorijama). Razlog tome jest da je izvor nekovarijantnog ¢lana propagatora, ra-
zlika PF)(q) — P(q), polinom u ¢%+m? bez konstantnog ¢lana, pa se stoga moze prikazati
preko d(x — y) funkcije i njenih derivacija. Takvi se ¢lanovi mogu ukloniti iz medjudjelo-
vanja dodavanjem nekovarijantnih ¢lanova koji su kvadraticni u strujama (na koje se vezu
sparena polja vezu dajuéi d-fu.) ili derivacija takvih ¢lanova.

- U daljnjem ¢éemo preSutno pretpostaviti da su takvi ¢lanovi ukljuceni u
gusto¢u Hamiltonijana medjudjelovanja, tako da éemo rabiti samo kovarijantni
¢lan u racunima sa propagatorima (koji dolazi od P,,(q) i zanemariti oznaku
”L” na polinomu (koja postoji u originalno definiranim propagatorima).

- Ova naizgled ad hoc procedura ima pokri¢e u kanonskom formalizmu koji ¢e se raz-
matrati u poglavlju §7. Kanonski formalizam je izvor nekovarijantnih clanova gustoce
Hamiltonijana medjudjelovanja koji su potrebni za ostvarenje kovarijantnosti teorije.

x Ekvivalentna definicija propagatora

- Vakuumska ocekivana vrijednost jednadzbe za propagator (1297) glasi

~ilm(w,y) = 0" —y") (Do, [ (), ¥ ()] Po)
£ 0y = 2")(Po, (V5 (1), ¥7 ()5 o) (1353)

= 0(2° — y°) (@0, ¥/ ()01 (1) Do)
£ 0(y° — 2°) (Do, 5! (y)oy () Po) (1354)

= (2% — y°) (Do, ()], (y) Do)
+ 0(y° — 2°)(Po, ¥}, (y) o) Do) (1355)
= (Do, T{the(z), ¥}, (y)} Do) . (1356)

- (1353) je vakuumska ocekivana vrijednost jednadzbe (1297).
- U (1354) odbacujemo clanove iz (anti)komutatora koji se ponistavaju djelovanjem na
vakuum.
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- U (1355) nadopunjavamo polja do punih polja opet rabeéi svojsto dodanih ¢lanova da
se ponisStavaju djelovanjem na vakuum.

- (1356) je zapravo definicija T' produkta dvaju polja (za bozonske (fermionske) predznak
medju ¢lanovima je pozitivan (negativan)).
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6.3 Feynmanova pravila u impulsnom prostoru

[] Integracija po fazama

- Po Feynmanovim pravilima poglavlja §6.1 matri¢ni element S matrice N-tog reda je
suma prostorno-vremenskih integrala produkata faktora ¢ija prostorna vremenska ovis-
nost je sadrzana u prostorno-vremenski ovisnim fazama (vidi §6.1 za koeficijentne funkcije
i §6.2 za propagatore).

- Faza izlazne cesticne (ili anticesti¢ne) linije impulsa p’ je e , faza ulazne Cesticne
(anticesticne) linije impulsa p je et®* dok propagator sa koji odgovara unutarnjoj lin-
iji impulsa ¢ sa smjerom od y ka z, ((®o, T'(V,(z)VF (y)Py), sadrzi integrand sa fazom
eila-(z—y))

—ip'ﬂ:

- ¢" propagatora (koji je uvijek izmedju dva vrha) se interptretira kao impuls koji tece
od y ka z, i u skladu s time kao impuls ¢ koji izlazi iz vrha s koordinatom y odnosno kao
impuls ¢* koji ulazi u vrh a koordinatom .

- Integracija po prostorno-vremenskoj koordinati vrha stoga daje faktor

en'0 (Y p+ Y a- >0 -Yd). (1357)

gdje je > p' (3. p) ukupni 4-impuls svih izlaznih (ulaznih) cestica koji izlaze (ulaze) u
razmatrani vrh, a > ¢’ (> ¢) ukupni 4-impulsi unutarnjih linija koje izlaze (ulaze) u vrh
(vidi SL 6.9).

Figure 17: 6.9 Ulazni i izlazni impulsi : suma = 0

Od integracija ostaju samo integracije po 4-impulsima unutarnjih linija.

(] Feynmanova pravila u impulsnom prostoru

- Gornje razmatranje se moze formulirati preko novog skupa Feynamnovih pravila (u
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impulsnom prostoru) (vidi Sl 6.10) za racunanje S-matri¢nih elemenata:

(i) Feynmanovi dijagrami:

Nacrtati sve Feynmanove dijagrame zeljenog reda, kao sto je opisano u §6.1. Medjutim,
sada se vrhovi ne oznacuju prostorno-vremenskom koordinatom, ve¢ se unutarnje linije
oznacavaju pripadnim ” off-mass-shell” impulsom, za koji se uzima da tece u smjeru
strelice pridruzene liniji (ako je ¢estica neutralna oba smjera su jednakovrijedna) [sjetimo
se: smjer strelice zapravo odgovara smjeru toka Cesticnog naboja).

=~ I/ ~ /. Ic

po'n po'n ./ o
ug(plo’'n’) ve(po'n’) ue(pon) vy (pon)
+ T2n)3n Y ()R L 2npr Y (2n)32
ey ey = NG
pon pon
(a) (b) (©) (d)
7 a'n/ ﬁa'n’c
Py (q)
4 i1 Y 53 (ﬁ - ﬁ)(s(f’aén/n (2;)4 q“:m?—ie
® - @
14 m
pon pon’ (f)

(e)

Figure 18: 6.10 Feynmanovi dijagrami u impulsnom prostoru

(ii) Faktori koji grade pojedina¢ne sumande S-matri¢nog elementa:
- Za svaki vrh tipa i ukljuciti faktor

—z’gi(27r)454<2p+ D Zq’>,

gdje sume po impulsima imaju isto znacenje kao u (1357). Delta funkcije (1358) osigu-
ravaju sacuvanje 4-impulsa u svakom vrhu dijagrama.
- Za svaku vanjsku izlaznu liniju (izlazna linije je iznad podruéja medjudjelovanja)

(1358)
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)

=32y,(p'o'n’) za stre-

ukljuéiti faktor (27)~%2u} (5 0'n’) za strelicu na gore odnosno (27)
licu na dolje.
- Za svaku vanjsku ulaznu liniju (ulazna linije je ispod podruéja medjudjelovanja)
ukljuéiti faktor (27)~%/2u,(pon) za strelicu na gore odnosno (27)~%2v}(pon) za strelicu
na dolje.
- Za svaku unutarnju liniju ¢iji si krajevi oznaceni s £ i m i koja nosi impuls ¢ ukljuciti
podintegralnu funkciju pripadnog propagatora

1 PZm(Q)

—idunle) = —ig (1359)

- Podsjetnik:

Za skalare (antiskalare) 4-impulsa q u-ovi i v-ovi su jednaki (2¢°)
je jednak jedinici.

Za Diracove spinore 4-impulsa p i mase M w-ovi i v-ovi su jednaki normaliziranim
spinorima (1126), (1088) odnosno (1127), (1089) a polinom P(q) je matrica (—iy,p"+M).
Za vektorske Cestice 4-impulsa p i mase M wu-ovi i v-ovi su zadani u (957) i (956) a
polinom P(q) je jednak 7,, + %—q;.

~1/2 " a polinom P(q)

(iii) Integracije po impulsima unutarnjih linija i sume po indeksima polja:
Integrirati po svim 4-impulsima unutarnjih linija i sumirati po svim indeksima polja (svi
indeksi se javljaju u parovima).

(iv) Sumacija doprinosa Fey. dijag.
Sumirati doprinose svih Feynmanovih dijagrama razmatranog S matri¢nog elementa.

Mogu se pojaviti dodatni kombinatoricki faktori — za analizu vidi (v) i (vi) u §6.1.
Nekoliko primjera ¢e biti dano u ovom poglavlju.

* Veza broja neodredjenih unutarnjih impulsa, broja integracija po unutarnjim
impulsima, broja vrhova i broja nepovezanih dijelova dijagrama

- U dokazu TM da je princip dekompozicije nakupina zadovoljen samo za specifican oblik
Hamiltonijana sreli smo topoloski TM (825) i relaciju broja delta funkcija koju nosi S
matriéni element D, broja vrhova V', broja unutarnjih linija I i broja petlji L (824).
Relaciju (824) ovdje dokazujemo rabeéi Feynmanove dijagrame u impulsnom prostoru:

(a) Svaki propagator uvodi jednu integraciju po unutarnjem 4-impulsu.

(b) Svaki vrh kroz pripadnu é-funkciju uvodi jedan uvjet na neodredenost unutarnjih 4-
impulsa.

(c) Ako dijagram ima C' nepovezanih djelova C' uvjeta vrhova se trosi na relaciju izmedju
vanjskih impulsa. Ti uvjeti nisu uvjeti na unutarnje impulsa, tj. oni ne ogranicavaju
unutarnje impulse.

-1z (a), (b) i (c) slijedi da je broj neodredjenih impulsa unutarnjih linija L jednak broju

243



internih linija / umanjenom za (broj vrhova V' — broj nepovezanih dijelova Feynmanovog
dijagrama ()

L=1-(V-0). (1360)
- Broj neodredjenih impulsa se definira kao broj petlji (a topoloski gledano jednak je broju
nezavisnih petlji) danog dijagrama.

- Dijagrami bez petlji (L = 0) zovu se drvasti (tree) dijagrami. Oni nemaju neodredjenih
unutarnjih 4-impulsa.

e Primjeri racuna Feynamnovih dijagrama; PoboljSanja pravila

[J Matri¢ni zapis konstanti veza fermion-fermion-bozon medjudjelovanja

x RasprSenje fermiona i bozona u drugom redu racuna smetnje

- Za medjudjelovanje (teoriju) (1299) S-matrica fermion-bozonskog rasprsenja u drugom
redu racuna smetnje (1309), prikazana preko Feynmanovih pravila u impulsnom prostoru
(Feynmanovi dijagrami prikazani su na Sl. 6.11; skraéenice: 1" = pioin, 1 = pioin,
2" = pholnb 1 2 = pyoany),

1 2/

Z’\pll\ /p/’z <K

m’

L\ = D1+ P2

m

P1 b2
£/ \\k

Figure 19: 6.11 Rasprsenje fermiona i bozona u drugom redu

glasi (strelice na bozonskim linijama oznacavaju smjer 4-impulsa)

S&)

P oinl; P ohnly, proing; Paoansg

- Z (=) gormn Gmer X (2)% % (27) " Cuzs (1" )ug(1)
k'0'm’kfm
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—1 Pm’m q * /
[t (205 o+ 1= 51— 1+ )

(2 ur (2)0N(—ply + p1r — q)0 (p2 — P, — @)|  (1361)

= i(2m)7%0(p1 + p2 — Pl — Ph) Z ok Gmer Wor (1 )ug(1)
k' 0'm/ km
Pm’m(p2 + pl) "
- [(pz +p1)2+m2 — euk'(Ql)uk(Q)
Prvm(—ph + p1) N
)0 s
2 m

= i(2m)%0(py + p2 — P\ — 1h) Z
Kk

e e R e
P(—py +p1)
(=ph +p1)? + M? —ie

+(uT (1) T I u(l))uk,(z)u;(z’)] . (1363)

- U (1361) je S-matri¢ni element napisan prema p-prostornim Fey. pravilima za Fey.
dijagrame Slike 6.11.

- U (1362) je provedena [ d*q integracija. Tu je zgodno uociti da se fermionski indeksi
¢';m’, ¢, m nadovezuju kao u matricnom mnozenju (npr. w;gem ke PrimGmerte) 1 da je masa
koja se javlja u propagatoru dijagonalna u fermionskim indeksima,

Mm’m = mmém/m . (1364)
Stoga je prikladno uvesti matricnu notaciju u fermionskim indeksima za konstante ¢,
Lklme = Gmew - (1365)

Prvi indeks je indeks kompleksno konjugiranog fermionskog polja (izlaznog fermiona,
ulaznog antifermiona) drugi indeks fermionskog polja (ulaznog fermiona, izlaznog an-
tifermiona) a treéi indeks skalarnog polja,

- U (1363) je uvedena matricna notacija za konstante g, mase m,, i ”"polinom” Pp,,.

*x Fermion-fermionsko rasprSenje u drugom redu racuna smetnje

- Za medjudjelovanje (teoriju) (1299) Feynmanovi dijagrami za fermion-fermionsko rasprsenje

su dani na Sl. 6.12.
Prema njima S matri¢ni element glasi

245



/ m’
p1
q= p1 q = p2 P2
m
2

Figure 20: 6.12 Fermion-fermionsko rasprsene u drugom redu

5(2)
proyny; PYosns, proing; Paoansg

= Z (_i>2gm’mk’g£’fk(27)_2um(2)uf(1>/d4q

k' 0'm' kbm
—i Pk (q)
*/2/ */1/5_/ _5_/ v rr
[ (2 (1)0(~hy + 2 — @) e R e s

= i2m) 5 A2 =Py —1h) Y Gumw Gk

e 2’]] (1366)

k'0'm'kfm
Pur(p) —m)
(2 Vay (2) 1 (1 Yy (1 1 _ —1’92’] 1367

= i(2m) 25 (p1 + p2 — P} — Ph) Z Im/mk ek
k'0'm/ kim

Pk’k(pll —pl)
(P} — p1)? +mj, — e

[uT(2')Fk/u(2)uT(1/)Fku(l) e 2/]] . (1368)

- Ponovno prvi red odgovara primjeni Fey. pravila sada prema Sl. 6.12, u drugom se vrsi
d*q integracija, a u tre¢em se uvodi matri¢na notacija (1365) za konstante gg-

x Opce pravilo za matri¢nu notaciju

- Opce pravilo pri upotrebi matri¢ne notacije jest da se matrice — spinorne valne funkcije,
matrice vezanja i propagatori — vezu niz smjer strelice koja prolazi danom fermionskom
linijom.

* RasprSenje dva bozona u najnizem redu racuna smetnje

U teoriji (1299) rasprsenje dva bozona se javlja tek u 4-tom redu rac¢unu smetnje (vidi SI.
6.7). Pripadni Feynmanovi dijagrami u impulsnom prostoru dani su na Sl. 6.13. Sami
fermionski operatori javljali bi se uz kombinatoricki faktor 1/4, medjutim na fermionsku
petlju se 4 bozona veze na 24 nacina, dajuc¢i 3 topoloski razlicita dijagrama, od kojih
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Figure 21: 6.13 RasprSenje dva bozona - najnizi red racuna smetnje

svaki odgovara 8 od 24 moguéih vezanja bozona. Zato se cjelokupna amplituda javlja sa
kombinatorickim faktorom 2:

(2) _ 4 / / —6
Sﬁl'Uﬁnll;172’0&”'2717101n1;17202n2 = =20 (pl +p2—p— p2)(271')
X up (Photnd)ui, (Dhohnh )k, (p1o1na )i, (p2oans)
k1 ko' K,
P(q P(q+p
x [/d4qTT{Fk/2 g (2) Ty ,(2 1)2 _
q*> + M? —ie 7 (q+pi)*+ M? —ie
. P(q+p) —p) r, P(q —pb) }
g+ py—p)? M2 —ie (g —ph)? + M? — e
+ (paeﬁ-—p§)4—(p1++1é)]- (1369)

- Negativni predznak se javlja zbog fermionske petlje.

- Jedna integracija ostaje neodredjena (L = 1), pa ostaje jedna integracija po unutarnjim
impulsima.

- Napomenimo da masa M u fermionskim propagatorima znaci da je, zbog dijagonalnosti
masene matrice, masa u svim propagatorima jednaka, te da se sumira po masama koje se
nalaze na dijagonali fermionske masene matrice.

00 Feynmanova pravila kad se uvede v

+ Feynmanova pravila za teoriju s medjudjelovanjem —igiy;1

- Razmotrimo teoriju sa spinornim Diracovim poljem ¢ (x) mase M _i pseudoskalarnim
poljem ¢(z) mase m sa gustotom Hamiltonijana medjudjelovanja —igiys1 (Faktor —i je
ubacen da bi za realnu konstantu g medjudjelovanje bilo hermiti¢no).
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- Podsjetnik: Za skalar (spinor) P(q) =1 (P(q) = [—i7,¢" + M]|B). Za skalar energije £
u(p) = v(p) = (2E)~Y2, dok su za Diracov spinor u, i v, dane sa (1088) i (1089) odnosno
(1126) i (1127).

Povezane S amplitude u najnizem redu racuna smetnje koje su za opée medjudjelovanje
(1299) za fermion-bozonsko rasprsenje, fermion-fermionsko rasprsenje i su dane bozon-
bozonsko rasprsenje su dane u (1363), (1368) i (1369) sada glase,

Sttt o = 127G (AELER) M6 (py + p2 — Pl — ph)
TaL [—ivu(p2 + p)* + M]B 1
X [u( )ﬂf}/ (p2+p1)—|—M2 _Z€ 6V5U( )
=iy, (—ph + p)! + M|
Y [—ivu(—Ph .
Y Ty + M e
[—iy,(p2 + p1)* + M] 1
2 Wsu( )
(p2 +p1) + M? —ic
[— iy, (=P + p1)! + M]
(=ph +p1) + M? —ie

ﬁ%u(l)

= (1)

+ (1) su(l)| (1370)

(prva jednakost napravljena je za 1’ polja, a druga za 1 polja (i u propagatoru isto) —
zbog toga se (-e u vrhovima i propagatorima krate)

(2 — -2 254 / /
Sﬁllai§ﬁ2/0'/27ﬁ101§ﬁ20'2 = i(2m) g0 (1 + p2 — P — o)

< @@ ) A

- [ H2’]] : (1371)

S s = —2x (21) g (16 EYE B, Ey) ™26 (p1 + ps — ) — ph)
[ ol £ il
P+ M2 —ie 7 (q+p))?+ M2 —ie
— Vs (@ + Py — )" + M =iy (g —py)" + M
“la o —p)?+ MZ—ie P (g ph)? + M —ic ]

+(phy = —p2) + (P} < p’z)} :

X

(1372)

(U s amplitudama fermion-fermion i bozon-bozon rasprsenja smo odmah primjenili for-
malizam sa 1 poljima.)

[] Jos jedan korisni topoloski rezultat
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(Necemo dokazivati)

2+E = )V, (1373)

gdje je I (F) broj unutarnjih (vanjskih) linija, V; broj vrhova tipa ¢ a n; broj linija koje
vrh tipa ¢ ima.
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