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Sazetak

Ovo su biljeske autorovih predavanja iz kolegija Statisticka fizika, na trecoj
godini inZenjerskog smjera studija fizike. Nisu stru¢no recenzirane. Daju se na
uvid studentima kao podsjetnik, Sto treba pripremiti za ispit.

Osnovni udzbenik je Kittelov [1]. Uz to ide Kubova zbirka zadataka [2]. U
pripremanju predavanja sam se sluzio i drugim izvorima, koji se citiraju na odgo-
varaju¢im mjestima u tekstu [3]-[11]. Knjige medu njima vjerojatno ne bi bile
korisne pocetnicima, osim Stowea [3], koji proSireno prati Kittela.

Sva prava pridrZana.
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Poglavlje 1

Termodinamika kao autonomna
disciplina

1.1 Uvod. Osnovni pojmovi.

Termodinamika je grana fizike, koja se bavi opisivanjem makroskopskih toplin-
skih pojava. Osnovno je opazanje termodinamike, da toplina prelazi s toplijeg
tijela na hladnije. Ili, ako se dva tijela dodiruju, uvijek ¢e do¢i trenutak, kad ce
ona biti jednake temperature. Dok se ¢eka, govorimo o neravnoteznoj termod-
inamici; kad se docekalo, da se svi makroskopski procesi prestanu mijenjati u
vremenu, kazemo da su tijela u termodinamickoj ravnoteZi. Tu situaciju proucava
termodinamika u uzem smislu (bolji bi izraz bio ‘termostatika’, samo tako nitko
ne govori). Termodinamicka ravnoteZa ima zanimljivo svojsto ekvivalencije, koje
se ponekad navodi kao ‘nulti zakon termodinamike’: ako su dva tijela u termodi-
namickoj ravnoteZi sa treCim, onda su i medusobno u termodinamickoj ravnotezi.
Ovo zvuci trivijalno, no izraZava nesto vrlo dalekosezno: svako tijelo moZze sluZiti
kao termometar, i svi e se termometri slagati, koje je tijelo od dva toplije!
Koliko treba ¢ekati na izjednaCenje temperature, to ovisi o materijalu: krace
za metale, duzZe za keramike; krace kad su tijela manja, a duZe kad su veca. Ovo
vodi na pojmove ‘termicke vodljivosti’ i ‘toplinskog kapaciteta’, na kojima se sad
necemo zadrZavati. Bitno je uociti, da termodinamika nema tumacenja, zasto su
toplinski kapacitet po jedinici mase, ili termi¢ka vodljivost, razli¢iti kod raznih
materijala. U tom se smislu katkad kaze, da je termodinamika ‘fenomenoloska’
disciplina: ona ée karakterizirati svojstva materijala sa nekoliko brojeva ‘iz tablice’,
ali se nece pitati, zaSto su ti brojevi bas toliki. Da bi se to razumjelo, treba nesto



znati o gradi tvari, a to nije predmet termodinamike.

Drugi, dublji smisao tvrdnje da je termodinamika fenomenoloska, jest da se,
osim numerickih vrijednosti ulaznih parametara, i sama opazanja, na kojima se
ona zasniva, mogu objasniti pozivanjem na Cinjenicu, da se makroskopski pred-
meti sastoje od velikog broja sitnih Cestica, medu kojima djeluju sile. Ovih ob-
jasnjenja ima dvije vrste. Jedna daje kineticka teorija, koju je osnovao Ludwig
Boltzmann, i koja nastoji doista mehanicki objasniti, kako uopce dolazi do toplin-
skih pojava, promatranjem vremenske evolucije mnostva Cestica. Druga je nji-
hov osniva¢ Willard Gibbs nazvao ‘racionalni modeli termodinamike’, a danas se
ona zovu statisticka fizika. Polazeéi od zrnate grade tvari, ona reproducira ter-
modinamicke zakone pomocu matematicke konstrukcije, koja se zove ‘ansambl’.
Opravdanost toga pristupa moguce je opet traZiti u kineti¢koj teoriji.

Nema, medutim, nikakve logicke potrebe za takvim objasnjenjima. (Radoz-
nalost i logika nisu ista stvar.) Ona daju sadrZaj termodinamickih pojmova: pri-
tisak je, na primjer, ukupni ucinak sitnih udara mnogih Cestica. No pritisak je
1 iskustvena Cinjenica, kao i druge toplinske pojave, te ih je moguce uzeti kao
temeljne, isto kao zakone loma svjetlosti. U tom smislu, termodinamika je opis
neposrednog iskustva, pa je kao takva, logicki gledano, pretpostavljena sadrza-
jnim objas$njenjima: ona se o€ito ne smiju kositi s iskustvom! Da bi bila fizikalna,
ta objaSnjenja moraju oznaditi granice primjenjivosti termodinamike; tako, kineticka
teorija tumaci, zasto termodinamika ne moZe opisivati ‘prebrze’ pojave.

Shvacena autonomno, termodinamika ima fundamentalni pojmovni aparat, za-
snovan na iskustvu, te vlastiti matematicki formalizam. U tom smislu termodi-
namicki pojmovi govore nesto temeljno o svijetu, kakav jest, a ne sluZe samo u
prakti¢ne svrhe, kad nije potrebno dublje razumijevanje. Osnovni je takav po-
jam termodinamicka granica, koji odraZzava opazanje, da kakvoca tvari u veéini
slucajeva ne ovisi o obliku i koli¢ini: kazemo da je nakupina tvari u termodi-
namickoj granici, kad dvostruko, deseterostruko, stostruko veéa koli¢ina iste tvari,
bez obzira na oblik, nema razliCita svojstva od ishodiSne. Zvijezde, po tome, ne-
maju termodinamicku granicu: visestruko masivnija zvijezda, istog sastava kao
Sunce, nece imati ista svojstva. Takoder, tanki sloj neke tvari, naparen na pod-
logu, moZe biti u termodinamickoj granici u dvije dimenzije (sloj vee povrSine
ima ista svojstva), ali ne i u trecoj (deblji sloj ima drugacija svojstva). Ove iznimke
pokazuju, da termodinamicka granica nije filozofski, nego fizikalni pojam. Svo-
jstvo neke tvari, da moze imati termodinamicku granicu, zove se ekstenzivnost.

Termodinamika ograni€ava svoja promatranja na nakupine tvari u termodi-
namickoj granici. Takva se nakupina neodredeno zove ‘sistem’, a ono $to nije ‘sis-
tem’, to je ‘okolina’. Bitna je odrednica sistema, da ga se moZe promatrati na neki
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nacin izdvojeno iz okoline; to podrazumijeva da su interakcije sistema s okoli-
nom slabe i nasumicne; preciziranje ovog iskaza opet zahtijeva kineticku teoriju.
Uz postojanje sistema vezan je pojam ‘termodinamickog parametra’. Pokazuje se
naime, da je sisteme moguce opisati malim brojem ‘makroskopskih’ parametara,
tj. takvih, koju se mogu izmjeriti uredajima, koji nisu osjetljivi na prostorne i vre-
menske skale, bitno razli¢ite od onih, na kojima se protezZe sam sistem. Takvi su
parametri pritisak, volumen, temperatura, magnetsko polje, magnetizacija, i jo§
mnogi sliéni. Na primjer, tvrdnja ‘voda vrije na 100° C’ ne ovisi ni o ¢emu, nego
o pritisku. Dakle, ako Zelim da netko vidi vodu kako vrije, trebam mu javiti samo
dva broja, i on ée ponoviti moje opaZanje, makar ni on ni ja ne razumjeli, $to se
pri tome dogada!

Kad imamo sistem, opisan parametrima, dolazimo do iduceg temeljnog opaZanja,
na kojem se zasniva matematicki aparat termodinamike: termodinamicki parametri
nisu medusobno nezavisni. Konkretno, kad su potrebni samo pritisak, volumen i
temperatura, bilo koje dvije veli¢ine odreduju trecu; matematicki se to, u ovom
najjednostavnijem slucaju, pise

fp,V,T) =0, (1.1)

i to se zove jednadZba stanja. Funkcija f se u termodinamici uzima kao zadana,
te se dobiva bilo mjerenjima, bilo umovanjem izvan termodinamike. No bez
obzira na konkretnu njenu realizaciju, sama ¢injenica da takva funkcija postoji,
i jos k tome po dijelovima glatka, uspostavlja teoriju funkcija viSe varijabli, kao
matematicki aparat termodinamike. Pomocu njega se iz (1.1) mogu dobiti empir-
icki provjerljive posljedice, a da se niSta viSe ne pretpostavi o f, osim glatkosti.
To pokazuje, da termodinamika ima vlastitu mo¢ predvidanja, pa je 1 po tome
samostalna disciplina.

Jednadzba (1.1) omogucuje zamisljanje sistema, kao plohe u trodimenzion-
alnom prostoru, razapetom osima pritiska, volumena i temperature. Najceséi je
graficki prikaz jednadZbe stanja, da se u ravnini razapetoj dvama parametrima,
crtaju linije konstantnog treceg, tj. ‘izohipse’ plohe f; to se zove ‘fazni dijagram’.
Tamo gdje mala promjena jednog od parametara dovodi do male promjene ostalih,
govorimo o fazi sistema: ploha je glatka. Tamo gdje promjena jednog parametra
skokovito mijenja ostale (ili njihove derivacije), govorimo o faznom prijelazu:
ploha se lomi ili prekida. Ako neki parametar moZe imati vise vrijednosti, uz fik-
sne ostale, f nece biti jednoznacna; ta se pojava zove histereza. (Strogo govoreci,
histereza se ne moZe opisati jednadZbom stanja, jer sistem u podrucju histereze
nije u termodinamickoj ravnoteZi. Fizikalno, sistem evoluira prema ravnoteZznom
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stanju, ali vrlo sporo, tako da bi do uspostavljanja jednoznacnosti svih parametara
trebalo Cekati puno dulje od trajanja pokusa. Ovakva se stanja zovu metastabilna.
Neka od njih traju nekoliko dana, neka stotinama godina.)

Temeljno je opaZanje, da postoje fizikalne veliCine, koje su uvijek iste, kad
se sistem nalazi u danoj tocki faznog dijagrama. Takve se veliine zovu ‘var-
ijjable stanja’. One su, dakle, jednoznacne funkcije istog prostora parametara,
koji odreduje jednadZbu stanja. OCito su pritisak, temperatura i volumen takve;
no fizikalno je osnovna medu njima ukupna energija, pohranjena u sistemu. (U
termodinamici se ona naziva ‘unutarnja energija’, da bi se razlikovala od drugih
varijabli stanja, dimenzije energije, koje je Cesto zgodno uvesti.) Bududi da je
varijabla stanja jednoznacna funkcija termodinamickih parametera, njezina vri-
jednost u nekoj tocki ne ovisi o putu, kojim se doslo u tu tocku, pa je, posebno,
njezina ukupna promjena duZ zatvorenog puta nula:

j{dA =0, (1.2)

ako je A varijabla stanja, a integral ide po bilo kojem zatvorenom putu u faznom
dijagramu. Ovo se drugacije kaze, da ako je A varijabla stanja, onda je d A potpun
diferencijal, 1 obrnuto.

1.2 Prvi zakon termodinamike. Strojevi.

Klasi¢na je zadaca termodinamike, opisati sistem u termodinamickoj ravnotezi,
to jest takav, u kojem se varijable stanja ne mijenjaju s vremenom. Uvjeti ove
ravnoteZe traZe se na nacin, koji je vrlo slican onome, §to se u mehanici zove
‘princip virtualnog rada’. Naime, napiSe se izraz, koji opisuje infinitezimalnu
promjenu energije, kad se isto tako infinitezimalno promijeni djelovanje okoline
na sistem.

U mehanickom slucaju, mozemo zamisliti uteg koji svojom teZinom pritisce
oprugu, postavljenu vertikalno; ako se duljina opruge promijeni za Al, energija
sistema se promijeni za izvrSeni rad,

AU = AW = mgAl + k(1 — ly)Al, (1.3)

gdje je [y duljina opruge bez optereCenja. Uvjet ravnoteZe je da se energija ne
mijenja, iz ¢ega se dobiva deformacija opruge:

[ —1ly=—mg/k, (1.4)
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koja je, dakako, negativna (opruga se stlaci).

Analogan termodinamicki sistem ima umjesto opruge plin u cilindru, kojeg
tlaci uteg na klipu; ako se pri stalnoj temperaturi malo promijeni volumen plina,
izvrSeni rad je

AW = mgAl — pAV = mgAl — pAAI, (1.5)

odakle je ravnoteZni pritisak
p=mg/A, (1.6)

to jest sila teZe utega, podijeljena povrSinom klipa.

Umjesto mehanic¢kog rada opruge, pojavio se termodinamicki opis rada plina;
ovaj je opis fenomenoloski utoliko, $to se zasniva na neposrednom iskustvu (pokusima).
Pri tome je bitno, da termodinamicki opis rada ovisi o prirodi sistema: moZe biti
—pAV zarad pri promjeni volumena, ali i ©AN za rad pri promjeni broja Cestica,
npr. kod kemijskih reakcija, pa M AH za promjenu magnetskog polja pri danoj
magnetizaciji, i tako dalje. Svi su ovi termodinamicki izrazi analogni mehanickom
F Az, sili koja djeluje duz puta. Parovi varijabli koje se u njima pojavljuju zovu
se medusobno konjugirani; jedna je od njih uvijek intenzivna, tj. ne mijenja se s
povecanjem sistema, kao pritisak, dok je druga ekstenzivna, pa se udvostruci, kad
se volumen udvostruci, kao volumen sam, ili broj Cestica, ili magnetizacija.

Ostavimo sada uteg po strani, i promotrimo plin sam. Osnovno je pitanje: da
li je gornji izraz AW = —pAV, za rad plina, odgovara promjeni unutarnje en-
ergije, kao u slucaju opruge? Odnosno, preciznije, moZe li se promjena unutarnje
energije sistema izraziti isklju¢ivo pomo¢u mehanic¢kih makroskopskih varijabli,
koje opisuju rad? Odgovor je nacelno negativan: termodinamicki sistemi, za ra-
zliku od mehanickih, mogu mijenjati svoju energiju i bez vidljivog vrSenja rada:
opcenito AU # AW. Potpuni izraz je

AU = AW + AQ, (1.7)

Sto biljezi iskustvenu Cinjenicu, da energetska ravnoteza termodinamickih sustava
sadrzi i jedan doprinos A(), koji nije vidljivo mehanicki ili kemijski, i koji se
naziva toplina. Kad se tome doda tvrdnja, da je unutarnja energija varijabla stanja,
dobije se prvi zakon termodinamike:

dU = oW +0Q), (1.8)
gdje je pazljivo oznaceno, da rad i toplina nisu varijable stanja, odnosno pripadni

diferencijali nisu potpuni. Fizikalno, mogudi su ciklicki procesi, koji ukupno vrse
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rad, odnosno otpustaju toplinu:

f&w;m, %5@#0; (1.9)

no kako unutarnja energija jest varijabla stanja, ocito je da rad, izvrSen na zatvorenom
putu, mora negdje potroSiti toplinu, i obrnuto, toplina se na takvom putu otpusta
radom. Sistem, koji mijenja svoja stanja duz zatvorenog puta u faznom dijagramu,

i pri tome vrsi rad, te dobiva toplinu iz spremnika na jednoj temperaturi, a predaje
je spremniku na drugoj temperaturi, zove se stroj. Katkad se kaze ‘toplinski stroj’,
no iz upravo re¢enog ispada, da je to pleonazam: svi su strojevi toplinski! Pridjev
‘toplinski’ ima smisla, kad se Zeli naglasiti da su toplinski spremnici, neophodni
za ciklicki proces, dio konstrukcije samog stroja, za razliku od ‘mehanickih’ stro-
jeva, npr. vodenice, gdje se ne pita kako je voda, koja je pokrece, dobila visinsku
razliku.

1.3 Drugi zakon termodinamike. Reverzibilnost i
entropija.

1.3.1 Opisni izricaj drugog zakona.

Za razliku od termodinamickog opisa rada, koji ovisi o sistemu, termodinamicki
opis topline je univerzalan. Drugim rijeCima, toplina ne ovisi o konkretnoj izvedbi
strojeva. MoZe se reci, da je toplina ‘zaboravila kako je nastala’. Istim rjeCnikom,
rad se ‘sje¢a’: komprimirani cilindar ima mogucnost opet ekspandirati, Sto se
moZe posti¢i nekom promjenom makroskopskih parametara, recimo uklanjanjem
utega koji pritiSce klip. No nikakvom promjenom makroskopskih uvjeta ne¢emo
posti¢i da se toplina, koja je kontaktom presla s toplijeg tijela na hladnije, istim
putem vrati natrag, i ponovno uspostavi razliku temperatura. Da bi se to dogodilo,
treba izmedu njih staviti stroj, koji radi: zato hladnjaci troSe struju.

[lustracije radi, zamislimo dvije potpuno jednake zatvorene posude, recimo
oblika kocke, od kojih je jedna puna vode, a druga prazna. Spojene su ravnom
cijevi, tako da je puna iznad prazne. Voda ¢e mlazom isticati u praznu, te ako sad
na kraj cijevi, na ‘stropu’ donje posude, stavimo (naopako) vrtnu prskalicu, ona
¢e se okretati: dobili smo rad. Kad sva voda isteCe, i napuni se donja posuda, sve
e stati: organizirano gibanje, posebno zakretni moment prskalice, izgubljeno je
trenjem. Okrenimo posude: sad je prskalica na ‘podu’ gornje, pune posude, voda
ulazi u sapnice, i opet puni donju. Hoce li se prskalica okretati? Nece!
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Netko, tko razmislja mehanicki, jednostavno bi okrenuo smjer mlaza, i za-
kljucio da Ce se prskalica okretati i u drugom slucaju: mlaz koji ulazi, jednako
daje impuls krakovima, kad skreée duZ njih, kao i mlaz koji izlazi. Prskalica
bi se trebala okretati, 1 to u istom smjeru. No greSka je u tome, S$to u drugom
slucaju nitko ne uStrcava organizirani mlaz vode u sapnice, koji bi bio vremen-
ski okrenut mlaz iz prvog slucaja. Naprotiv, u sapnice nasumicno ulaze molekule
vode, i sudaraju se sa njihovim stijenkama pod svim kutevima; svaki impuls, koji
se time prenosi na krakove prskalice, poniStava se suprotnim impulsom, koji nas-
taje drugdje; ukupni efekt je nula. Nasumi¢no gibanje molekula ne moZe se spon-
tano organizirati u vrtnju prskalice!

Dvije su klasi¢ne formulacije drugog zakona termodinamike. Kelvinova je
bliska gornjem primjeru: nije moguca promjena stanja sistema, Ciji bi jedini uci-
nak bio, odredenu koli€inu topline u potpunosti pretvoriti u rad. Clausiusova je
formulacija ista tvrdnja, s kojim je zapocet ovaj odjeljak: nije moguca promjena
stanja sistema, Ciji bi jedini ucinak bio, da se neka koliCina topline prenese sa
hladnijeg na topliji spremnik.

Ove su formulacije, dakako, fenomenoloske. One biljeze odredeno iskustvo
s toplinom, onim ¢lanom energetske ravnoteZe koji se ne moZe izraziti radom:
toplina kao da ‘ide samo u jednom smjeru’, kaze Clausius; ona je na neki nacin
‘izgubljena za rad’, kaze Kelvin. Pokusaj da se to razumije urodio je kinetickom
teorijom, koja se zasniva na ‘molekularnoj hipotezi’, tj. zrnatoj strukturi mater-
ijje. Bit je tog razumijevanja ilustrirana gornjom pricom s prskalicom: toplina je
onaj dio promjene unutarnje energije, koji je pohranjen u nasumi¢nom mikroskop-
skom gibanju molekula, pa ne moze spontano prelaziti u rad, koji predstavlja or-
ganizirano makroskopsko gibanje.

Ovo ne znaci da toplina uopée ne moZze prelaziti u rad; bitna je rije¢ ‘jedini’, u
obje formulacije. Paperje iznad vruce ploCe Stednjaka Ce treperiti u uzlaznoj struji
zraka: toplina ploce se pretvara u rad. No ne u potpunosti, jer se pri tome grije
i okolna prostorija; tako da to nije jedini ucinak. Pri izotermnoj ekspanziji plina,
odredena koliCina topline se u potpunosti pretvara u rad; no to nije jedini ucinak,
jer se volumen plina povecao.

1.3.2 Entropija.

Prije nego se matematicki formulira termodinamicki opis topline, a zatim i drugi
zakon termodinamike, treba uvesti jo§ neke pojmove. Promotrimo izraz

SW = —pdV, (1.10)
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koji opisuje rad pri maloj promjeni volumena. Desno je potpuni diferencijal dV/,
koji odrazava Cinjenicu da je volumen varijabla stanja; rad, medutim, to nije, pa
diferencijal W nije potpun. OCit je nacin, da ga u¢inimo potpunim, podijeliti ga s
—p, negativnom vrijednos¢u pritiska; tada je —31W/p potpuni diferencijal, upravo
dV'. U teoriji funkcija viSe varijabli, ovakav se nacin dobivanja potpunih difer-
encijala iz nepotpunih naziva mnoZenjem sa ‘integrativnim faktorima’: kazemo
da je —1/p integrativni faktor rada, kojim se dobiva varijabla stanja, volumen.
Primijetimo, da je on intenzivna varijabla, a volumen, kao i rad, ekstenzivna.

Sad se pitamo, mozemo li istu igru igrati s toplinom, i to tako, da dobijemo uni-
verzalni opis diferencijala /(). Znamo samo jednu univerzalnu termodinamicku
varijablu stanja, onu koju sugerira nulti zakon termodinamike: to je temperatura,
koja je uvijek jednaka kod dva tijela u termodinamickoj ravnotezi. Prijedlog je
dakle, da je

0Q

dS:T (1.11)

potpuni diferencijal neke varijable stanja S, koja bi trebala biti konjugirana tem-
peraturi, i ekstenzivna kao toplina (jer je temperatura intenzivna). Ovdje bi se
netko mogao zabrinuti, Sto ako se upotrijebi drugo tijelo kao termometar, koje
daje neku skalu temperature 7 # 7'? Jedino je zapravo vazno, da 7(7") bude in-
vertibilna, tj. bijekcija. To upravo garantira nulti zakon: svi se termometri slazu u
poretku tijela po temperaturi! No ako Zelimo da pojam temperature bude nezav-
isan o termometru, onda je jednadZba (1.11) upravo apstraktna definicija temper-
ature: to je ona varijabla, koja je integrativni faktor topline. Tako definirana skala
temperature zove se termodinamicka temperatura.

Zanimljivo je, da se jedna srodna tvrdnja ve¢ moze dokazati, pozivanjem na
drugi zakon termodinamike. Time ona postaje njegov matematicki izricaj, koji se
zove Clausiusov teorem, 1 glasi: pri svakom je ciklickom procesu

f% <0. (1.12)

U slucaju, kad vrijedi jednakost, oCito je dS iz (1.11) potpuni diferencijal; pri-
padna varijabla S Ce se zvati entropija. Da bi ona bila varijabla stanja, samo e
se jos trebati uvjeriti, da za ravnoteZna stanja, tj. tocke na plohi f iz (1.1), doista
vrijedi jednakost u izrazu (1.12). No podimo redom.
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1.3.3 Reverzibilnost. Definicija u¢inkovitosti reverzibilnog stroja.

Promjena stanja sistema u ravnoteZi postiZe se mijenjanjem vanjskih parametara.
Tu je promjenu moguce opisati kao putanju u prostoru parametara. Nakon Sto
se sistem naSao u ravnoteZi u novom stanju, neka se vanjski parametri ponovno
promijene, tocno obrnutim redoslijedom, dok se ne vrate na pocetne vrijednosti.
Ako sistem pri tome opiSe toCno istu putanju u prostoru parametara, samo u
suprotnom smjeru, takva se putanja, odnosno promjena stanja, zove reverzibil-
nom. Stroj ¢ija je zatvorena putanja reverzibilna nazivamo reverzibilnim ili Carnotovim
strojem.

Svaki e stroj, koji obavi rad AW < 0 u toku jednog ciklusa, to uciniti na
racun topline u spremnicima, jer ukupna promjena energije mora biti nula:

gdje po pretpostavci imamo samo dva spremnika. Ovdje je Q)= > )., dakle
sistem je apsorbirao toplinu ()~ iz toplijeg spremnika, i predao manju koli¢inu
topline (). hladnijem. Za svaki stroj mora biti () > 0, inace bi sistem apsorbirao
toplinu od oba spremnika, a izvrSeni rad bi se mogao predati onome na vi$oj
temperaturi kao toplina; time bi jedini u¢inak bio prijenos topline sa hladnijeg na
topliji spremnik, a to se protivi drugom zakonu termodinamike. Ucinkovitost ili
efikasnost stroja se definira kao omjer

S_1AW Q. -0. | Q.
@> Q> Qs

jer se pitamo, koliko smo uspjeli dobiti rada od potroSene topline Q- .

Posebno vrijedi za reverzibilni stroj, da niti jedan stroj ne moze biti ucinkovi-
tiji od njega (pa ni drugi reverzibilni stroj, iz ¢ega slijedi da je ucinkovitost svih
reverzibilnih strojeva jednaka, i ne ovisi o konstrukciji). To se lako vidi: ako bi
neki stroj X bio ucinkovitiji od reverzibilnoga R, onda bismo R mogli ‘vrtiti na-
traske’ da toplijem spremniku vratimo toplinu koju mu je uzeo X dok je radio, a
pri tome bismo morali hladnijem spremniku uzeti viSe topline nego mu je uzeo X
(jer je R manje efikasan). Ukupno proizlazi, da je rad stroja X, umanjen za rad R-a
pri vraanju, nastao samo uzimanjem topline iz hladnijeg spremnika, a to se opet
protivi drugom zakonu. (Rad koji utro$i R na vracanje topline mora biti manji
od onog kojeg je dao X, upravo jer R uzima vise topline od X-a hladnom sprem-
niku, da bi toplom mogao vratiti jednako kao X.) Dakle u€inkovitost reverzibilnog
stroja ne ovisi 0 njegovoj konstrukciji, pa moZe ovisiti jedino o temperaturama
spremnika: Q) /Q~ = g(T-,T-), sa nekom za sada nepoznatom funkcijom g.

(1.14)
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Ucinkovitost hladnjaka. Stroj koji se vrti natraske ima AW > 0, tj. on ap-
sorbira toplinu (). iz hladnijeg spremnika, dodaje svoj rad, te neku vec¢u koli¢inu
(@~ predaje toplijem. Njegova se ucinkovitost definira kao omjer koli¢ine topline
koju se uspjelo ukloniti, i rada koji se pri tom obavio:

Q<_ Q< . Q</Q> _1—77’ (1.15)

W] Q> — Q< 1-Q/Q> n

gdje se posljednji izraz odnosi na stroj, koji bi vrsio rad prenoseci iste koliCine
topline u suprotnom smjeru. OCito, kad je ucinkovitost stroja najmanja, ona ekvi-
valentnog hladnjaka postaje neizmjerna. Ovaj cudnovat rezultat potjece od toga,
Sto trazimo da rada bude $to manje, a to je lako posti¢i! No kad u idu¢em odjeljku
stvarno izraCunamo tu ucinkovitost, i to kod reverzibilnog stroja, vidjet ¢emo, da
se s malo rada ne dobiva puno. Usput, ocito je, da manje ucinkovit stroj mora
uzeti vise topline od hladnog spremnika, kad se vrti natraSke: dakle je bolji kao
hladnjak!

Ucinkovitost dizalice topline. Ako ugradimo hladnjak u zid tako, da mu hladni
dio gleda van, a topli je u sobi, moZemo se grijati; u¢inkovitost se racuna drugacije
nego kod hladnjaka, jer je sad zanimljivo, koliko je soba dobila topline, a ne koliko
je ulica izgubila:

Qs Q> 1 1 (1.16)

W _Q>—Q<:1—Q</Q>:77’

1 opet vidimo veliku ucinkovitost, kad je razlika primljene i predane topline mala.

1.3.4 Temperatura. Izraz za ucinkovitost stroja.

Iz Cinjenice da ucinkovitost ovisi samo o temperaturama se moZe zakljuciti, da
koliCina topline, koju reverzibilni stroj isporuci spremniku na odredenoj temper-
aturi, ovisi samo o iznosu te temperature. Zamislimo dva reverzibilna stroja spo-
jena tako, da je hladniji rezervoar prvoga istovremeno topliji rezervoar drugoga:
Ty > T, > T3. Tada je ukupni rad oba stroja Wiz = Q1(1 — Q3/Q1) ako ih
promatramo kao jedan stroj, a

_ Q2 @) _ _ @20
Wig + Was = Q1 (1 Ql) + Q2 (1 Qz) 1 (1 0, Qz) (L.17)

ako zbrajamo dva rada svaki za sebe. Ovo daje isti rezultat (mora, jer su oba
stroja reverzibilna), 1 svodi se na pravilo, da se u izrazu za ucinkovitost dodatni
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spremnici ubacuju kao proSirivanje razlomka:

Qs = %% (1.18)
Q1 Q1 Q2
No ako u¢inkovitost ovisi samo o temperaturama, Q(7')/Q(T") = g(T,T"), onda
funkcija g mora i sama biti razlomak, jer inace ne¢e mo¢i reproducirati ovo prav-
ilo. Dakle

qrry A0 QM m _em _em) g

fany Q) f(1ry - f(T) (1)
Sto znaci da omjer Q(T')/f(T') ne ovisi o temperaturi. To je neka univerzalna
konstanta: svi reverzibilni strojevi isporucuju istu koli¢inu topline spremniku na
danoj temperaturi.

Ako je to tako, a spremnik je karakteriziran samo temperaturom, onda se
koli¢ina topline, koju mu isporucuju, moze upotrijebiti za definiciju temperature:
uvedimo neku standardnu toplinu (g, i kazemo: spremnik koji prima tu koli¢inu
topline od nekog reverzibilnog stroja, je na temperaturi ‘jedan stupanj’. Formalno,

Q(T) = QSf(T)’ f(lo) =1, (1.20)

gdje nas nista ne prijeci da stavimo f(7') = T'/1°, tj. izaberemo linearnu skalu;
tada ¢emo reci da je spremnik, koji primi toplinu 10Q)g, na temperaturi od de-
set stupnjeva, i tako dalje. Spremnik, koji ne moze primiti ni malo topline, ima
temperaturu od nula stupnjeva.

Definicija Kelvinove skale. Kelvinova temperaturna skala se definira tako, da
se kaze: temperatura trojne tocke vode je 273.16 K. Budu¢i da je ishodiSte (nula
Kelvina) definirano apsolutno, to odreduje velicinu jednog Kelvina.

Jednadzbu (1.20) moZemo dimenzionalno urediti tako, da uvedemo veli¢inu

So = Qs/(1 K), pa je onda

So = @ (1.21)

jednako za sve temperature, a numericki iznos tog omjera odreduje mjernu je-
dinicu temperature.

Ovaj rezultat omogucuje da se ucinkovitost reverzibilnog stroja, dakle teoret-
ski maksimalna ucinkovitost bilo kojeg stroja, izraCuna kao

n=1-:=, (1.22)



¢ime odmah postaje i1 jasan Cudnovat rezultat o beskonacnoj ucinkovitosti hlad-
njaka: naime  — 0 kad temperature spremnika postaju podjednake, odnosno,
jedini slucaj kad hladnjak treba malo raditi, jest kad malo hladi!

Bez obzira na to, ucinkovitost dizalice topline za zagrijavanje je dramaticno
veca, nego kad se za istu svrhu koristi rad. Naime, ako se rad elektriCne struje
direktno pretvara u toplinu, dobije se najvise topline () = W. S druge strane,
ako se soba zagrijava sa —10°C na 20°C, dizalica daje toplinu Q = W/n =
W/(1—263.16/293.16) ~ 9.77W: istom se koli¢inom rada prebaci gotovo deset
puta vise topline s ulice u sobu, nego Sto se radom moze stvoriti u samoj sobi.

1.3.5 Formalni izricaj drugog zakona: Clausiusov teorem.

Razmatranjem u prethodnom odjeljku pokazali smo mnogo vise, nego §to se is-
prva Cini. Naime, ukoliko je kod svake izmjene topline sa spremnikom omjer
(1.21) isti, do na predznak, onda za ciklicki reverzibilni proces, koji povezuje N
spremnika, mora vrijediti

N
Qi
Z T 0, (1.23)
1=0
gdje je u indeksima 0 = N, jer je proces ciklicki. Integralni izraz toga je
0Q(T)
=0 1.24
$20 o (1.24)

odnosno omjer dS iz (1.11) je doista potpuni diferencijal, kako se u jednadzbi
(1.12) naslutilo. Bilo koje dvije to¢ke na plohi definiranoj sa (1.1), koje predstavl-
jaju ravnotezna stanja, mozemo sigurno spojiti reverzibilnim putem (takvim, koji
1 sam leZi na toj plohi, odnosno, sastoji se od ravnoteznih stanja); dakle, entropija
je varijabla stanja.

Sad promislimo, §to e biti, ako dio ciklickog puta nije reverzibilan. Tada je
ucinkovitost duz takvog dijela manja ili jednaka onoj reverzibilnog stroja:

Q_/<>£:>Q_/<>Q_,> (1.25)
QL ~T. ~ To — Tv '

Ovo jednostavno znaci da ¢e manje ucinkoviti stroj €e ili uzeti manje topline od
toplijeg spremnika, ili predati viSe hladnijem, od reverzibilnog na istim temperat-

urama: , ,
Q. Qe _

: 1.2
. T 0 (1.26)
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Dakle, zamjenjivanje reverzibilnog stroja ireverzibilnim smanjuje pripadni dopri-
nos u ciklickom procesu. Naime, za reverzibilni stroj na istom mjestu stoji

Q> Q<

— —— =59 — 59 =0.

T. T. Q Q
Bududi da zamjenjivanje dijela ciklickog reverzibilnog procesa ireverzibilnim moZze
samo smanjiti zbroj (1.23), imamo

0Q(T)
<0 1.27
f <0, (1.27)

1 to je Clausiusov teorem.
Entropija je ocito definirana do na aditivnu konstantu,
b's
0Q(T

S(X) = / Q} >, (1.28)

s obzirom na proizvoljno referentno stanje (donju granicu integracije). Ovdje X
oznacava §to god je potrebno, da se jedinstveno odredi ravnotezno stanje sistema,
tj. tocka na plohi ravnoteznih stanja. Nadalje, takoder je jasno da je entropija ek-
stenzivna veliCina (toplina je ekstenzivna, a temperatura intenzivna). Dakle, nije
zapravo tocno da je spremnik karakteriziran samo temperaturom, nego i velii-
nom: deset puta veci spremnik ¢e od reverzibilnog stroja primiti deset puta vise
topline pri istoj temperaturi. Iz Cinjenice da temperaturu moZemo definirati ap-
solutno, slijedi da i koli¢inu tvari (veli¢inu spremnika) takoder mozemo definirati
apsolutno, u smislu ‘neovisno o materijalu’: dovedemo dva spremnika na istu
temperaturu, pa ako reverzibilni stroj jednom od njih isporucuje dva puta visSe
topline, re¢i ¢emo da je ‘dva puta ve¢i’. Termodinamika daje mjeru koliCine tvari,
koja nije ni teZina, ni volumen! (Ovaj se misterij lako objaSnjava molekularnom
hipotezom.)

Drugi se zakon termodinamike sada moZe izraziti vrlo jednostavno: nema
takvog procesa, ¢iji bi ucinak bio, da se ukupna entropija smanji. Naime, doved-
imo dva tijela razli¢itih temperatura u kontakt. Toplije tijelo ¢e predati neku
toplinu () hladnijemu, tako da Ce se njegova entropija smanjiti za )/7-, a hlad-
nijega povecati za () /7 ; ukupna promjena je

1 1
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Sto znaci da je Clausiusova formulacija drugog zakona, da ne moze biti AS < 0.
S druge strane, pretvoriti neku koli¢inu topline () iz spremnika na temperaturi T’
urad W = @ bez drugih efekata, znacilo bi promjenu entropije spremnika

AS =—Q/T <0, (1.30)

tj. Kelvinova formulacija opet zabranjuje spontano smanjenje entropije.

1.4 Termodinamicki potencijali

Pojam ‘termodinamicki potencijal’ se upotrebljava na dva nacina. Jedan je u
skladu s temeljnom fizikalnom odrednicom ‘potencijala’: to je veli€ina, koja je
u ravnoteznom stanju ekstremalna. Dakle, svaka varijabla stanja, koja u zadanim
uvjetima poprima ekstremalnu vrijednost, moze se smatrati termodinamickim po-
tencijalom. Bududi da se uvjeti mogu zadati na razne nacine, nacelno nece iste
varijable stanja biti ekstremalne pod raznim uvjetima.

Druga je upotreba viSe operativna: potencijal je neSto, Cija derivacija daje
‘silu’. Budu¢i da svaka varijabla stanja moze igrati ulogu ‘sile’, tako se mogu
traZiti prakticne formule za raCunanje ravnoteZnih parametara sistema. Da li e taj
pristup uspjeti, ovisi o tome $to smatramo ‘prakticnim’, odnosno koje kombinacije
varijabli stanja su ‘vrijedne raCunanja’.

Na primjer, za entropiju imamo izraz

1 p
ds = TdU + TdV, (1.31)

oS 1 [0S
) == (=) =& 1.32
(o), =7 (), = 7 a3

odnosno, za entropiju su varijable U 1 V' ‘prirodne’ ili ‘zgodne’, jer derivacije po
njima daju vazne veliine, temperaturu i pritisak. Re¢i ¢emo, da je varijabla 1/T'
konjugirana unutarnjoj energiji s obzirom na entropiju. Isto je tako p/T" konjugi-
rana volumenu s obzirom na entropiju. Entropiju mozemo shvatiti i kao funkciju
drugih varijabli stanja, no derivacije entropije s obzirom na te druge varijable nece
biti jednostavne. Dakle, tako prikazana entropija ne bi bila termodinamicki po-
tencijal, u ovom operativnom smislu rijeci. U odjeljku 1.4.3 ¢emo vidjeti da u
odgovarajucoj laboratorijskoj situaciji nije ni ekstremalna, pa tada nije termodi-
namicki potencijal ni u onom prvom smislu. Primijetimo da ta dva smisla nisu

$to znaci
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nepovezana: ’sila’ je upravo mjerilo ’strmine’ potencijala, a u ekstremalnoj tocki
strmina nestaje. Vrijedna je raCunanja sila, koja gura sistem u ravnotezu, a to je

vvvvv

1.4.1 Entalpija

Sjetimo se plina u cilindru, sa klipom pritisnutim utegom. Ukupna energija sis-
tema je
Uiot = U + Upen = U + mgh, (1.33)

a ukoliko je sistem termicki izoliran (uronjen u kalorimetar), imamo 0¢) = 0, pa
je
AUt = T'dS — pdV + mg dh = —pdV + mg dh, (1.34)

iz ¢ega smo ve¢ jednom izraCunali ravnoteZni pritisak, zahtijevajuci dU,,; = 0, tj.
da ukupna energija bude ekstremalna.

Sa stanoviSta termodinamike, U;,; se opet moZe promatrati kao energija sis-
tema, ali uzimajuci u obzir i doprinos nekoga, tko je utroSio energiju mgh, da bi
zadao pritisak plina. Promatrane kao unutarnje energije, U i U,,; se odnose na ra-
zlicite sisteme, ili, drugim rijecima, uteg koji je u prvom slucaju bio dio ‘okoline’,
u drugom je dio ‘sistema’. Doprinos utega energiji se moZe napisati u termodi-
namickim varijablama: mgh = pAh = pV, gdje je A povrSina klipa, i zgodno je
odabrano ishodiste potencijalne energije.

Da se ne bi stalno razmisljalo $to je ‘unutarnje’ a Sto ‘vanjsko’, dogovor je
da se unutarnjom energijom naziva samo U, a razni U, posebnim imenima;
konkretno, kad se ukljuCuje doprinos energiji, potreban da bi se zadao pritisak,
pripadni Uy, se zove entalpija i oznaCava sa H:

H=U+pV, dH =TdS — pdV + pdV + Vdp =TdS + Vdp. (1.35)

Iz diferencijalnog oblika se odmah vidi, da je entalpija ekstremalna u termicki
izoliranom sustavu, pri konstantnom pritisku (dS = 0, dp = 0 = dH = 0),
dakle je potencijal za tu situaciju. Derivacije tog potencijala daju dvije ‘sile’:

oH oH
T = (—) , V= (—) . (1.36)
a5 ), op ) ¢
Analogni izrazi, dobiveni pomodu unutarnje energije, su
ou ou
T=|—=5 =—|= . 1.37
(58),»=~(v). -
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Na nivou termodinamike, nema principijelne razlike izmedu unutarnje energije i
entalpije: sve je stvar dogovora, §to ¢e se ukljuciti u raCun energije.

Entalpiju su u staroj literaturi Cesto zvali ‘toplinska funkcija’. Ovo je zato, §to
je promjena topline duZz izobare upravo jednaka promjeni entalpije:

0Q = TdS = dH|,,_,. (1.38)

To odgovara kemijskoj reakciji u kalorimetru koji nije hermeticki zatvoren (priti-
sak je cijelo vrijeme laboratorijski).

Izrazi (1.36) 1 (1.37) spadaju u tzv. ‘Maxwellove relacije’. One izraZavaju
formalnu Cinjenicu, da derivacija potencijala po njemu ‘prirodnim’ varijablama,
daje pripadne ‘konjugirane’ varijable: ako imam

df = a(z,y)dx + b(x,y)dy, (1.39)

a= (g) , b= <(9_f) . (1.40)
ox y oy /.,
Jednakost mijeSanih derivacija onda znaci
oa 0b
— ) == . 1.41
(5). <a> (4

Ovo se zovu ‘Eulerove reciprone relacije’. Svaki termodinamicki potencijal nosi
sa sobom takve relacije, koje su ponekad korisne u racunima.

onda je ocito da je

1.4.2 Slobodne energije

Intuitivno, prijelaz sa unutarnje energije na entalpiju mozZemo ovako shvatiti: netko
mora utro§iti rad, da bi zadao pritisak. Fizikalno, u raun energije smo dodali
Clan koji opisuje interakciju sustava sa vanjskim svijetom, upravo onu preko koje
se zadaje pritisak. Ta se interakcija oCituje kao potencijalna energija, u koju je
pohranjen spomenuti rad. Za termodinamiku je korak kojim smo zamijenili mgh
sa pV od opCenite vaznosti. On znaci da smo interakciju sa vanjskim svijetom us-
pjeli izraziti termodinamickim varijablama stanja, koje se odnose na sistem sam.
Time je vanjski svijet opet “ispao iz igre”, odnosno, nismo se morali odreéi razd-
vajanja sistema od okoline.

Formalno, ¢lan pV' poniStava doprinos rada —pdV unutarnjoj energiji, i za-
mijenjuje ga radom Zeljenog oblika, Vdp, koji ukazuje na to da je sada pritisak
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nezavisna varijabla. Umjesto stare funkcije U varijabli (S, V), pojavila se nova
funkcija H, varijabli (S, p). Promjena varijabli postiZe se Legendreovom transfor-
macijom:

f(x,y) %g(a,y):f(x,y)—ax, (1.42)

odakle je diferencijal nove funkcije
dg = df — adx — xda = bdy — xda. (1.43)

Bitno je shvatiti, da nas nitko ne moZe sprijeciti da promatramo f kao funkciju
para (a,y), ili g kao funkciju (x, y); samo pripadni diferencijali nece biti jednos-
tavni. Nova se funkcija g uvodi zato, da bi formule za par (a,y) bile analogne
onima koje je f davala za par (z,y). Fizikalni razlog za tu analogiju je da je g
ekstremalna kad su a i y zadane (da = d*a = 0, dy = d*y = 0), isto kao §to je f
bila ekstremalna kad su z i y bile zadane.

Helmholtzova slobodna energija

U tom duhu, moZemo razmiSljati koji bi potencijal bio prirodan za termostatirani
sistem, tj. takav, kome je uz volumen zadana temperatura. Dakle, treba ukljuciti
termostat u racun energije, kao uteg kod entalpije. Isto kao Sto je prije netko
morao davati mehanicki doprinos pV' energiji da bi mogao zadati pritisak, tako
sada termostat mora uzeti topline 7S da bi mogao odrZati temperaturu:

F=U-TS, dF = dU — TdS — SdT = —SdT — pdV, (1.44)

odakle opet slijede Maxwellove relacije:

oF oF
= (or), v (o). e

Ocito je kako smo smislili doprinos —7'S: trebalo nam je nesto, ¢iji ¢e diferencijal
zamijeniti 7'dS sa SdT'. Veli¢ina F' se zove Helmholtzova slobodna energija, a
iz izraza za dF slijedi, da ¢e ona biti ekstremalna, kad su zadani temperatura i
volumen, pa je ona ‘potencijal’ za tu situaciju (hermeticki zatvorena posuda na
temperaturi laboratorija).

Izraz ‘slobodna energija’ potjeCe od toga, Sto je za izotermalni reverzibilni
proces promjena rada jednaka promjeni slobodne energije, pa je to ‘sva energija
slobodna za rad’. Ovo je lako pokazati:

SW = —pdV = dF |, . (1.46)
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Budu¢i da je Helmholtzova slobodna energija varijabla stanja, to njena razlika
izmedu dva stanja, povezanih izotermom, predstavlja maksimalni rad koji se moze
dobiti prijelazom duz te izoterme.

Gibbsova slobodna energija i velekanonski potencijal

Ukoliko kontroliramo temperaturu i pritisak, pripadni potencijal se zove Gibbsova
slobodna energija:

G=U-TS+pV, dG = —SdT + Vdp, (1.47)

odakle slijede zadnje dvije Maxwellove relacije, od ukupno osam, koliko ih je

obicaj navesti:
oG oG

Gibbsova je slobodna energija ekstremalna za sisteme zadane temperature i pri-
tiska. To odgovara otvorenoj epruveti: 1 temperatura i pritisak su laboratorijski.

Sad se pojavljuje fizikalni problem: imamo ekstenzivnu veli¢inu G, koju pro-
matramo kao funkciju iskljuéivo intenzivnih veli¢ina pi T, G = G(p,T). Pitamo
se, Sto Ce se desiti ako se spoje dva identi¢na sistema: kako ¢e se G podvostruciti,
ako se ni p ni 7" ne mijenjaju? Jedino tako, da cijelo vrijeme bude G = 0. Ovaj
bi zakljucak doista bio neizbjeZan, da nismo sve do sada zaboravljali pisati jo§
jednu ekstenzivnu varijablu, o kojoj ovisi unutarnja energija sistema, a to je broj
Cestica. Ako pisSemo G = G(p, T, N), dolazimo do manje drasti¢nog, no ipak vrlo
restriktivnog zakljucka:

G(p,T,2N) =2G(p,T,N) = G = Nu(p,T), (1.49)

dakle je Gibbsova slobodna energija proporcionalna broju Cestica. Konstanta pro-
porcionalnosti ovisi o pritisku i temperaturi, i zove se kemijski potencijal.

Upotpunjeni ovisno$¢u o broju Cestica, izrazi za diferencijale termodinamickih
potencijala glase

dU = TdS —pdV + udN, (1.50)
dH = TdS+ Vdp+ pdN, (1.51)
dF = —SdT — pdV + udN, (1.52)
dG = —SdT + Vdp + pdN. (1.53)
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MozZemo se pitati, da li je ovaj p onaj isti, koji se pojavljuje u izrazu (1.49) za G.
To je lako vidjeti: prema (1.53), funkcija G — u/N = 0, jer je ekstenzivna, a ovisi
samo o intenzivnim varijablama. No to je upravo izraz (1.49), dakle ;1 oznacava
istu veli¢inu u oba izraza.

Preostaje joS jedan potencijal, koji ée ovisiti o intenzivnoj varijabli p, kemi-
jskom potencijalu. Njega zovemo velekanonski potencijal, i definiramo kao

Q=F—uN, dQ)=—-S5dT — pdV — Ndpu. (1.54)
Isto kao malo prije, 2 + pV = 0, dakle
Q= —pV. (1.55)

On odgovara uzemljenim sistemima zadanog volumena i temperature. Takav je
plin vodljivih elektrona u ploci glacala, nakon Sto se ona spoji sa zemljom preko
Suko-uti¢nice: kad bi se ‘napon zemlje’ (kemijski potencijal!) promijenio, elek-
troni bi potekli duZ Zice (one sa Zuto-zelenom izolacijom), da to nadoknade. Ovdje
‘zemlja’ igra ulogu rezervoara Cestica, isto kao Sto je prije termostat bio rezervoar
topline.

Izraz kemijski potencijal potjece od toga, Sto je rad ud/N povijesno prvi put
uocen na drugi nacin, u kemijskim reakcijama: p je tamo ‘potencijal’ (sposobnost,
mogucnost) otopine, da pravi nove Cestice (produkte reakcije). Primijetimo da on
nije potencijal u fizikalnom smislu rijec¢i, nego sila, koja ’gura’ sistem u smjeru
promjene broja Cestica, ili se opire toj promjeni.

Tvrdnja, da ekstenzivna funkcija iskljucivo intenzivnih varijabli mora iS¢eza-
vati, mozZe se za naSe tri varijable kratko napisati

U-TS+pV —uN = 0. (1.56)

Ovo se zove Gibbs-Duhemova relacija.

1.4.3 Entropija i Massieuove funkcije

Svi termodinamicki potencijali, izvedeni do sada, formalno su Legendreovi trans-
formati unutarnje energije. No na pocetku smo spomenuli, da je i entropija ter-
modinamicki potencijal, prema (1.31). I entropiju moZemo isto tako transformi-
rati, da dobijemo funkcije intenzivnih varijabli. Odgovarajuci transformati, analogni
slobodnim energijama, zovu se Massieuove funkcije. Dijelimo (1.50) sa kT (k je
Boltzmannova konstanta) i piSemo o = S/k, § = 1/kT, o = pu/kT:

do = BdU + BpdV — adN. (1.57)
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Jedna je Massieuova funkcija ‘kanonska’,
Vo =0—pU, dVec =-Udp + BpdV — adN. (1.58)

Primijetite da je ona ekstremalna u termostatiranom sistemu, a ne entropija. Druga
se zove ‘velekanonska’:

Ve =Ve+alN, dVg = —-UdS + BpdV + Ndo. (1.59)
1z definicija je vrlo lako vidjeti vezu Massieuovih funkcija 1 slobodnih energija:
F=—-kTVUes, Q=—kTVg. (1.60)

Povijesno, prevladava koriStenje slobodnih energija, odnosno Legendreovih trans-
formata unutarnje energije. Massieuove funkcije su, medutim, ¢esto intuitivnije:
tako, u termostatiranom sistemu, nece entropija biti maksimalna, nego njen Leg-
endreov transformat We. No to je upravo tvrdnja, da je ‘slobodna energija min-
imalna’! Za prakti¢no raCunanje, zgodno je zapamtiti da su W 1 W bezdimen-
zionalne; to olakSava pamcenje formula.

1.5 Prakticni racuni

U ovom odjeljku éemo, radi jednostavnosti, promatrati samo sisteme zadanog
broja Cestica, dakle dN = 0, pa imamo samo dvije nezavisne varijable. Poce-
tak svakog prakti¢nog raCuna je da se odlu¢imo koje su to dvije; to ¢e ovisiti
o situaciji, no recimo da smo izabrali par (7', V). Pripadni termodinamicki po-
tencijal je Helmholtzova slobodna energija, koja omoguéuje lagano raCunanje en-
tropije i pritiska, pomocu Maxwellovih relacija (1.45). Jeftino se dobije i Eulerova

relacija
08 Op
— ) == . 1.61
(), = (7). en

Pravi problem s prakti¢nim racunima jest da, kad se jednom odlu¢imo za nezav-
isne varijable, Cesto trebamo derivacije veliCina, za koje one nisu ‘prirodne’, pa
se pojave oni diferencijali, koje smo izbjegavali Legendreovim transformacijama.
Ovo nije slucajno: potpuni opis sistema zahtijeva poznavanje svih promjena, ne
samo nekih; no kako te promjene nisu nezavisne, u stvari je za opis termodinamike
sa dvije varijable potreban jo§ samo jedan ‘neprirodni’ diferencijal. Na primjer,
promatrajmo unutarnju energiju U = U(T, V). Pitamo se, koliko je (0U/OV ),
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to jest promjena unutarnje energije s izotermalnom promjenom volumena. Za adi-
jabatsku je lako, (OU/0V')s = —p, jer su volumen i entropija ‘prirodne’ varijable
unutarnje energije. Formalno, radi se o promjeni varijabli sa (7, V') na (z, y):

ouy  [(oU ox oUu dy
(), - (5),G0),~(5).Gr), e
U konkretnom slucaju, (z,y) = (S, V) paje
oU\  _ (aU\ (oY (ou\ (ov
o),  \oS),\ovV ), \avV /) \oV /),
S
-7 (5e),

Uz pomo¢ Eulerove relacije (1.61), to postane

U\ (o)
@)@

Ovo pokazuje, kako u svijetu razapetom (7',V') varijablama, mijenjanje volu-
mena 1 mijenjanje temperature nije nezavisno. Ako drzimo volumen fiksnim i
mijenjamo temperaturu, promjena pritiska je po definiciji (Op/0T)y; ako drzimo
temperaturu fiksnom i pove¢avamo volumen, unutarnja energija se mijenja (po
definiciji) kao (OU/OV)r, tj. termostat dodaje sistemu toplinu da bi ga zadrzao
na izotermi. No za isti sistem, te dvije promjene nisu nezavisne, i njihovu vezu
daje upravo (1.63) — bez obzira na materijal!

Fizikalno tumacenje promjene varijabli

Ako promatramo unutarnju energiju kao funkciju (7', V'), imamo

ou ou
dU = <8_T)VdT+ (W>Tdv. (1.64)

Po definiciji je (0U/0T')v = cy, toplinski kapacitet pri konstantnom volumenu;
treba nam drugi diferencijal. Problem je, dakle, Sto u izrazu

(dU)r = (6Q)r — pdV, (1.65)
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tj. pri izotermalnoj promjeni unutarnje energije, i toplina sadrzi doprinos pro-
porcionalan volumenu. Da ga nademo, moZemo ovako razmiSljati: rad stroja po
jednom (infinitezimalnom) Carnotovom ciklusu je

(dp)vdV = (6Q)1n,

gdje je n = dT'/T uinkovitost stroja, a lijevo je povr$ina u (p, V') dijagramu koja
se pri tome obide. (Sjetimo se da u Carnotovom ciklusu stroj uzima toplinu duz

izoterme.) Odavde je
0Q)r =T (_ap) v, (1.66)
v

aT

$to kombinirano sa izrazom za (dU)r daje upravo (1.63).

Usporedba ovog izvoda sa prethodnim, formalnim, ukazuje na to odakle su se
u termodinamici pojavili Carnotovi ‘strojevi’. Grubo receno, radi se o fiziCarevom
nacinu da proucava diferencijalnu geometriju plohe, definirane jednadzbom stanja.
Ovo daje formalno tumacenje zacudujuce univerzalnosti izraza kao sto je (1.63):
oni su posljedica same Cinjenice da postoji jednadZba stanja. No koje je fizikalno
tumacenje takvih zakonitosti, odnosno, zaSto postoji jednadZba stanja? To je tema
ostatka ovog kolegija.

29



Poglavlje 2

Uvod u statisticku fiziku

2.1 Osnovna razmatranja

Termodinamika, promatrana autonomno, ima nekoliko vrlo zanimljivih ogranicenja,
koja su privukla pozornost istraZivaca jos u devetnaestom stoljecu, poglavito Maxwella,
Kelvina, Boltzmanna, te Gibbsa. Tih je ogranienja dvije vrste. Prvo, termodi-
namika sama nije kadra shvatiti svoje temeljne rezultate: zaSto se temperatura
moze definirati neovisno o sistemu? Zasto postoji apsolutna nula? Sto je en-
tropija? Sto je, uopée, ‘termalni kontakt’?

Drugo, termodinamika moZze medusobno povezivati razliCita svojstva istog
materijala, kao u izrazu (1.63), ali ne moZe objasniti zaSto razni materijali imaju
razliita svojstva: Ziva se grijanjem rasiri, guma se stegne; jedan je materijal dobar
toplinski i elektricni izolator, drugi nije.

Rjesenje ovih teSkoca se naslo u ‘molekularnoj hipotezi’, tj. ideji, da se sva
materija sastoji od velikog mnoStva sitnih Cestica. Uspjelo se pokazati, da svojstva
koja promatra termodinamika pripadaju na neki nacin samom mnoStvu, a ne nje-
govim sastavnim dijelovima; ili, drugim rije¢ima, da postojanje mnostva potiskuje
mnoga svojstva, koja bi bila izrazena, kad bi se sistem sastojao samo od malog
broja Cestica. Ovaj se rezultat dade kratko izreéi: kad je sistem dovoljno velik,
njegova se termodinamicka svojstva mogu opisati funkcijama, koje ovise samo o
mehanickim invarijantama citavog mnoStva Cestica: broju Cestica, te ukupnoj en-
ergiji, linearnom i zakretnom impulsu. Odstupanja od termodinamickog opisa su
to veca, ili vjerojatnija, $to je sistem manji.

Klju¢ veze makroskopskih i mikroskopskih svojstava je entropija. Kad se
pokaze da je odredena funkcija mikroskopskih stanja sistema ekvivalentna s ter-

30



modinamickom entropijom, program sadrZajnog objasnjenja termodinamike je u
bitnome zavrSen. Pocetak toga programa je, medutim, u tome da se mehanicka
(deterministicka) evolucija veoma velikog broja Cestica pokusa opisati statisticki,
a ne detaljno, od Cestice do Cestice. Da bi se vidjelo zasto bi taj program uopce
uspio, konstruirat ¢emo neke jednostavne primjere.

2.1.1 Nasumicni model izjednacavanja koncentracija

Svi znamo §to ¢e se dogoditi, ako dvije zatvorene boce plina povezemo pomocu
cijevi: pritisci ¢e se izjednaciti. MoZemo se pitati, kako molekule ‘znaju’ kamo
trebaju i¢i, da se to dogodi. Prvo éemo pokazati, da e se koncentracije izjednaciti,
ako molekule ne znaju upravo nista.

Postavljanje modela

Pretpostavimo, da medu molekulama ne postoji nikakva dinamika, nego da ih
se u pravilnim vremenskim razmacima 7 nasumicno raspodjeljuje u dostupnom
volumenu. Dakle, u ¢ = 0 ih se raspodijeli nasumi¢no, paut = 7, paut = 27,
svaki puta kao da se prije toga nije niSta dogadalo. Pitamo se, $to ¢e netko vidjeti,
tko u bilo kojem trenutku ‘snimi’ stanje sistema.

MozZemo cijeli dostupni prostor podijeliti na & dijelova jednake zapremine,
1 tada ‘nasumicno’ raspodjeljivanje znaci, da se svaku od N molekula stavlja u
bilo koji dio volumena s vjerojatno$cu 1/k. Jednostavnosti radi, stavimo k = 2;
to odgovara dvjema jednakim posudama, povezanim cijevi. Ako u prvoj posudi
zavr§i M molekula, u drugoj ¢e biti N — M, a kako nas ne zanima koje su to
molekule, vjerojatnost takve razdiobe je

1 /N
P = 553y @)

gdje smo uzeli u obzir, da svih moguéih razdioba ima 2V (za$to?). Tako, ako je
N = 3, imamo samo dvije razli¢ite razdiobe, sa vjerojatnostima P3(0) + P3(3) =
1/4, P3(1)+ P5(2) = 3/4. Vidimo, da je simetri¢na razdioba vjerojatnija. Tablica
2.1 pokazuje kretanje ovih vjerojatnosti za nesto vece ukupne brojeve molekula.
Kako shvatiti ove brojeve? Ako je N = 2k + 1, broj razlicitih razdioba je k£ + 1,
saredom 0, 1, ..., k kuglica u onoj kutiji, u kojoj ih je manje. Za N = 11, vidimo
da su Cetiri od Sest razdioba iscrpile 98% vjerojatnosti svih razdioba, dok su za
N = 101 istih 98% vjerojatnosti iscrpile jedanaest od pedeset 1 jedne razdiobe,
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Slika 2.1: Binomna raspodjela (2.1), za sve vrijednosti M, u relativnoj skali.
Prazni kruziéi: N = 11. Puni kruzZiéi: N = 101. Puna crta: N=10000.

u oba slucaja one, koje su ‘simetricnije’. Dakle, netko tko pogleda sistem u bilo
kojem trenutku, ‘vjerojatno’ ¢e vidjeti neku od 2/3 svih razdioba u sluaju N =
11, a neku od svega 1/5 svih razdioba u slu¢aju N = 101: udio ‘vjerojatnih’
razdioba u ukupnom broju razdioba se smanjio, kad se N povecao. Odnosno:
shvacena kao funkcija omjera M /N, raspodjela (2.1) se zaostrila. Posebno se to
jasno vidi, ako u oba slu€aja normiramo raspodjelu tako, da je Py(N/2) = 1.
Graficki prikaz tako normirane binomne raspodjele, u ovisnosti o M /N, dan je
na slici 2.1 za tri vrijednosti V. Iz slike je jasno, §to predvida nasumi¢ni model:
u bilo kojem trenutku, promatra¢ ima vrlo malu vjerojatnost da vidi iSta osim
izjednacenih koncentracija u obje posude. Sto je broj ‘molekula’ vedi, to je manji
udio razdioba, koje imaju zamjetnu vjerojatnost pojavljivanja; za golemu veéinu
razdioba, ta je vjerojatnost zanemariva.

N = 2Py (M) za M =

2%+1| k k-1 k—2 k—3 k—4 39
11]045 032 0.6 005 00l
101|016 015 0.14 012 011 001

Tablica 2.1: Za ukupni broj kuglica N = 2k + 1, popisane su vjerojatnosti da ¢e
se u jednoj od dvije kutije naci tocno M =k, M = k — 1, .. ., kuglica.
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Komentar nasumi¢nog modela

Osnovno je opaZanje nasumi¢nog modela, da ¢e jednaki volumeni pri jednakim
ostalim uvjetima sadrZavati jednak broj Cestica. Odnosno, ukoliko model prihva-
timo za realne plinove, spajanjem posuda dolazi do izjednalenja koncentracija.
Ovaj je rezultat toan; opazanje kemicara, da se volumeni plinova, potrebnih
za neku reakciju, uvijek nalaze u jednostavnim omjerima malih cijelih brojeva,
prvi je protumacio Avogadro tako, da jednaki volumeni znace jednak broj Cestica.
Pravi problem za onoga, koji po¢inje od mehanickih zakona gibanja, da bi izveo
ovakve termodinamicCke rezultate, nije, dakle, ‘kako molekule znaju?’, nego bas
obrnuto, kako to da se ponasaju, kao da ne znaju niSta, niti zakone gibanja! Ili,
malo ucenijim jezikom: kako evolucija sistema, podloZznog deterministickim za-
konima, moZe dovesti do ponasSanja, koje se ne razlikuje od onoga, kojeg predvida
nasumicni model.

Primijetimo, da se odredeni broj razdioba, Cije su vjerojatnosti u ‘Siljku’ bi-
nomne raspodjele na slici 2.1, uvijek pojavljuje s nezanemarivom vjerojatnoscu.
Da se u to uvjerimo, mozemo ocijeniti vjerojatnost najvjerojatnije razdiobe, tj.
samog vrha §iljka, pomocu Stirlingove formule:

[
Pn(N/2)N=00\[ 5, (2.2)

Sto ve¢ za N = 100 daje 0.079, u odli¢nom slaganju s drugim redom tablice 2.1.
Dakle, za vrlo veliki NV, vjerojatnost bilo koje odredene razdiobe, pa i najvjerojat-
nije, postaje sve manja. Pitanje je dakle, koliko ima razdioba u vrhu Siljka, koje
iscrpljuju ‘gotovo sve’, koje mozemo zateci.

Grubi odgovor je, upravo /N7 /2. Naime, ako sve razdiobe u ‘tjemenu’
raspodjele imaju podjednaku vjerojatnost, a zajedno imaju vjerojatnost 1, onda
njih ima bas$ koliko je reciproCna vrijednost te vjerojatnosti. Ovaj je odgovor u
biti to¢an: priblizno v/ N razdioba sudjeluje sa znatajnom vjerojatnoscu, a njihov
udio u ukupnom broju razdioba je v N /N, i8¢ezavajuce malen. (Faktor ~ 1, koji
mnoZi v/ N, ovisi o tome kako definiramo ‘znalajnu’ vjerojatnost.)

Ova osobina, koju imaju 1 realni sistemi, da se ne pojavljuje samo jedna raz-
dioba, nego odredeni broj medusobno sli¢nih, dvojako je vazna. Prvo, bilo koju
razdiobu od njih v/N, koliko ih ima u $iljku, moZemo uzeti kao predstavnika
‘ravnoteznog stanja’; o€ito je najbolje uzeti najjednostavniju, tj. strogo simetri¢nu,
no to je stvar udobnosti. Drugo, ovih v/N razdioba se neprestano izmjenjuje:
kaZemo da sistem stalno fluktuira. lako makroskopski zanemarive, fluktuacije
su zapravo odgovorne za prilagodavanje sistema promjenama vanjskih okolnosti.
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Tako, ako bismo jednu posudu povecali, u njoj bi se naSlo viSe Cestica, tj. Sil-
jak raspodjele bi se pomaknuo, recimo udesno; sistem Ce to ‘otkriti’ tako, da one
razdiobe, koje ¢e nasumce pronaéi na desnoj strani ‘starog’ Siljka, postanu vjero-
jatnije od onih na lijevoj strani.

Ovdje se pojavio pojam vremenske evolucije sistema, koju zapravo nije moguce
opisati unutar samog nasumi¢nog modela; u njemu bi, naime, ve¢ pri iducoj pre-
raspodjeli Cestica, nakon vremena 7, bilo najvjerojatnije da ¢emo nadi sistem na
polozaju ‘novog’ Siljka. To je, zapravo, ono Sto se i dogada, ako je vanjska prom-
jena spora na skali 7; tada sistem ‘to¢no slijedi’ promjenu. Vrijeme 7 se zove ‘vri-
jeme termalizacije’ ili ‘relaksacijsko vrijeme’, a promjene Cija je skala 7. > 7 se
zovu ‘kvazistaticne’. S druge strane, oCito je da postoji joS jedna skala, 7. < T,
kod koje ne moZemo tvrditi da su sukcesivna opaZanja sistema medusobno statis-
ticki nezavisna; recimo da se za vrijeme 7. ‘stigne dogoditi’ samo jedan moleku-
larni sudar. Glavno je pitanje termalizacije sistema mnostva Cestica, kako se iz
mnoStva dogadaja na molekularnoj skali pojavi termalizacijska skala, odnosno
vrijeme, nakon kojega moZemo smatrati, da su poloZaji i brzine Cestica statisticki
nezavisni ili nekorelirani u odnosu na one, u trenutku pocetka opaZanja.

Naglasimo jo$ jednom, da je u ovom odjeljku rije¢ ‘razdioba’ upotrijebljena u
znacenju ‘odredena vrijednost broja M, kuglica u jednoj kutiji. Dakle ‘razdioba’
je ovdje makroskopska varijabla, 1 u tom smislu vrijedi gornja tvrdnja, da je broj
razli¢itih ‘opazivih’ vrijednosti te varijable (Sirina Siljka) relativno sve manji, Sto
je ukupni broj kuglica NV veci. No relativna vjerojatnost (visina §iljka), da e se
neka od njih pojaviti, je pri tome sve veca, i to zato, $to svakoj od tih makroskop-
skih vrijednosti odgovara daleko veci broj mikroskopskih raspodjela kuglica, nego
razdiobama izvan Siljka.

2.1.2 Kineticki model izjednacavanja koncentracija

1z kineticke teorije znamo, da se pritisak na zid posude moze pisati

2N /muv?
=——( — 2.
p 3v< ; > 23)

te se postavlja pitanje, mozemo li pri jednakim pritiscima dvaju vrsta molekula,
dodi do Avogadrovog rezultata, da im koncentracije moraju biti jednake. To Ce,
ocito, biti tako, ako su im ocCekivane vrijednosti kineticke energije jednake. Za-
mislimo, dakle, mjeSavinu dvije vrste molekula, masa m; 1 mo, koje se medu-
sobno sudaraju, i pitamo se, kako se ti sudari odraZavaju na ocekivanu vrijednost
kineticke energije.

34



Neka u jednom sudaru molekule imaju redom brzine v, i vo. Sad se pokazuje
vrlo jednostavan rezultat: ukoliko se moze pretpostaviti da im je relativna brzina
V1 — Vo nasumicno orijentirana s obzirom na kretanje njihovog centra mase,

<VC’M : (V1 - V2)> =0, (2.4)

onda su ocekivane vrijednosti kinetiCkih energija dviju vrsta molekula jednake.
To je lako vidjeti, treba samo uvrstiti definiciju brzine centra mase,
miVvi + MaVva
vemM = ———
my + Mo

u gornju pretpostavku, uzimajuéi u obzir da je (vy - vo) = 0, jer je svaka brzina
jednakom vjerojatnos$éu rasporedena u svim smjerovima, pa tako i u odnosu na
smjer druge brzine.
je, u osnovi, statisticka pretpostavka. Dakle, moZzemo reéi, ako je takva pret-
postavka ispunjena, onda slijedi rezultat nasumi¢nog modela, da su koncentracije
jednake. Odnosno, ako nije ispunjena, sistem nije u ravnoteZnom stanju; ovo je
originalni Maxwellov argument u korist (2.4).

Zakljuujemo, da ne treba puno pretpostaviti, da bi se molekule ponasale kao
da ne znaju nista (iako svoje zakone gibanja sigurno znaju), no nesto ipak treba.
Tip pretpostavke, koju treba napraviti, najpreciznije je izrazio Boltzmann, u mod-
elu razrijedenog plina: neka je P(r;v) vjerojatnost, da e se neka Cestica zateci
u poloZaju r sa brzinom v, te neka je P(r,r’;v,v’) vjerojatnost, da ¢e se dvije
Cestice istovremeno zateCi sa redom navedenim poloZajima i brzinama. Tada je
dovoljno pretpostaviti da se ova vjerojatnost ponasa kao vjerojatnost nezavisnih
dogadaja,

P(r,v';v,v') = P(r;v)P(r'; v'), (2.5)

pa da mehanicki sistem ili jest u termodinamickoj ravnotezi, gdje je ispunjena
Maxwellova pretpostavka (2.4) i entropija je stacionarna, ili ide prema ravnotezi,
u smislu da ¢e mu entropija u iduéem trenutku biti nesto veéa. U ovom drugom
slucaju, moze se iz obrativosti vremena zakljuciti, da je i u prethodnom trenutku
morala biti veca, tj. ako vrijedi (2.5), sistem je ili u ravnoteZnom stanju, maksi-
malne entropije, ili u lokalnom (vremenskom) minimumu entropije.

Bit ovog rezultata jest, da se ne moze tvrditi, da je sustav Cestica cijelo vri-
jeme nekoreliran. No promatrac, koji u nasumicno odabranom trenutku ‘pogleda’
razrijedeni plin, nema razloga pretpostaviti drugo nego (2.5); kad bi imao, trenu-
tak ne bi bio nasumi¢no odabran! On Ce, dakle, zateci taj plin u jednom od dva
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stanja: ili ¢e mu entropija biti stacionarna (tj. ve¢ ¢e se nalaziti u stanju ravnoteze),
ili ¢e entropija biti u lokalnom (vremenskom) minimumu. Stacionarno je stanje
maksimum entropije, pa mozemo reci da ¢e nasumicni promatra¢ najcesce zateci
entropiju u ekstremalnoj tocki. Buduc¢i da je ponaSanje u obje ekstremalne tocke
u skladu s termodinamikom (ili je entropija maksimalna, ili ima tendenciju rasta),
onda slijedi da Ce sistem biti zateCen u ponaSanju, koje je u skladu s termodi-
namickim opaZanjima.

Drugim rijeCima, budu¢i da je teSko ugradivati korelacije u sistem na nivou
individualnih Cestica, sistem kojeg pripremimo u stanju izvan termodinamicke
ravnoteZe, npr. naglim otpustanjem ventila na boci pod pritiskom, bit ée zatecen u
stanju opisanom sa (2.5), 1 spontano ¢e krenuti prema termodinamickoj ravnoteZi,
povecavajuci entropiju.

Od ovog je razmatranja najvaZznije shvatiti, da je entropija o kojoj se radi
povezana sa srednjom, relaksacijskom, vremenskom skalom 7. Na kra¢im skalama,
posebno na skali ‘jednog sudara’, moguce su fluktuacije; no one ne traju dovoljno
dugo, da se usrednjavanjem preko vremena duzih od 7 vidi iSta, osim svojstava
ravnoteznog stanja. Na malo kracim (ali ne prekratkim) skalama e se vidjeti
dugotrajni maksimumi, s povremenim uskim (kratkotrajnim) minimumima; na-
jmanja je vjerojatnost, da ¢e promatrac zateci sistem na uzlaznom ili silaznom
dijelu krivulje entropije, tamo gdje nije ekstremalna.

2.1.3 Pojava termalizacijske skale

Zamislimo da smo izmjerili poloZaj i brzinu topovske kugle; iz toga se moZe pril-
i¢no precizno odrediti mjesto i vrijeme ispaljivanja. To isto vrijedi i za poloZaj i
brzinu satelita u meduplanetarnom prostoru; s time, da se moZe dogoditi komp-
likacija, da se satelit izmedu ispaljivanja i trenutka mjerenja ‘okrznuo’, tj. rasprsio,
o nekoj planeti. No to nije velika komplikacija: buduéi da je planeta puno ma-
sivnija od satelita, njeno se gibanje nije promijenilo, i gotovo sva informacija o
putanji satelita je i dalje sadrZana u satelitu samome. No da se satelit, ili topovsko
tane, ili biljarska kugla, prije mjerenja sudarao sa drugim slicnim objektima, bila
bi nam potrebna informacija i o njihovom kretanju nakon sudara, da pravilno
rekonstruiramo pocetne uvjete. Ukoliko je sudara bilo viSe, to ¢emo morati pre-
ciznije izmjeriti poloZaje 1 brzine sve veceg broja Cestica, da bismo saznali odakle
je koja dogla. Sto je jo§ gore, ovakav inverzni problem rasprienja nije dobro
uvjetovan: ako samo malo pogrijeSimo u mjerenju, do¢i ¢emo do zakljucka da su
pocetni uvjeti bili sasvim razliciti, nego S$to su stvarno bili.

Drugim rije¢ima, ako se ograni¢imo na neku odredenu tocnost mjerenja, nije
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moguce saznati pocCetne uvjete sistema velikog broja Cestica. S naSe ograni¢ene
tocke glediSta, izgledat ¢e kao da ih sistem ‘zaboravlja’. Dok je god prepusSten sam
sebi, on ih u stvari ne zaboravlja, nego informacija o njima ‘tone’ u sve detaljnije
korelacije medu Cesticama, koje brzo postaju nedostupne mjerenju.

Sistem, medutim, nije prepuSten sam sebi; on neprestano dobiva slabe i na-
sumic¢ne udare od zidova spremnika. lako su ti udari zanemarivi s energetskog
stanovista, njihov Ce efekt brzo postati usporediv s izvanredno finim korelacijama
mnostva Cestica, koje Cuvaju informaciju o pocetnim uvjetima. Tada moZemo reci
da je sistem stvarno i nepovratno zaboravio svoje pocetne uvjete.

Termalizacija je, dakle, posljedica dvostruke ograni¢enosti promatraca. Jedna
je u njegovoj nesposobnosti da izmjeri proizvoljno komplicirane korelacije, i ta je
povezana s kona¢nim skalama, na kojima rade njegovi uredaji. Druga je u tome,
da sam ¢in izdvajanja sistema iz okoline znaci da granicu sistema (‘zid sprem-
nika’) mora promatrati stohasticki; jer kad bi efekte zida znao opisati drugacije,
on bi bio dio sistema, tj. granica sistema bi se pomakla.

Ako je bit ‘zida’ u tome da je on ‘ono najbliZe sustavu Sto se mora proma-
trati stohasticki’, ispada da za bilo koji mali dio sustava ‘zid’ moZe predstavljati
ostatak sustava. Stovise, za jednu vrstu molekula (kisik u zraku) ‘zid’ mogu biti
druge molekule (dusik u zraku). Mogucnost da proizvoljne podsisteme proma-
tramo kao sisteme za sebe je vazno svojstvo termodinamike, jer ono samo po
sebi iskljuCuje mogucnost deterministickih orbita, makar i onih s vrlo dugim pe-
riodom, ili makroskopski neprimjetnih. Ova proizvoljnost izbora podsistema je
naravno ogranicena time, da interakcije s ostalim svijetom doista i budu slabe i
nasumicne, kao sa zidom.

Ovo omoguduje pravilno shvacanje pretpostavki kao Sto je Boltzmannova o
‘molekularnom kaosu’, jednadzba (2.5). Ne radi se o tome da li je ta pretpostavka
ispunjena, 1 pod kojim uvjetima. Ona je, jednostavno, tocan izraz nase nesposob-
nosti da ugradujemo korelacije u sistem na mikroskopskom nivou. Ta se nes-
posobnost moze kvantitativno izraziti, jer svaki promatra¢ moze kazati preko ko-
jih prostornih i vremenskih skala usrednjava ponaSanje sistema, odnosno s kojim
razluCivanjem Ar i Av moZe izmjeriti, na primjer, broj Cestica u zadanom rasponu
polozaja i brzina:

P(r;v)ArAv.

Za sve finije skale od ove, pretpostavka (2.5) je jedina, koja mu je dostupna; kad bi
na tim skalama i bilo korelacija, on ih ne bi primijetio. Tada ¢e za njega vrijediti
‘zakon porasta entropije’, na svim duzim skalama. Drugi promatra¢, koji ima
bolje razlucivanje, vidjet ¢e povremeno kako entropija prvog promatraca pada ili
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raste; no i on ¢e imati svoju funkciju entropije, povezanu s njegovom finijjom
skalom, na kojoj ¢e opet biti prisiljen napraviti pretpostavku kaosa (2.5), i tako
¢e se naci u istom polozZaju kao prvi promatrac, ali s neSto duzim relaksacijskim
vremenom.

Termalizacijsko ili relaksacijsko vrijeme je, prema tome, vrijeme potrebno da
promatrac izgubi informaciju o pocetnim uvjetima, odnosno bude prisiljen pri-
hvatiti pretpostavku molekularnog kaosa. Ono je subjektivno uvjetovano nje-
govom instrumentacijom, a objektivno vremenom potrebnim da pocetni uvjeti
budu izraZeni tako finim korelacijama medu Cesticama, da je te korelacije moguce
poremetiti i rijetkim, nasumic¢nim udarima koji dolaze preko granice sistema. Kad
je broj Cestica velik, ovo drugo, objektivno, vrijeme je daleko krace od prvoga,
subjektivnoga. Objektivna narav termodinamickih zakona moZe se onda ovako
sazeti: kad je broj estica 10%%, svi promatradi imaju jednako slabo razludivanje.'

2.2 Ansambl: univerzalni nasumic¢ni model

U prethodnom smo odjeljku vidjeli, da nasumi¢ni model oponasa jedan realni
sistem u termodinamickoj ravnoteZi, ako pretpostavimo da postoji termalizacijsko
vrijeme 7 takvo, da raspodjela Cestica u danom trenutku nije nikako korelirana sa
raspodjelom u trenucima, koji su od njega udaljeni za viSe od 7. To znaci, ako
mjerimo neku fizikalnu veli¢inu f(¢) tokom vremena znacajno duzeg od 7, onda
se izmjerena prosjecna vrijednost te veliine,

— ) 1

f=lm ATf (t)dt, (2.6)
ponasa kao da je dobivena usrednjavanjem preko nasumi¢no odabranih poloZaja i
brzina.

Ovu ideju je iskoristio Gibbs da oslobodi racionalno zasnivanje termodinamike
od ovisnosti o pojednostavljenjima, kakvo je ono razrijedenog plina, u koju je
upala kinetiCka teorija. Pretpostavimo, zajedno s Gibbsom, da je sistem kojeg
promatramo samo nasumic¢no odabran uzorak izmedu vrlo velikog broja takvih
istih sistema; oni se medusobno razlikuju po poloZaju i brzini Cestica, tako da
izmedu sebe iscrpljuju sve moguce poloZaje i brzine, ba§ kao $to su na slici (2.1)

'0vo se ne odnosi na mikroskopske eksperimente, ¢ija je bit upravo u tome, da se ide ispod
termalizacijske skale: brzom pobudom sistema se ugradi neka mikroskopska korelacija, i onda se
promatra, kako se ona ‘raspada’, tj. kako se sistem vraca u termodinamicku ravnoteZzu.
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iscrpljene sve moguce razdiobe kuglica izmedu dvije kutije. Jedna odredena re-
alizacija poloZaja i brzina se zove konfiguracija sistema; u modelu na slici (2.1),
konfiguracija je jedna odredena mikroskopska raspodjela kuglica. Kao i kod tih
raspodjela, svaka se odredena konfiguracija pojavljuje tocno jedanput, tako da je
ukupan broj sistema, izmedu kojih biramo jedan kao uzorak, jednak ukupnom
broju razlic¢itih konfiguracija danog sistema. Pitanje: moZemo li tvrditi, da na-
sumi¢no odabrana raspodjela ima neka odredena svojstva? Odgovor: moZemo,
i to bas iz onog razloga, vidljivog na slici: gotovo je sigurno, da ¢e nasumicno
odabran sistem biti jedan od onih u Siljku raspodjele, koji su svi slicnih svojstava;
ta ¢emo odredena svojstva, kao npr. jednakost koncentracija, onda predvidjeti za
sistem kojeg modeliramo nasumi¢nim odabirom.

Rezultat slijedi to sigurnije, Sto ima viSe sistema (tj. razlicitih konfiguracija),
izmedu kojih biramo na$ uzorak. Njih ¢e ocito biti to viSe, $to ima viSe Cestica u
sistemu. Sve $to je potrebno, da se ova ideja provede u djelo, jest da se domis-
limo, §to bi u opéenitom slucaju odgovaralo razdiobi kuglica, odnosno jednoj kon-
figuraciji sistema. Kad nademo opceniti opis konfiguracije, te svim konfiguraci-
jama pridijelimo jednaku vjerojatnost, imat cemo Gibbsov univerzalni nasumicni
model, koji se zove ansambl. Pojedine konfiguracije, tj. zamiSljeni sistemi medu
kojima uzimamo nasumicni uzorak, zovu se ¢lanovi ansambla.

Svaku konfiguraciju NV ¢estica moZemo opisati kao to¢ku u 6NV -dimenzionalnom
prostoru impulsa 1 koordinata,

(paq)E(pla"'7pNaq17"'7qN)7 (27)

te prema tome svaki ¢lan ansambla odgovara jednoj tocki u ovom faznom ili kon-
figuracionom prostoru. Broj ¢lanova ansambla u elementu volumena faznog pros-
tora

dl' = dpdq = &p; - - - d>qy

je dan sa
P(p,q)dr, (2.8)

gdje se pojavljuje funkcija raspodjele Clanova ansambla. Vjerojatnost, da ¢e na-
sumce odabrani sistem imati konfiguraciju (p, q), iznosi prema tome

P(p,q)dl
Jo P(p,q)dl’’

gdje integral ide preko cijelog volumena faznog prostora, dostupnog nasem sis-
temu.

p(p,q)dl’ = (2.9)
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Ponovimo, da se ¢lanovima ansambla pridjeljuje a priori jednaka vjerojatnost
da budu opazeni. Ova je pretpostavka razuman (neutralan) odraz naseg neznanja
o sistemu. Drugim rije¢ima, ako netko misli da treba pridijeliti veu vjerojatnost
jednim konfiguracijama nego drugima, to moZe biti samo zato, §to nesto zna o
sistemu, Sto nije rekao — na primjer, da se Cestice nekog plina ne nalaze bilo gdje
u laboratoriju, nego su sve u jednoj boci. Tada treba redefinirati svoj ansambl
tako, da za Clanove novog ansambla ne moze reci niSta viSe, nego da imaju jed-
naku vjerojatnost. Odnosno, pretpostavka a priori jednakih vjerojatnosti se uvodi
nakon Sto smo ukljucili svo svoje znanje o sistemu.

2.2.1 Stacionarnost i Liouvilleov teorem

Glavna ideja Gibbsove konstrukcije je da ¢e ravnotezno stanje, tj. ono, koje je
stacionarno u vremenu,

opP

i
biti upravo najvjerojatnije stanje. Kao $to se gore vidjelo, to trivijalno slijedi, ako
prihvatimo postojanje relaksacijskog vremena, jer tada prakticki nema Sanse da
tokom vremena izvucemo i jednu raspodjelu, koja se razlikuje od ravnotezne. No
ipak, mozemo se brinuti, nemaju li zakoni gibanja sami po sebi vecu sklonost
prema nekim dijelovima faznog prostora, nego prema drugima. Naime, ako bi
u stacionarnom stanju zbog zakona gibanja raspodjela P poprimala vece vrijed-
nosti u nekim dijelovima faznog prostora, onda bi se konfiguracijama u tom dijelu
morala a priori pridijeliti ve€a vjerojatnost, nego ostalima, pa bi univerzalni na-
sumic¢ni model morao biti modificiran u odnosu na jednostavan primjer kuglica u
kutijama, tako Sto se ne bi svim konfiguracijama pridala a priori jednaka vjerojat-
nost. Sad ¢emo jednostavno pokazati, da nije tako: zakoni gibanja u stacionarnom
stanju nemaju takvih posebnih sklonosti.

Tokom vremenske evolucije sistema, svaka toCka u konfiguracionom pros-
toru putuje unutar volumena, koji joj je dostupan, odnosno, svaki ¢lan ansam-
bla evoluira s vremenom. Kako broj konfiguracija ostaje nepromijenjen, ostaje
po definiciji saCuvan 1 broj ¢lanova ansambla, te za pripadnu funkciju raspodjele
moZemo napisati jednadZbu kontinuiteta:

0, (2.10)

op
5 TV (Pv) =0, 2.11)
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gdje se ‘brzina’ odnosi na kretanje to¢ke u faznom prostoru. Eksplicitno,

dP T a )

— -VP+ P —pi+—q| =0, 2.12
gdje prva dva Clana predstavljaju potpunu (‘hidrodinamsku’) derivaciju P po vre-
menu, a treéi identicki iS¢ezava, zbog Hamiltonovih jednadzbi gibanja:

oOH 0OH
Yy = ———, ;= _ 2.13
p 9 1= ap, (2.13)
Dakle, raspodjela to¢aka u faznom prostoru se ne mijenja tokom vremena,
dP
—)| 2.14
7 , (2.14)

1 to se zove Liouvilleov teorem. On znaci, da se evolucijom sistema putem konz-
ervativnih jednadzbi gibanja ne moZe promijeniti volumen faznog prostora, koji
mu je dostupan: taj se volumen ponasa kao nestlaciva tekuc¢ina. Ako sad uvrstimo
uvjet stacionarnosti (2.10) u Liouvilleov teorem, dobit ¢emo

v-VP =0, (2.15)

i to je rezultat kojeg smo trazili. On kaze, da stacionarni sistem moze evoluirati
samo duZz takvih putanja u faznom prostoru, koje su okomite na smjer gradijenta
raspodjele P. To su, po definiciji gradijenta, upravo ‘ekvipotencijale’, tj. plohe
konstantnog P.

Zakoni gibanja su dakle konzistentni s pretpostavkom a priori jednakih vjero-
jatnosti: oni kazu da je P konstantan za sve stacionarne ¢lanove ansambla, a ako
svim ¢lanovima ansambla, pa i nestacionarnima, pridijelimo jednaku vjerojatnost,
gotovo je sigurno da éemo nasumicnim izvlacenjem dobiti predstavnika, koji je
stacionaran. Ova konzistentnost vrijedi samo za univerzalni nasumicni model
u kojem je konfiguracija definirana tako, da treci ¢lan u jednadZzbi kontinuiteta
(2.12) i8Cezava; dakle, Hamiltonove jednadZzbe gibanja odreduju, Sto je ta ‘kutija’,
¢ijem zauzimanju se pridjeljuje jednaka vjerojatnost. Na primjer, u prostoru koor-
dinata i brzina (ne impulsa), Hamiltonove jednadZbe u nacelu ne vrijede, tako da
bi raspodjela P’'(r, v) za stacionarna stanja u tom prostoru bila nejednolika.

2.2.2 Statisticka nezavisnost i aditivne invarijante

Ukoliko dva nezavisna sistema shvatimo kao jedan veci, moZemo pisati

Pyydl’9 = Py Pydl’ydDy, (2.16)
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jer se svaka konfiguracija sloZenog sistema dobiva kombiniranjem konfiguracija
podsistema. U modelu ansambla, ova (pretpostavljena) nezavisnost daje definiciju
‘termalnog kontakta’: ukoliko su interakcije dvaju sistema slabe i nasumicne, ne
moZzemo niSta pametnije pretpostaviti, nego da one ne unose nove korelacije u
sistem, tj. svaka konfiguracija sloZzenog sistema je opet a priori jednako vjerojatna.
Bududi da je tada fazni prostor sloZzenog sistema jednostavno (direktni) produkt
faznih prostora podsistema,

drlg = dFldI‘g,

to se za funkciju raspodjele sistema, koji se sastoji od dva podsistema u termalnom
kontaktu, moZe pisati
1HP12:IDP1+IDP2, (217)

Sto daje vaznu posljedicu pretpostavke o statistiCkoj nezavisnosti podsistema: log-
aritam funkcije raspodjele je aditivan po podsistemima.

Naglasimo, da ovo svojstvo ne slijedi automatski, niti je filozofske prirode;
ono nece biti ispunjeno, kad god podsistemi imaju jake (‘deterministicke’) inter-
akcije. Tako, sasvim je pogreSno promatrati 18 g vodene pare kao statisticki neza-
visnu mjesavinu 16 g kisika i 2 g vodika; naime, u vodenoj pari ¢emo u neposred-
noj blizini svakog atoma kisika pronaci dva atoma vodika, kako se kre¢u u istom
smjeru, istom brzinom. Konfiguracije statisti¢ke (‘nasumicne’) mjeSavine kisika
i vodika, koje su tako korelirane, su zanemarivo malo vjerojatne. Broj konfigu-
racija koji je dostupan vodenoj pari, je iS€ezavajuce malen dio broja konfiguracija,
koje moZe imati nezavisna mjesavina:

/ &w</ f@/ Po,. (2.18)
I'(H20) T'(H2) I'(02)

Mehanicka analiza pomocu Liouvillevog teorema je pokazala da je funkcija
raspodjele konstanta tokom evolucije stacionarnog sistema, dakle smije ovisiti
samo o ocuvanim veli¢inama, odnosno mehanickim invarijantama. Aditivnost
njenog logaritma nadalje znaci, da on moZe biti najviSe linearna funkcija aditivnih
invarijanti gibanja

ImP=aN—-pE+~v-P+J-L, (2.19)
redom ukupnog broja Cestica, energije, linearnog i zakretnog impulsa. Time je
zavrSeno opcenito postavljanje ansambla. Buduci da rijetko promatramo sisteme
koji se gibaju kao cjelina, ovaj se rezultat moze kratko pisati

InP = aN — BE, (2.20)
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podrazumijevajuci da su ukupni linearni i zakretni impulsi jednaki nuli.

Ovim razmatranjem smo doSli do rafiniranijeg izraza pretpostavke o a pri-
ori jednakim vjerojatnostima ¢lanova ansambla: ukoliko razni ¢lanovi ansambla
imaju razli¢itu energiju ili broj Cestica, a priori jednake vjerojatnosti se moraju
pridijeliti samo onima, koji imaju jednaku energiju i broj Cestica, dok oni koji se
po tome razlikuju, mogu imati a priori razlicite vjerojatnosti, ali u skladu s izra-
zom (2.20). Da li im je u tom slucaju prikladno doista i pridijeliti takve razlicite
vjerojatnosti, ovisi o fizikalnoj situaciji. Na primjer, fotoni imaju a priori jednaku
vjerojatnost pojavljivanja u bilo kojem broju; za njih nije fizikalno uzeti ovisnost
o N uizrazu (2.20).

2.2.3 Mikrokanonski ansambl i entropija

Ukoliko je sistem izoliran, te ne izmjenjuje s okolinom ni Cestice, ni energiju, svi
¢lanovi u jednadzbi (2.20) su konstantni, pa se moze pisati

const. N(p,q) = No, E(p,q) = Ey,

P(p,q) = { 0 e, (2.21)

Ovdje je N(p,q) jednostavno broj N, koji se pojavljuje u definiciji (2.7). Ri-
jeCima, svaka konfiguracija koja ima dani broj Cestica i danu energiju se po-
javljuje s jednakom vjerojatnoscu, a ostale se ne pojavljuju. Ovaj se ansambl
zove mikrokanonski.

Ocito je distribuciju u (2.21) moguce napisati kao proporcionalnu Kroneckerovom
simbolu dypy,. Za energiju, koja je neprekidna varijabla, ulogu Kroneckerovog
simbola igra Diracova delta funkcija, pa je ukratko

P(p,q) = const. x dnn,0(E(p,q) — Eo). (2.22)

Pri tome, konstanta mora biti namjeStena tako, da

Z / P(p,q)dpdq = const. / dpdq =W (2.23)
N JT(V) I'(No,Eo)

bude jednako ukupnom broju konfiguracija (¢lanova ansambla), dostupnih sis-
temu, koji se oznacava sa W. Kako se u ovoj jednadzbi pojavljuje volumen faznog
prostora dostupan sistemu, o€ito je to drugi nacin da se izrazi ukupni broj konfig-

uracija. Konstanta

W
const. = —————, (2.24)
['(Ny, Ep)

43



tako sluzi samo pretvaranju jedinica, iz dimenzionalnih (volumen dostupnog faznog
prostora) u bezdimenzionalne (broj konfiguracija). Njezinu je dimenziju lako
odrediti: totka u faznom prostoru (2.7) ima dimenziju kao (pq)3", a dimenzija
produkta pq je ista kao [energijax vrijeme], Sto je dimenzija funkcije djelovanja.
Dakle, ako je h neka konstanta dimenzije djelovanja, onda je

w 1

(o, Eo) = (2.25)

i sad se postavlja pitanje, moZemo li toj konstanti pridijeliti neko fizikalno znacenje.
Unutar klasicne fizike, ne moZemo, i to iz vrlo jednostavnog razloga, Sto je klasicno
dopusten bilo koji iznos poloZaja i impulsa, pa je broj W beskonacan (i to kao
c%No_ gdje je c kontinuum, broj to¢aka realnog intervala). Dakle, u klasi¢noj fizici,
h sluzi kao proizvoljna ‘jedinica zapremine’ faznog prostora, u kojem ne mozemo
brojati to¢ku po tocku, ali moZemo reci nesto kao ‘ova bacva ima toliko litara, ili
toliko galona’.

Bitan rezultat ovih razmatranja jest da se sad moze napisati funkcija entropije
mikrokanonskog ansambla, i to vrlo jednostavno;

['(N, E)
hs

dakle kao logaritam volumena faznog prostora, dostupnog sistemu, i izraZzenog
bezdimenzionalnim jedinicama. (Ovdje je s broj stupnjeva slobode sistema, za
nas s = 3Ny.) Entropija o je ocito aditivna po nezavisnim podsistemima, jer je za
njih po definiciji nezavisnosti

c=InW =1n (2.26)

' =141, (2.27)

a N1 = Ny + N,. Proizvoljni izbor jedinica h mijenja entropiju do na aditivnu
konstantu. Kad se pokaZe, da ova funkcija odgovara termodinamickoj entropiji,
imat ¢emo sadrzajno objasnjenje termodinamike. Za sada, uo¢imo kako ona vrlo
prirodno ovisi o ‘mehani¢kim’ ograni¢enjima sistema, kakav je npr. volumen po-
sude: ocito je bitna karakteristika mehanickih ogranienja da prisiljavaju sistem
da boravi u odredenom dijelu faznog prostora. Ve¢ moZemo predvidjeti, da e
entropija narasti, ako se mehanicko ogranicenje ukloni, jer se dostupan volumen
faznog prostora poveca. Isto, interakcije uvijek smanjuju entropiju, jer takoder
djeluju kao ogranicavanje gibanja, kao Sto se vidi iz (2.18).

Izraz (2.26) omogucuje kvantitativno izraZavanje koli¢ine informacije o sis-
temu. Na primjer, ako ne znam gdje je gram metana u laboratoriju volumena
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30m?, moram pretpostaviti da je jednoliko rasporeden; no ako mi onda netko
kaZe, da se zapravo sav nalazi u boci volumena jedne litre, funkcija entropije
mojeg novog ansambla Ce se razlikovati od stare za

Ao = N[In(0.001m?) — In(30m*)] = —10.3N, (2.28)

gdje je N broj molekula metana u jednom gramu. Pad entropije odgovara dobitku
informacije.

No isti taj raun se moZe i drugacije interpretirati. Mogu se pitati, kolika je
vjerojatnost da se gram metana spontano skupi u prostor volumena jedne litre.
Ona je jednaka broju takvih konfiguracija, podijeljenom ukupnim brojem konfig-
uracija: \

WM(/O(??S;I;) — ¢A7 — 103N (2.29)

Sto je vrlo malo. Eksponent entropije je jednak (relativnoj) vjerojatnosti.

Ova druga interpretacija znac¢i da mogu mirno raunati entropije neravnoteZnih
stanja, odnosno vjerojatnost fluktuacija.> Naime, ono §to je ¢itav fazni prostor u
slucaju kad je plin u boci, sadrZi (jako) neravnotezne konfiguracije, kad je plin
posvuda u laboratoriju; entropija neravnoteznog stanja je jednostavno logaritam
volumena onog dijela faznog prostora, kojeg zauzimaju konfiguracije, koje pri-
padaju tom neravnoteZnom stanju (ovdje: stanju malog volumena).

Sad se moze do kraja shvatiti misteriozni Boltzmannov rezultat, da ako je
sistem nekoreliran, najvjerojatnije ¢emo ga zate¢i u maksimumu ili minimumu
entropije. To je kao s dobitkom na lutriji: ako igramo, najvjerojatnije ¢e nam
dobitak biti nula (minimalni dobitak, odgovara maksimumu entropije). Ako smo
jednom slucajno imali dobitak, najvjerojatnije ni u prethodnoj, ni u iducoj igri
nismo dobili niSta: nasli smo se u lokalnom maksimumu dobitka (lokalnom min-
imumu entropije). Najmanje je pak vjerojatno, da ¢e nam dobici redom rasti, ili
redom padati, tokom nekoliko sukcesivnih igara. Ako netko igra svaki tjedan, ne
moze niSta viSe re¢i. No ako netko igra svaki dan (promatra¢ sa finijim razluci-
vanjem), a usrednjava svoje dobitke preko sedam dana (koristi funkciju entropije
onog grubljeg promatraca), onda ¢e vidjeti fluktuacije: funkcija dobitka e se
malo zaobliti, i pojavit ¢e se povremeni usponi i padovi. Ako pak ne usrednjava
(koristi svoju funkciju entropije), sve ¢e mu izgledati isto, kao onome koji igra
svakih sedam dana, samo na drugoj vremenskoj skali.

2Toga se prvi sjetio Einstein, i tako dao fizikalnu interpretaciju ¢injenice, da S = In W povlaéi
W =expS!
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2.2.4 Entropija kuglica u kutijama

Vratimo se sad nasumi¢nom modelu (2.1). Budu¢i da je fazni prostor diskretan,
ukupan broj konfiguracija je konacan,

W =2V,

odakle slijedi entropija
c=InW =NIn2. (2.30)

Sad se mozemo pitati, kolika je entropija najvjerojatnijeg stanja. To je ono, za
koje je broj kuglica u obje kutije jednak, M = N/2. 1z (2.1) i (2.2) imamo

N

o(N/2) =InW(N/2) =In ( N 5 (2.31)

1
— Nln2-— -1
N/2) premom

Sto znaci da se entropija najvjerojatnije razdiobe zanemarivo razlikuje od entropije
cijelog ansambla, kad je N velik; naime tada je In N < N. To se moZe drugacije
reci, da informacija, da je sistem zateCen u stanju jednakog broja kuglica, nije
narocito vrijedna: dobitak entropije od te dodatne informacije je svega ~ In N,
zanemariv u odnosu na entropiju ansambla kao cjeline. S druge je strane informa-
cija, da je plin u maloj boci, bila vrlo vrijedna: dobitak (2.28) je bio ~ V.

Za koje Ce razdiobe kuglica informacija biti slicne vrijednosti? OCcito za one,
koje se nalaze u ‘krilima’ raspodjele na slici 2.1. Kvantitativno, za N, M > 1
Stirlingova formula daje

o = w(2)

2
|
<
=3
|
|
=
|
=
=3
=
|

1 M M
-3 In {%Nﬁ(l — N)} , (2.32)

1 pitamo se, kad e razlika
Ao =0(M)— NlIn2

biti reda ~ NV (vrijedna informacija), a kad reda ~ In NV (bezvrijedna informacija).
Vidi se da je uvijek Ao < 0, jer svaka informacija smanjuje entropiju. Kad
uvedemo x = M /N — 0.5, moze se pisati

— _ 2
2Ac = —N |In(1 — 42%) — 2z1n (1 295)] ~In [M} . (233)
1+ 2z 2
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Ocito, kad x — 0 (simetri¢ne raspodjele), faktor uz N i§Cezava, pa ostaje komad
~ In N: takvi x daju bezvrijednu informaciju. Za male x 1 N > 1, razvoju x
daje

Ao = —% In {%1 —2Nz* + O(x%). (2.34)

Sad je jasno, zasto je dobitak informacije u ~ In /N bezvrijedan: njega imamo za
svaki z, ¢im znamo da imamo neki odredeni x, a ne bilo koji. Clan u 2 po¢ne
dobivati na vaznosti tek kad postane

2Nz? > 1,

odnosno, informacija da je sistem u stanju nekog x postaje zanimljiva tek za
|z| >~ 1/+/N, kao §to smo i oekivali.

2.3 Veza s termodinamikom

2.3.1 Uyjeti ravnoteZe sloZenog sistema

U ovom odjeljku promatrat ¢emo izolirani sistem sastavljen od dva podsistema,
povezana na odredeni nain. Entropija ravnoteznog stanja sloZenog sistema ce
ovisiti o broju Cestica, energiji, i mehani¢kim varijablama:

o=o0o(N;,U,z,), (2.35)

gdje su N; brojevi Cestica raznih vrsta, U = (FE) je oCekivana (najvjerojatnija)
vrijednost energije, a x,, su mehanicke varijable. Prema aditivnosti vrijedi

o =01+ 09, (236)

a uvjet ravnoteze jest da se entropija sistema ne mijenja, ma kako se mijenjale
entropije podsistema:
0o = doq + doy = 0. (2.37)

Kad varijacije entropije podsistema potjeCu od raznih varijabli, ovo ¢e dati vezu
medu derivacijama entropije po tim varijablama, dakle vezu medu njima konjugi-
ranim varijablama s obzirom na entropiju.
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Toplinska ravnoteza

Neka su podsistemi povezani na takav nacin, da mogu izmjenjivati samo energiju.
Tada

80'1 (90'2
= — — = 2.
oo oU 5U1 + oU (SUQ 0, ( 38)
no kako je Citav sistem izoliran, to mora biti
oU = 90U, + 6U, = 0, (2.39)
iz Cega onda slijedi
80'1 80’2
0o=|————|0U; =0 2.40
o |i aU 8U :| 1 ) ( )
odnosno P 5
01 (o)
1 _ == 241
ou  oU’ (241)
jer je varijacija energije bila proizvoljna. Dakle, ako derivaciju po energiji na-
Zovemo . 5
o
== 242
T (al]> N,z ’ ( )

onda se uvjet toplinske ravnoteZe moze pisati
T = T2. (243)

Sto ako dovedemo u kontakt dva tijela, takva da je 7, # 7»? Uklanjanjem
toplinske izolacije — mehanickog ogranicenja, koje je sprecavalo kontakt — en-
tropija ¢e se povecati, pa imamo

1 1
5 = [_ _ _] 5T, > 0. (2.44)
T1 T2
iz Cega se vidi
1< To = (SUl > 07 (245)

odnosno u kontaktu ¢e rasti energija onog podsistema, ¢iji je 7 bio manji. OCito
se 7 ponasa kao temperatura.
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Mehanicka ravnoteza

Zamislimo, da je pregrada izmedu dva podsistema takva, da moZe i razmjenjivati
energiju i pomicati se. Tada je jedina zanimljiva mehanicka varijabla volumen,
x, =V, teje
Joy OJoy Ooq 0oy
= —0U + —=0Us + —o0Vi + =0V = 0. 2.46
U 1+6U 2+8V 1+8V 2 ( )
U toplinskoj ravnoteZi, prva dva ¢lana se zbroje u nulu, kao u prethodnom odjeljku,
a kako je ukupni volumen nepromijenjen,

oo

oV =6Vi 4+ 0Va =0, (2.47)
to slijedi
. 80'1 80'2 .
ili 5 5
g1 (o)
_—= = 24
ov. oV’ 249)
na isti nacin kao ranije. MoZemo definirati
IT do
— === 2.50
T <6V) UN 20

i tada se uvjet mehaniCke ravnoteze pri jednakim temperaturama pise

Ocito, II se ponasa kao pritisak. Opcenito, za bilo koju mehanicku varijablu (gen-
eraliziranu koordinatu) x,, moZemo definirati odgovarajucu generaliziranu silu X,

sa
X, 0o

T Ox,

(2.52)

i tada je uvjet ravnoteZe kod jednakih temperatura, da generalizirane sile budu
jednake.

Kao i kod toplinske ravnoteze, mozemo se pitati kako sistem ide u ravnotezu,
ako ona u pocetku ne postoji. Neka je prvo I1; # Il, uz jednake temperature. Kad
uklonimo mehanicku prepreku koja je spreCavala pomicanje pregrade, entropija ¢e
se povecati,

1
0o = ; [Hl — Hg] (5‘/1 > O, (253)
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odakle se vidi,
I, > Il = 0V; > 0, (2.54)

odnosno povecavat ¢e se volumen onog podsistema, koji ima veéi II.

RavnoteZa broja Cestica
Neka sada barijera moze propustati energiju i Cestice. U toplinskoj ravnoteZi je

. 80'1 80’2 .

Definirajmo kemijski potencijal

== , (2.56)
T ON UV

te iz zahtjeva da ukupni broj Cestica ostane nepromijenjen, slijedi zahtjev ravnoteZze:

M1 = fa. (2.57)

Ako je p1 # jio, pa se pregrada probusi, ravnoteza ¢e se uspostavljati tako da

1
0o = —— [,ul — ,ug] (SNl > 0, (258)
T
odnosno
H1 > o = ON; < 0, (2.59)

pa Ce podsistem s ve¢im kemijskim potencijalom gubiti Cestice.

2.3.2 Termodinamicka interpretacija

Prema definiciji (2.26), entropija je funkcija energije, broja Cestica 1 vanjskih
(‘mehanickih’) varijabli, koje ogranicavaju dostupan fazni prostor. Ako njih malo
promijenimo, dobit ¢emo novo ravnotezno stanje, Cija se entropija razlikuje od
prijasnje za

do Jo do
do = <%) dU+ZV:(ax )da:,,—l—z (aN)dN,-, (2.60)

v .
(2
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a kad se uvrste definicije odgovarajucih derivacija iz prethodnih odjeljaka, to
postane

1 1 1
do = —dU + — X, dx, — — JdN;. 2.61
0 =—dU + — XV: Ty = = ZZ: [ (2.61)

Ako specijaliziramo ovaj izraz na samo jednu mehanicku varijablu, volumen, i
samo jednu vrstu Cestica, te prebacimo diferencijal energije na jednu stranu jed-
nadzbe, dobije se

dU = t7do — 11dV + pdN, (2.62)

u ¢emu prepoznajemo prvi zakon termodinamike,
dU =TdS — pdV + pdN.

Identifikacija termodinamickih varijabli poCiva na tome, da se u izrazu (2.62) po-
javljuje 7do kao onaj dio promjene unutarnje energije, koji se ne moze izraziti
makroskopskim varijablama. No to je upravo ono §to se u termodinamici naziva
toplina. Dakle, imamo korespondenciju

Tdo = TdS, (2.63)

a kako je statisticka entropija o aditivna po podsistemima, kao i termodinamicka
entropija .S, tj. obje su ekstenzivne, dok su varijable 7" i 7 jednake za podsisteme
u ravnoteZi (intenzivne), to ova korespondencija povlaci takvu proporcionalnost
svakog para za sebe,

T ¢
— = const. = —
T o’

da ovaj omjer mora biti univerzalna konstanta, odnosno njegov numericki iznos
smije ovisiti samo o izboru jedinica. Ako za 7" uzmemo Kelvinovu skalu, tada je

T =KkT, (2.64)
gdje je k£ Boltzmannova konstanta, pa je prema tome

S = ko, I = p. (2.65)
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Poglavlje 3

Kanonski 1 velekanonski ansambl

Najjednostavniji i intuitivno najprozirniji univerzalni nasumiéni model je onaj, ko-
jeg je Gibbs nazvao mikrokanonski ansambl, a Ciji svi ¢lanovi imaju jednaku en-
ergiju. Zanjega je, dakle, U(= (F)) = E, jedina energija, koja se pojavljuje. Tako
¢esto najzgodniji za teorijska razmatranja, nije tako ugodan za prakti¢no racu-
nanje. Osim toga, ne odgovara Cestoj eksperimentalnoj situaciji, kad je zadana
temperatura, a ne unutarnja energija. Zato je ve¢ Gibbs uveo druge ansamble, a
kako su svi oni univerzalni, to ¢e se pokazati da su u pogledu racunanja srednjih
vrijednosti ekvivalentni.

3.1 Kanonski ansambl

3.1.1 Mali podsistem velikog mikrokanonskog sistema

Promatrajmo sistem u termodinamickoj ravnoteZzi, ¢ija je funkcija raspodjele ona
mikrokanonskog ansambla, zadane energije F;. Izolirajmo unutar njega vrlo mali
podsistem, tako da on moZe slobodno razmjenjivati energiju s velikim sistemom,
ali ne i Cestice. Veliki sistem ¢emo nazvati termostat, 1 pripadne varijable oznaca-
vati indeksom ¢; imamo

E,=E+E, E<E, (3.1)

gdje je E energija podsistema, a F, energija okoline, tj. termostata bez podsis-
tema. Pitamo se, kolika je vjerojatnost da ¢emo podsistem zateci u stanju en-
ergije I/, ako je ukupna energija zadana, tj. bez obzira, u kojem se stanju nalazila

okolina:
p(E)dl' = CAT,dl, (3.2)
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gdje je C' normalizacijska konstanta, i sve §to nas zanima je volumen faznog pros-
tora dostupan okolini, ako znamo da je podsistem u stanju energije . Prema
definiciji entropije,

AT, = exp(0,(E,)) = exp(o,(E: — E)). (3.3)

Bududi da je razlika energija okoline i cijelog termostata vrlo mala,

E (3.4)

E=E;

oA =)=t~ (G

je po pretpostavci dobra aproksimacija; derivacija koja se pojavljuje, nije nista do
li inverzna temperatura, jer je podsistem u toplinskoj ravnoteZzi s velikim siste-
mom. Kad se to uvrsti gore, dobije se

p(E) = Aexp(—E/T), (3.5)

gdje je A opet normalizacija. Logaritam ove gustode vjerojatnosti je aditivan po
podsistemima, kako i treba biti:

In Pl(El) + In pg(EQ) = ln(AlAQ) — (El + EQ)/T =1In 912(E12),

jer je konstanta normalizacije sloZenog sistema A5 = A As.

Iz ovog izvoda je jasno, da pitanje ‘koja je vjerojatnost da podsistem ima
energiju £’ ima smisla samo jer se podrazumijeva da je podsistem u toplinskoj
ravnoteZi s okolinom. Drugim rijeCima, fizikalni uvjet za pojavljivanje kanonske
raspodjele je pretpostavka jednakosti temperature svih ¢lanova ansambla (koju
temperaturu zadaje termostat), isto kao Sto je za mikrokanonski ansambl bila bitna
pretpostavka jednakosti energije.

3.1.2 Najvjerojatnija raspodjela za zadanu prosjecnu energiju

Izvod u prethodnom odjeljku je bio vrlo lagan, i fizikalno proziran, zahvaljujuci
interpretaciji eksponenta entropije kao vjerojatnosti. No ta je interpretacija za-
htijevala opseZnu pripremu, putem mikrokanonske raspodjele. Zanimljivo je zato
vidjeti kako se kanonska raspodjela moze dobiti ‘na prste’, sa vrlo siromaS$nim
pojmovnim aparatom.

Uzmimo ansambl od N Clanova, te neka je N; od njih energije E;, N, energije
5, 1tako dalje. Pitamo se, kakvu vjerojatnost pojavljivanja treba ocekivati za bilo
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koji od njih, ako Zelimo da prosjecna energija Clana ansambla bude neka zadana
energija e, tj. da ukupna energija i broj ¢lanova ansambla bude

E=Ne=>» NE;, N=) N, (3.6)

Drugim rijeCima, treba naéi najvjerojatniju od svih raspodjela p; = N;/N, koje
imaju svojstvo, da ocekivana vrijednost

(E) =Y nE (3.7)

poprimi upravo zadanu vrijednost (E) = e. Ako ¢lanove ansambla biramo na-
sumce, vjerojatnost da ¢emo dobiti niz (N, N, . . .) je proporcionalna broju nacina
kako moZemo izabrati bas taj niz,

N!

P(Nl,NQ,...) = W

(3.8)
Ovaj izraz poprima najvecu vrijednost kada su svi N; jednaki, tj. za p; = const.;
kad imamo samo dvije ‘kutije’, to je upravo binomni koeficijent, koji je mak-
simalan za simetri¢nu raspodjelu. No tada energija nece biti ona zadana; dakle
trebamo traZiti najvjerojatniju raspodjelu N;-eva uz dodatni uvjet zadane oceki-
vane vrijednosti energije i broja ¢lanova ansambla. Ti se dodatni uvjeti ukljucuju
pomocu Lagrangeovih multiplikatora o 1 /3

)
N, 1nP+a;Ni—ﬁ;NiEi> = 0, (3.9)
)
o 1nP+azi:Ni—ﬁzi:NiEi> = N, (3.10)
)
5 lnP—i—aZ:Ni—ﬁzi:NiEi) — —Ne (3.11)

Ovdje treba uvrstiti Stirlingov izraz za faktorijele,
In N;! = N;(In N; — 1),
pa jednadzba (3.9) daje
InN, —a+ BE, =0= N, = e* P, (3.12)
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odnosno

(3.13)

je vjerojatnost pojavljivanja ¢lana ansambla energije £;, koja daje Siljak raspod-
jele (3.8) uz zadanu ukupnu energiju i broj Cestica.

Ovaj je izvod poucan utoliko, Sto se vidi da mi zapravo nismo napustili princip
a priori jednakih vjerojatnosti pojedinih ¢lanova ansambla, samo smo ga refor-
mulirali tako, da moZemo ukljucivati dodatne informacije koje imamo o sistemu.
Nova formulacija glasi: koja je raspodjela najvjerojatnija od onih, koje su suk-
ladne s informacijom o ocekivanoj vrijednosti neke varijable; ako tu informaciju
nemamo, dobit ¢emo natrag a priori jednake vjerojatnosti, a ako je imamo, ‘de-
formirat’ ¢emo vjerojatnosti to¢no tako, da se ta informacija reproducira, ali bez
ikakvih dodatnih pretpostavki, tj. neCemo tvrditi da se dogada iSta, osim onog
Sto je pod takvim uvjetima najvjerojatnije. Tako deformirani ansambl ¢e onda i
dalje imati svojstvo stacionarnosti: nasumce izvuceni predstavnici ¢e s golemom
vjerojatnos$¢u biti istih svojstava.

S druge strane, ovdje jo$ nije utvrdeno kakvu bi vezu imao multiplikator 5 s
temperaturom; tu smo vezu u proSlom odjeljku dobili vrlo jednostavno, naslan-

jajudi se na termodinamicku interpretaciju mikrokanonske entropije. Dakle, 5 =
1/7=1/(kT).

3.1.3 Normalizacija kanonske raspodjele

VaZzno je uoditi, da jednadZzba (3.13) daje vjerojatnost nalaZenja jednog pojedinog
Clana ansambla energije £;, no ne govori niSta o vjerojatnosti nalazenja bilo kojeg
Clana na toj energiji. Ova druga vjerojatnost je dana sa

w(E) =W(E)p(E), (3.14)

gdje je W (FE) broj ¢lanova ansambla koji imaju energiju E. Kako broj konfigu-
racija, koje imaju neku energiju, brzo raste s energijom, umnoZak rastuce i pada-
juce krivulje ée dati oStar Siljak na energiji £:

ow
5E| = (3.15)

Sto je upravo najvjerojatnija vrijednost energije. Ovaj Siljak znaci da se kanonski
ansambl kao model ravnoteZne termodinamike u stvari ne razlikuje od mikrokanon-
skog: nasumce izvuceni predstavnici ¢e imati podjednaku energiju. Razlika je u
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tome Sto Ce se sad pojaviti (makroskopski zanemarive) fluktuacije energije, koje
su upravo vezane uz fiksiranost temperature.

Ova razmatranja moZemo iskoristiti da fizikalno interpretiramo normu kanonske
raspodjele, tj. konstantu A u (3.5). Neka je I'(E) volumen faznog prostora, koji
obuhvaca sve konfiguracije Cija je energija najvise F. Neka je A E Sirina §iljka oko
najvjerojatnije energije; volumen faznog prostora koji pripada stanjima u Siljku je
onda
OI'(E)

OE |p_g

Aproksimirajuéi §iljak pravokutnikom, moZemo pisati normalizaciju

AL(E) =T(E) - I(E — AE) = AE. (3.16)

p(E)AT(E) =1, (3.17)

u skladu s idejom, da su sve raspodjele u Siljku podjednako vjerojatne, a za-
jedno iscrpljuju sve, Sto se dogada. Time smo, u stvari, definirali mikrokanonski
ansambl, ekvivalentan ovom kanonskom. Entropija kanonskog ansambla se sad
moZe definirati kao entropija ekvivalentnog mikrokanonskog:

c=IAl(E)=—-Inp(E)=—InA+U/(KT), (3.18)

gdje smo upotrijebili termodinamicku notaciju U za najvjerojatniju energiju. Odavde
je
U—-kT
A=exp (Ta) = eiT, (3.19)
po definiciji Helmholtzove slobodne energije. Dakle je

p(E) =e'Fr . (3.20)

S druge strane, jednadZba (3.13) je dala prirodnu normalizaciju u terminima svih
mogucih stanja; usporedivanjem se vidi

x 1
erT = —
Z7

gdje smo uveli particionu funkciju ili sumu po stanjima,

Z=) exp (- kET) : (3.21)

pa se dobije
F=—-kTlnhZz, (3.22)
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ili po definiciji Massieuove funkcije (1.58),
Ue=InZ, (3.23)

Sto je posebno elegantan rezultat: kanonska Massieuova funkcija je logaritam
kanonske sume po stanjima. Gibbs je logaritam particione funkcije nazvao in-
deks vjerojatnosti, ili indeksna funkcija, pa mozemo re¢i da smo upravo dokazali,
da je indeksna funkcija iz statistiCke fizike jednaka Massieuovoj funkciji iz ter-
modinamike.

3.1.4 Entropijai toplina

Neka je
—BE; —BE;
e e
;= = 3.24
p ZZ e—ﬁEi Z ( )
vjerojatnost, da ¢emo zateci ¢lan kanonskog ansambla u stanju energije £;. Kako
je, prema (1.58),

InZ =V¢e=0-pU, (3.25)

to se entropija moze pisati

azan+szﬂEi:an—Zpi(lnpi+an), (3.26)

gdje prva jednakost slijedi iz interpretacije U = (F), a druga iz logaritma (3.24).
Kako je >~ p; = 1, dobije se

o == plp; (3.27)

kompaktan i poucan izraz, za entropiju kanonski raspodijeljenog sistema. MoZemo

ga Citati
1 1 1
=(ln—)=(In—— VY=ln—— =In A" 3.28
7 <p> <“p<Ez->> ) I (5:28)

gdje prva jednakost slijedi iz definicije o¢ekivane vrijednosti, druga je mala neured-
nost s jedinicama (p; su bezdimenzionalni, a p je gustoca u faznom prostoru), tre¢a

je posljedica linearne ovisnosti logaritma raspodjele o energiji, a Cetvrta normal-

izacije (3.17). Vidimo, dakle, da se izraz (3.27) slaZe s prijaSnjom definicijom

entropije, odnosno, daje istu vrijednost entropije kao ekvivalentni mikrokanonski

ansambl.
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Promotrimo diferencijal entropije (3.27). On je

do = — Z(lnpi + 1)dp; = — Z In p;dp;, (3.29)

%

jerje > p; = 1, padiferencijal te sume iSCezava. Opet logaritmirajudi (3.24),

do =3 Eidp; <= rdo =Y Eydp;, (3.30)

Sto odgovara izrazu za toplinu. No njega mozemo i eksplicitno potraziti u
dU =" Edpi+ Y pidE;, (3.31)

odakle dobivamo interpretacije rada i topline u kanonskoj raspodjeli,
0Q =Y Eidp;, (W =Y pdE;, (3.32)

dakle toplina odgovara promjeni distribucije, dok rad odgovara promjeni energije
Clanova ansambla. OCcito je iz (3.24), da se pri fiksnim energijama ¢lanova ansam-
bla raspodjela mozZe mijenjati samo tako, da se mijenja temperatura. Eksplicitno,

opi
Di

Kad su energije fiksne, moZe se pisati

= ((E) — E;) 0B+ B((6E) — 6E;) . (3.33)

0T
0pils =0 = Pi ({E) — Ei) 08 = pi (Ei = (E)) ., (3.34)
pa je toplinski kapacitet
_6Q (B —(E)
Cy = ﬁ = kw, (335)

jer je toplinski kapacitet definiran upravo toplinom, koja se apsorbira pri maloj
promjeni temperature bez rada, tj. bez promjene mehanickih varijabli, kao Sto je
volumen.

S druge strane, energije ¢lanova ansambla se mogu mijenjati sa mehani¢kim
varijablama, tako za neki x, = x je

OF;
ox

0E; = ox, (3.36)

58



odakle je rad
E;
SW = Z pi%—xém = Kér, (3.37)

gdje smo definirali ‘silu’ K kojom se sistem opire promjeni varijable . No zbog
toplinskog doprinosa, ova ‘sila’ nije gradijent unutarnje energije:

= (e (9G)-(750)
= K+8 (UK — <Eg—§>) , (3.38)

gdje smo za promjenu topline uzeli, da je temperatura konstantna. Za sluc¢aj kad je
mehanicka varijabla volumen, ovaj izraz odgovara vezi (1.63) izmedu izotermalne
promjene unutarnje energije s volumenom, i isto takve promjene entropije.

3.2 Velekanonski ansambl

3.2.1 Mali podsistem velikog mikrokanonskog sistema

Promatrajmo mali dio termostata, koji moze razmjenjivati s okolinom i energiju,
i Cestice. Tada je

E,=F+FE, F<E, N;=N+N,, N<N,, (3.39)
gdje je £ (V) energija (broj Cestica) podsistema, a F, (N,) energija (broj Cestica)
okoline, tj. termostata bez podsistema. Pitamo se, kolika je vjerojatnost da ¢emo

podsistem zateci u stanju energije F, i broja Cestica /N, ako su energija i broj
Cestica termostata zadani, tj. bez obzira, u kojem se stanju nalazila okolina:

p(N, E)dl' = CAT,(N,, E,)dI(N, E), (3.40)

gdje je C' normalizacijska konstanta, i sve §to nas zanima je volumen faznog pros-
tora dostupan okolini, ako znamo da je podsistem u stanju energije £, i broja
Cestica N. Prema definiciji entropije,

AT ,(N,, E,) = exp(0,(Ny, E,)) = exp(a,(Ny — N, E; — E)). (3.41)

Bududi da je razlika energija, odnosno broja Cestica, okoline i cijelog termostata

vrlo mala,
- (%)
E—E, ON

N (3.42)
N=N;

do,
0o(Ny = N, B, — E) = 0,(Ny, Ey) — <(9UE)
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je po pretpostavci dobra aproksimacija; derivacije koja se pojavljuju, nisu nista
do li inverzna temperatura i kemijski potencijal, jer je podsistem u toplinskoj
ravnoteZi s velikim sistemom. Kad se to uvrsti gore, dobije se

p(N,E) = AeWN-B)/T, (3.43)

gdje je A opet normalizacija.

Fizikalna je pretpostavka ovdje bila, da je podsistem u ravnoteZi s okolinom,
odnosno ima istu temperaturu i kemijski potencijal kao cijeli termostat. Dakle,
velekanonska raspodjela e se pojavljivati tamo, gdje svi ¢lanovi ansambla imaju
jednaku (zadanu) temperaturu i kemijski potencijal, a ne temperaturu i broj Ces-
tica, kao kod kanonskog ansambla, ili energiju i broj estica, kao kod mikrokanon-
skog ansambla.

3.2.2 Normalizacija velekanonske raspodjele
Kao i prije, moZemo traziti ‘ekvivalentni mikrokanonski ansambl’ pomocu
p(N,E)AT(N,E) =1, (3.44)

jer ocekujemo da Ce raspodjela biti jako zaSiljena oko najvjerojatnijih vrijednosti
energije i broja Cestica. Tada je entropija velekanonskog ansambla definirana kao
entropija ovog ekvivalentnog mikrokanonskog ansambla:

o =ImAIN,E)= —InA— gN + %E (3.45)
Usporedujuci s (1.59), vidi se
Uy =—InA, (3.46)
odnosno
p(N,E) = e~ Vet ulN=B)/7 — o(@FuN=E)/7. (3.47)

prema vezi velekanonske Massieuove funkcije i velekanonskog potencijala.
S druge je strane normalizacija sumom po stanjima

e(NN_Ei)/T
p(N, E;) = Tz (3.48)
gdje je velekanonska suma po stanjima
Zo =3 eleN-ENI (3.49)
N,i
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Ovdje smo posebno naznacili da se u eksponentu pojavljuju energije za dani broj
Cestica, tj. sume po broju Cestica i po stanjima nisu nezavisne. Usporedivanjem s
prethodnom normalizacijom dobije se

Ve =1nZg, (3.50)

analogno rezultatu kod kanonske raspodjele: velekanonski indeks vjerojatnosti
jednak je velekanonskoj Massieuovoj funkciji.

3.3 Sume po stanjima kao funkcije izvodnice

Izraz (3.49) se mozZe pisati

Zg =Y N Zo(N), (3.51)
N

gdje je sa Z¢ (V) oznacena kanonska suma po stanjima (3.21),
Zo(N) =Y e B0, (3.52)

Izraz (3.51) se moZe zanimljivo protumaditi. Stavimo = = e*/7, tada je

Zg =Y Zc(N)zN = f(x)

po definiciji Taylorov red neke funkcije f(x) oko ishodista. Koeficijent uz z%, tj.
kanonska suma po stanjima, je po Taylorovom teoremu, N-ta derivacija funkcije
f, tj. velekanonske sume po stanjima, podijeljena s N!. Dakle, velekanonska suma
po stanjima je funkcija izvodnica kanonske sume po stanjima. !

Nadalje, promatrajmo kanonsku sumu po stanjima (3.52). Ako skupimo za-
jedno sve ¢lanove u kojima se pojavljuje ista energija, dobije se

Zo(N) =Y W(N,E)e "I, (3.53)
E

Ovdje je W (N, E) broj ¢lanova ansambla, koji imaju neku energiju F i broj Ces-
tica N. Ako sad stavimo x = e~ /7, imamo

Zo(N) =Y W(N,E)z” = f(x), (3.54)

"Funkcijom izvodnicom nekog niza {c,} se naziva funkcija f(x), zadana Taylorovim redom
oko ishodista f(z) = )", cpa™.
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Statisticka fizika Termodinamika

0Q

W(N.E)= Y oxwdpe | o(N,E)=InW(N,E) S(N,E) = / =

N',E'

ZC(N76):ZW<N7E)6_ﬁE \IIC<N76>:IHZC(N7ﬁ> \IIC(N7B):S(N7E)/IC_6E

Za(p, B) =Y Zo(N, BN | Wo(p, B) = In Za(p, B) || Vel B) = Ve (N, B) + BuN
N

Tablica 3.1: Korespondencija mikrokanonskih, kanonskih i velekanonskih suma
po stanjima sa odgovaraju¢im termodinamickim veli¢inama. Veza entropija je
S = ko. Veza sa slobodnom energijom, odnosno velekanonskim potencijalom je
redom Vo = —(F, Vg = — (.

pa vidimo da je kanonska suma po stanjima funkcija izvodnica za broj konfigu-
racija zadane energije i broja Cestica. No ovo potonje nije niSta drugo do mikrokanon-
ska suma po stanjima, odnosno volumen faznog prostora,

W(N.E)= Y dyndpm. (3.55)

Dakle, kanonska je suma po stanjima funkcija izvodnica mikrokanonske, isto
kao Sto je velekanonska, funkcija izvodnica kanonske. Veza suma po stanjima
u raznim ansamblima sa termodinamickim funkcijama saZeta je u tablici 3.1.

3.3.1 Primjer

Uzmimo opet kuglice u dvjema kutijama, s time da onima u jednoj kutiji pridije-
limo energiju €;, a onima u drugoj €,. Fizikalna realizacija toga mogu biti Cestice
spina 1/2 u vanjskom magnetskom polju. Svaka raspodjela kuglica N; + Ny = N
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daje energiju & = Nye; + Nyey. Velekanonska suma po stanjima je

ZG(/% B) = Z Meﬁ[H(N1+N2)—(N1€1+N252)] _

IN5|
N N1INo!

N - —iV2)€1 2€2
_ ZeﬁuNZ<N2)e BUN-N2)er+Noes)
N No
— BuN N —Ber\N—=N2 ¢ _Bey\ N2
= ey (X ey e
N No

— Zemuv (e7Pa + e—ﬁez)N .
N

Kanonska suma po stanjima za N Cestica je koeficijent uz e’# u velekanonskoj:
Zo(N,B) = (e7P 4 e PN,
Mikrokanonska suma po stanjima je koeficijent uz e~?¥ u kanonskoj:
Zo(N, ) = e Nt (1 4 e B =

N
_ e—ﬁNel Z (k>e—ﬁ(kAe)

k

= 3 (5 Neyyac) ™

E

gdje je Ae = €5 — €1, odakle je broj konfiguracija energije £

W(N.E) = (( B zjvvq)/Ae)'

Suma po stanjima se iz ovog razloga zove joS§ 1 ‘particiona funkcija’, jer broji
‘particije’ faznog prostora, tj. nacine, na koje sistem moZze raspodijeliti svoje stup-
njeve slobode po faznom prostoru.

3.3.2 Pojava Legendreovih transformacija

U lijevom stupcu tablice 3.1 se lijepo vidi, kako se ovisnost o energiji zamjen-
juje onom o temperaturi, odnosno ovisnost o broju Cestica, onom o kemijskom
potencijalu. Svaki put se ’stara’ varijabla izgubi kao nijema, po kojoj se sumira,
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a 'nova’ se dobije u nezavisnoj varijabli funkcije izvodnice (redom, e~#, pa "),
Kada umjesto suma stoje integrali, ovo se zove Laplaceov transformat (to je kao
Fourierov transformat, samo je eksponent realan a ne imaginaran).

No $to je sa termodinamickim izrazima u desnom stupcu iste tablice? Konkretno,
gdje je 'nestala’ ovisnost o energiji u izrazu

Vo(N,B) = S(N, E)/k — BE,

ili: zaSto nema E na lijevoj strani jednadZzbe, kad ga ima na desnoj? Odgovor
moZemo naci promatrajuci sumu

Zo(N,B) = e PP = "W(N,E)e ",

%

Za dani broj Cestica, W vrlo brzo raste s energijom, a eksponencijala brzo trne.
Ovo znaci da umnoZak pod sumom ima Siljak (maksimum) na nekoj vrijednosti
sumanda &/ = E*, i taj je maksimum to oStriji, S$to je broj Cestica veéi. U granici
vrlo velikog sistema, suma je prakticki iscrpljena jednim ¢lanom, odnosno, odgo-
varajuéi integral bi se raCunao metodom sedlene tocke:

Zo(N, B) = W(N, E*)e %",
odnosno (o = In W)

Uo(N. §) = In Ze(N, B) = max[o(N, ) — BE]

1 analogno
We(n, ) = max [We(N, §) + BuN].

Ovo su upravo Legendreovi transformati iz termodinamike. Dakle ovisnost o £
je nestala tako, da Legendreov transformat ne vrijedi za neki proizvoljni £ (ili
N), nego samo za onu vrijednost, koja maksimira sumand u sumi po stanjima, tj.
koja odgovara ravnoteZznom stanju. Drugim rijeCima, kad bismo u desnu stranu
uvrStavali proizvoljne vrijednosti, dobili bismo iznose Massieuovog potencijala
koji odgovaraju tockama izvan plohe zadane jednadzbom stanja.

Zato se ponekad kaZe, da termodinamicki potencijali nose potpunu informa-
ciju o sistemu samo onda, kad su poznati kao funkcije svojih *prirodnih’ varijabli.
To su, naime, one varijable u kojima je potencijal ekstremalan, pa ée bilo koji izbor
tih varijabli dati ravnoteZno stanje. Ili, ako 'nametnemo’ vrijednost varijable u ko-
joj potencijal nije ekstremalan, opéenito ¢emo se naci na ’strmini’ tog potencijala,
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dakle u stanju koje nije ravnotezno. Ako, medutim, iskoristimo jednadzbu stanja
da dobijemo ravnoteznu vrijednost te varijable, moZemo je uvrstiti u 'neprirodnu’
formulu za potencijal, no primijetimo da se tu jednadZba stanja koristila kao do-
datna informacija. S druge strane, ako imamo ’prirodnu’ formulu za potencijal,
jednadZbe stanja ¢emo dobivati kao Maxwellove relacije, dakle potencijal, kad je
poznat kao funkcija svojih prirodnih varijabli, nosi i potpunu informaciju o jed-
nadZzbama stanja.

3.4 Klasicni idealni plin

3.4.1 Mikrokanonski ra¢un. Gibbsov paradoks.

Volumen faznog prostora, dostupan idealnom plinu, jest (u dimenzionalnim je-
dinicama)

AF(N, U, V) = /d3q1 ce dgqN/d3p1 N dgpN = VN/d3p1 N dgpN,
(3.56)
gdje je integral po impulsima ogranicen zahtjevom zadane ukupne energije U,

2 |pi?
Z AT (3.57)
£ oM

Prakti¢ni raCuni u mikrokanonskom ansamblu obi¢no zamjenjuju d-funkciju u en-
ergiji pravokutnikom $irine AU, pa ovaj zahtjev postaje

il

N
U-AU<Y P <U, |pil* =p}, + 0}, + P (3.58)
i=1

2M

tj. treba izracunati volumen kugline ljuske radiusa U i debljine AU u 3/N-dimenzionalnom
prostoru, gdje je N vrlo velik. Opc¢enito je volumen kugle radiusa r

V(r) =cr, (3.59)

gdje je d broj dimenzija, pa je volumen ljuske debljine Ar

V=c[r'— (r—Ar)¥ =cr? [1 — (1 — ﬂ>d (3.60)

r
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Izraz, koji se potencira sa d, je manji od 1; dakle kad je d > 1, on postaje zane-
mariv prema jedinici: volumen ma kako tanke kugline ljuske u d dimenzija je prib-
lizno jednak volumenu kugle, kad je d dovoljno velik! Preostaje, dakle, izracunati
volumen kugle. On je dan sa

R d
V(R) = / Sqr®tdr = st (3.61)

0 d’
gdje je Sy puni kut u d dimenzija. Njega moZemo naéi pomocu trika, tako da

d-dimenzionalni Gaussov integral izracunamo na dva nacina. U Kartezijevim ko-
ordinatama, to je

oo 00 d
[ = / e~ @t ) day = ( / erdx> = 72, (3.62)

—00 —00

a u sferi¢nim

o 1
I=25, / e rdtdr = 55 (d/2). (3.63)
0

Usporedivanjem, dobije se

22

© TRy

odnosno

T 3.64

Kad se uvrsti R = vV2MU id = 3N, te upotrijebi Stirlingova formula za faktori-
jele,
o =In AT = N In[V (47 M/3)**(U/N)*? + 3N/2, (3.65)

1 to je katastrofa. Ovaj izraz nije aditivan po volumenu!

Ova greska se zove ‘Gibbsov paradoks’, i nije trivijalna. Ona potjece od toga,
Sto ne smijemo brojati kao razli¢ite konfiguracije sistema, koje se razlikuju samo
zamjenom Cestica. Ili, drugim rije¢ima, identi¢ne Cestice nisu medusobno raspoz-
natljive: razliite oznake, pridijeljene Cesticama, nisu sastavni dio opisa sistema,
te su sve konfiguracije, koje se medusobno razlikuju samo za permutaciju tih oz-
naka, u stvari jedna te ista konfiguracija. Ovo je bitna odlika kvantne mehanike; to
¢e ujedno biti jedina popravka klasi¢noj fizici, u uvjetima kad u faznom prostoru
‘nije guzva’, tj. volumen faznog prostora, $to ga zauzima pojedini ¢lan ansam-
bla, je mnogo manji od ukupnog volumena, dostupnog bilo kojem ¢lanu. Tada se
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popravka svodi na to da je fazni prostor, dostupan sistemu od [V Cestica, N! puta
manji, nego Sto se Cini. Ispravan je izraz za volumen faznog prostora onda

AT(N,U)
NIp3N-7
gdje smo dodali i dimenziju; dakle od entropije treba oduzeti In N! ~ N(In N —
1). Kad se to napravi, dobije se
AT'(N,U)
NIh3N
Sto jest aditivno, jer se pod logaritmom pojavljuju samo koncentracije.

Ovaj se izraz sad moZe iskoristiti za dobivanje jednadZbi stanja, derivirajuci
entropiju po raznim ekstenzivnim veli¢inama. Tako, derivacija po energiji daje

1 do 3N

(3.66)

=1In = NIn[h3(V/N)(4x M /3)*>(U/N)**] + 5N/2, (3.67)

odnosno U = 3NkT'/2, kao $to znamo iz termodinamike. Derivacija po volu-

menu je
b_ (8—") _N (3.69)
T o)y V
odnosno pV' = NEKT, §to opet znamo otprije. Ove relacije su direktan dokaz veze
7 1 temperature definirane plinskom jednadZbom; kako je jednakost ove potonje
sa termodinamickom apsolutnom temperaturom pokazana unutar termodinamike,
ovo je alternativni put dokazivanja veze statistiCke i termodinamicke temperature.
Ako sad izrazimo unutarnju energiju pomocu temperature, termodinamicka
entropija postane

(V/N)
(h/v/2eMKT)3

Buduéi da k7T ima dimenziju energije £, a v M E dimenziju impulsa, to kombi-
nacija

S = Nkln [ ] + 5Nk/2. (3.70)

h
A= ——— (3.71)
2 M kT
ima dimenziju duZine; zovemo je termalna valna duljina, a njezin kub je volumen;

tako entropiju mozemo pisati

S = Nkln {@} +5Nk/2, (3.72)
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gdje se pojavljuje omjer volumena po jednoj Cestici, definiranog zidovima sprem-
nika, i termalnog volumena, koji je intrinsi¢no svojstvo plina na danoj temperaturi.
Sad je lako napisati i tre€u jednadZbu stanja,

P (g_;)w I {(V/N)] ~1-3/245/2=In {WA/—N)} . (3.73)

T A3 3

pri tome treba paziti, da se derivira izraz (3.67), a ne, recimo, (3.70), jer je
derivacija pri konstantnoj energiji, a ne temperaturi. Ova se jednadzba stanja moZe
pisati
AN 3.74
Wy G
Sto bi fizikalno bilo vrlo zanimljivo, kad se u definiciji termalne valne duljine
ne bi krila proizvoljna konstanta . Kasnije ¢emo vidjeti, da kvantna mehanika
daje jednoznacan odgovor, da ona treba biti jednaka Planckovoj konstanti; tada
je A termalna de Broglieva valna duljina, $to znaci da Cestica lokalizirana unutar
volumena \? ima kvantnu neodredenost impulsa, podjedanko veliku kao termalnu
ocekivanu vrijednost impulsa na toj temperaturi. Dakle, ako je volumen dostupan
Cestici, V/N, puno veci od toga, ne oCekujemo da ¢emo vidjeti kvantne efekte: u
faznom prostoru ‘nije guzva’.
Klasi¢no, medutim, sve §to se iz ove jednadzbe stanja moZze zakljuciti jest,
uvrStavanjem V/N = kT/p,

pw=kTlnp+ f(T), (3.75)

jer A ovisi samo o temperaturi. Ovo pokazuje da promjena pritiska nije uc¢inkovit
nacin da se promijeni kemijski potencijal. Tako, ako u anodu ulaze protoni iz
elektrolita pod razlikom napona od nekoliko volta, isti u¢inak bi se postizavao u
atmosferi vodika pritiscima reda veli¢ine megabara.

Znacenje kemijskog potencijala [4]

Iz jednadZbe stanja (3.74) se jasno vidi, da ¢e kemijski potencijal u klasi¢noj
granici biti negativan: de Brogliev volumen je puno manji od dostupnog volu-
mena po Cestici. Sto to znaci? Pogledajmo Maxwellovu relaciju, koja definira

kemijski potencijal:
ou
=== . 3.76
= (59).0 o
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Vidimo, da je kemijski potencijal promjena unutarnje energije po cestici uz kon-
stantnu entropiju. Kad dodamo Cesticu, entropija ¢e se povecati; da bismo ostali
na adijabati, sistem treba ohladiti, tj. unutarnja energija se mora smanjiti. Negati-
van kemijski potencijal znaci upravo to, da pri povecanju broja Cestica adijabata
‘gleda’ u smjeru smanjivanja unutarnje energije.

3.4.2 Kanonski racun. Toplinski kapacitet.

Particiona funkcija klasi¢nog sistema je

1 —-FE/T
7 = < /e /Tdr, (3.77)

gdje smo ukljucili kvantnu popravku brojanja (/V!). Za idealni plin je

_ |p¢|2 _ 3 73
E_Z:QM,dF—Hd a:d>p;, (3.78)
tako da se odmah dobije
1 0o 2 3N
7 = ¥ hBNVN ( / emczpl-J) , (3.79)

gdje smo presli u Kartezijev koordinatni sustav. Vrijednost integrala je /27 M,
odakle je

(3.80)

(BT - () - [)

gdje je X opet termalna de Broglieva valna duljina (3.71), a e baza prirodnih log-
aritama. Slobodna energija je sad

v
F=—-kTInZ =—-NkTIn (N_>\3) — NEKT. (3.81)
Odavde je entropija
oF V 3NET OA
S=—|=—= = Nkln | — Nk — ——— 3.82
(8T)N,V n(zw) - N oT (5.82)
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Sto daje toCno isti izraz kao prije, kad se izracuna derivacija A po temperaturi,

oA _ A
or 2T’

Dakle, dobiju se iste jednadZzbe stanja, kao i u mikrokanonskom ansamblu.
Toplinski kapacitet je, prema opéenitom izrazu (3.35),

cv/k = (%)~ (B))
> e PERRE? (Zi e-ﬁEiﬁEif

Zo Zo
= _52£ M :523 L%
B Zc 28\ Z- 08
62
- Bza_BQIDZC<N’ﬁ7V),
odnosno 220 2
_ 1.2 ¢ _ il
o=t (G5%) =T am),., 89

iz Cega se usput vidi, da varijabla 3 ‘bolje ide’ uz Massieuovu funkciju, a varijabla
T uz slobodnu energiju. Iz prve jednakosti u (3.82) se sad dobiva vrlo koristan

opCeniti izraz
08
=T (= 3.84
v (M)MV’ o

Sto za idealni plin daje, uz pomo¢ (3.70)
3
cy = 5]\/1{:, (3.85)

a to je klasi¢ni rezultat.

3.4.3 Velekanonski racun. Fluktuacija broja.

Velekanonska funkcija izvodnica je

> > 1 (VY
Za(u, B) =) " Ze(N,B) =) N (ﬁ) : (3.86)
N=0 N=0 ’
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gdje smo iskoristili ve¢ izraCunatu kanonsku funkciju izvodnicu. OCito, radi se o
razvoju eksponencijalne funkcije, tako da je

v
ZG(:”?ﬁ) = exp (eﬁuﬁ> ) (387)
iz Cega se odmah dobije pripadna Massieuova funkcija
V
Va(p, B) =InZg = eﬁ“ﬁ, (3.88)
odnosno velekanonski potencijal
v
Qu, T) = —kTer U“T)F. (3.89)
Ocekivani broj Cestica plina je
o0 V
odakle se dobije jednadzba stanja
N) 3
u:len(< ‘>/ ), (3.91)

Sto je isti izraz kao prije, samo se umjesto fiksnog broja Cestica N pojavljuje
ocekivana vrijednost. Slicno se dobije druga jednadZba stanja,

C o (99Y (kT
p= ((W)M— e (3.92)

69)
S=—[=—2= ) (3.93)
(7).,

Sad se mozZemo pitati, kolika je fluktuacija broja Cestica, tj. koliko je raspod-
jela malog podsistema ‘zaSiljena’ u broju Cestica. Mjera fluktuacije je srednje
kvadratno odstupanje,

(AN)* = (N*) = (N)®
_ Xy VN Ze(N) (ZN eﬂ“NNch))?

a tako i entropija

Za(p) Za(p)
L L0 (TacNAN) 1D (L_L0%)
- pBou Ze (1) - B \Za(p) B Op
1 o?
== Ea_/ﬂanGOLaﬁav)a
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dakle opcenito

92T 920
AN)? = (kT)? < G) — kT (—) , (3.94)
(AN)" = (kT) a2 )y 52 ) 1y

a posebno za idealni plin, prema (3.90),
(AN)® = (N), (3.95)

dakle relativna fluktuacija AN/ (N i8¢ezava kao 1/1/(IN), §to se i ocekivalo.

3.5 Maxwellova raspodjela

Za svaki sustav, sastavljen iz mnoStva Cestica, najmanje Sto treba znati su jed-
nocesticna svojstva, dakle kolika je vjerojatnost da ¢e mjerenje, izvedeno na jed-
noj nasumic¢no odabranoj Cestici, imati neki odredeni ishod. Za klasi¢ni idealni
plin, jedina veli¢ina koja karakterizira Cesticu je njen impuls, odnosno brzina.
Dakle osnovna jednocesticna informacija je raspodjela brzina Cestice u plinu. Ona
se zove Maxwellova raspodjela.

MozZemo je izraCunati kao vjerojatnost fluktuacije, da se Cestica pojavljuje bas
u danom "prozoru impulsa":

; €,5p2/2Md3p f B f Bpodiqs - - - f dsdesqu—ﬁ(ngr...+p%v)/2M
P(p)d P = f d3p1d3q1 .. f d3de3qu—6(p%+...+p?\,)/2M .

(3.96)
Ovo je tipi¢an oblik za vjerojatnost fluktuacije: u nazivniku smo pobrojali sva
stanja, a u brojniku sva stanja koja ispunjavaju dodatni uvjet, da jedna odredena
Cestica ima zadani impuls, p; = p. Umjesto da je iznova raCunamo, primijetimo
da ée se integrali 2... N kratiti, a u nazivniku ostaje particiona funkcija jedne
Cestice:

e 0P /2M 3,17
Z(1,5)
gdje je A termalna valna duljina. Kad se prijede u prostor brzina, p = Mwv, dobije

se vjerojatnost da Ce se Cestica naci u zadanom rasponu brzina:

P(p)d®p = = N3 PP 2M g, (3.97)

M
2rkT

3/2
W(Vg, vy, v;)dvgdvoydv, = ( ) e_ﬁM(”?”+”5+vg)/2dvxdvydvz. (3.98)
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Ova se raspodjela zove Maxwellova raspodjela brzina. MoZe se jo§ prikazati kao
raspodjela u prostoru (skalarnog) iznosa brzine ¢ = |v/|,

M\ :
P(c)dc = (2 k:T> e M2y, (3.99)
m
ili u prostoru energije, £ = Mc?/2,
1 \372
P(E)dE = 27 (W) e PEVEdE. (3.100)
m

MozZemo se pitati, kako to da Maxwellova raspodjela za energiju jedne Ces-
tice u plinu ima isti oblik kao Gibbsova raspodjela za energiju cijelog sustava u
kontaktu s termostatom. Medu Cesticama u klasicnom idealnom plinu ne samo da
nema interakcija, nego ni korelacija. Zbog toga se u ovom, specijalnom slucaju,
jedan uzorak plina (¢lan ansambla) moze i sam promatrati kao ansambl, ¢iji su
¢lanovi pojedine Cestice plina. Dakle se za pojedinog ¢lana ovog drugog ansam-
bla, jednu Cesticu, moZe primijeniti opCi Gibbsov rezultat, da raspodjela energije u
faznom prostoru mora biti e *F, a to je upravo Maxwellov rezultat (3.97). S ovom
"naknadnom pameti", to je i najbrzi izvod Maxwellove raspodjele. No ne smije
se zaboraviti da je on vrlo specijalan, dok je izvod raspodjele kao vjerojatnosti
fluktuacije potpuno opcenit, i dat ¢e odgovor i u kvantnom slucaju, gdje medu
Cesticama postoje korelacije 1 u odsustvu interakcije, te jednocesti¢na raspodjela
nije Maxwellova.

3.5.1 Raspodjela brzina u tekucini

Raspodjela brzina u tekuéinama je takoder Maxwellova, kao i u plinu. Ovaj
neocekivani rezultat slijedi iz toga $to su interakcije funkcije poloZaja, pa ne utjecu
na integrale po impulsima, kad se raCuna vjerojatnost fluktuacije. Svi integrali po
polozajima se pokrate u brojniku i nazivniku, makar i ne bili trivijalni kao kod
idealnog plina.

Ovaj je zakljucak potpuno opcenit, pa se ne bi trebao ograniciti ni samo na
tekuéine. No u njemu je sakrivena klasi¢na pretpostavka, da su poloZaji i im-
pulsi Cestica medusobno nezavisni. Zbog relacija neodredenosti, poloZaj i im-
puls ne komutiraju, pa se pripadni integrali ne mogu razdvojiti: eksponent sume
kineticke i potencijalne energije nije jednak produktu eksponenata jedne i druge.
Tako kvantni ucinci dovode do toga da interakcije mijenjaju raspodjelu impulsa.
Oni medutim nisu znacajni ako je volumen po Cestici puno veci od de Broglievog,
te je npr. za vodu na sobnoj temperaturi raspodjela impulsa doista ista kao u zraku.
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3.6 Ekviparticija energije

Kad god je energija kvadraticna funkcija neke varijable, moze se lako odred-
iti doprinos odgovarajuéeg stupnja slobode unutarnjoj energiji. Posebno se to
vidi kod idealnog plina, gdje je energija kvadrati¢na funkcija impulsa, odnosno
brzine. Opcenito, neka je —oo < s < oo bilo koja varijabla, o kojoj energija ovisi
kvadrati¢no:

E =as®+ (doprinosi neovisni O ). (3.101)
Tada mozemo izracunati koliki je doprinos unutarnjoj (ocekivanoj) energiji, koji
daje varijabla s:

(E) = e(s) + (ostatak).

Po definiciji oCekivane vrijednosti,

B fasQe_ﬁ‘”st 0 / ~Bas?
e(s) = Tehids ~ 9B In e ds |, (3.102)

jer se doprinosi ostatka krate u brojniku i nazivniku. Integral pod logaritmom

iznosi w/+/fa, pa je
0 1
e(s) = —%ln(l/\/g) = 25"

ili ,
e(s) = SAT. (3.103)

Ovaj rezultat se zove ekviparticioni teorem. RijeCima, svaka varijabla o kojoj en-
ergija ovisi kvadrati¢no, daje doprinos £7'/2 unutarnjoj energiji. Tako, za slobodni

jednoatomni plin,
3

U= iNk;T, (3.104)
jer imamo tri nezavisna doprinosa svake Cestice. Za harmonicki kristal, postoje
jos tri takva doprinosa od elasti¢ne sile (kx?/2, itd.), pa je energija

U = 3NET, (3.105)

Sto vodi na toplinski kapacitet ¢,y = 3R po molu. To se zove Dulong-Petitovo
pravilo.

Za dvoatomni plin, bilo bi U = 7TNET/2, jer imamo tri kvadrati¢na dopri-
nosa translacija, dva rotacija, 1 dva vibracija; no realni plinovi poput ugljicnog
monoksida se ponasaju kao da je U = 5NkT/2, tj. neki stupnjevi slobode kao da
nedostaju. Ovo je bila jedna od najvecih zagonetki klasi¢ne statisticke fizike.
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Poglavlje 4

Kvantna statisticka fizika

4.1 Osnovna razmatranja

Ve¢ smo vidjeli da nije bilo mogude zatvoriti konstrukciju klasi¢ne statisticke
fizike bez jednog proizvoljnog pravila: da se volumen faznog prostora za N
identi¢nih Cestica mora dijeliti s /V!. Nadalje, entropija je bila odredena do na
proizvoljnu aditivnu konstantu. Osim ovih teorijskih, postojale su i znacajne
eksperimentalne zamjerke statistickom pristupu; najocitiji je bio problem toplin-
skog kapaciteta dvoatomnih plinova. Sve ove teSkoce potjecu od toga Sto zakoni
gibanja u mikrosvijetu nisu onakvi, kako se zakljucuje iz klasi¢ne mehanike.

4.1.1 Simetrija valnih funkcija

Osnovno je pravilo u mikrosvijetu, da se Cestice ne mogu proizvoljno obiljezavati,
isto Sto 1 promijeniti joj vrstu. U formalizmu se to izraZava pravilom, da valna
funkcija sistema od /N Cestica ostaje proporcionalna sama sebi, ako se dvije Cestice
zamijene (tj. ne pojavljuju se nova stanja sistema):

D(ry, 79, oy Tiy ey Ty ) = CO(ry, 1o, o Ty Ty ), 4.1)
a kako dvije takve zamjene vode na identi¢ki istu funkciju, to mora biti ¢? = 1,
tj. ¢ = £1. Obje ove moguénosti postoje u prirodi. Cestice, za koje je predznak

pozitivan, zovu se bozoni, a one, za koje je negativan, fermioni.
Ako je predznak negativan, a koordinate dviju Cestica numericki jednake, r; =
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r; = R, to daje
<I>(7"1,7“2,...,R,...,R,...):—@(7’1,7“2,...,R,...,R7...), (42)

odakle je oc¢ito & = 0, tj. dva fermiona se ne mogu naci u istom stanju. Ovaj je
rezultat sasvim opcenit, jer u gornjem primjeru ‘r’ nije moralo znaciti koordinatu,
nego bilo kakvu oznaku stanja, u kojem se moze naci Cestica. Zove se Paulijev
princip iskljucenja, i predstavlja modernu interpretaciju ‘zakona nepronicnosti’.
(U stvari, on je glavni razlog stvaranja krutih tijela, tako da posredno objasnjava i
tradicionalnu ‘nepronicnost’, tj. mehanicki otpor krutih tijela medusobnom prozi-
manju.)

Ovo znaci da je u faznom prostoru N Cestica medusobno ekvivalentno po N!
tocaka. Npr., u faznom prostoru dvije Cestice, razapetom koordinatama (p1, ¢1, p2, ¢2),
moramo promatrati kao ekvivalentne sve tocke koje se dobivaju zamjenom prvog
para koordinata sa drugim:

(p17Q17p27q2) ~ (p2>Q27p17Q1)' (43)

Ovaj je prostor vrlo tesko vizualizirati. Formalni aparat, koji omoguéuje manip-
ulacije s mnoStvom Cestica bez knjigovodstvenih zabuna, izmislio je Fock. On
se zove ‘druga kvantizacija’. Njegova je osnovna ideja, da se cijeli skup ekviva-
lentnih tocaka u faznom prostoru promatra kao jedno jedino ‘stanje’ (Sto i jest),
koje moZe biti ‘popunjeno’ ili ‘prazno’, tj. ili imamo Cestica s pripadnim ‘koor-
dinatama’, ili nemamo. Fockov je opis tako vrlo slican ‘kuglicama u kutijama’,
s time da su kutije apstraktna stanja, a kuglice su Cestice. Knjigovodstvo se onda
vodi samo s ‘brojevima zaposjednuéa’ pojedinih stanja, tako da je krivo brojanje
automatski izbjegnuto: ne vodi se racun koje su kuglice u kojem stanju, nego samo
koliko ih ima. Sve §to je onda potrebno da se ukljuci Paulijev princip, jest da se
zabrane brojevi zaposjednuca veci od jedan, kad su Cestice fermioni; za bozone
nema tog ogranicenja.

4.1.2 Volumen faznog prostora

Kvantna su stanja gibanja diskretna, a ne kontinuirana, kako sugerira slika klasi¢nog
faznog prostora. To znaci, da u klasi¢noj granici svakom kvantnom stanju odgo-
vara konacni volumen (‘Celija’) faznog prostora, a ne tocka. Drugim rije¢ima,
postoji prirodna jedinica mjere za volumen faznog prostora. Nju moZemo lako
nadi, ako prihvatimo da je konstanta i u (2.25) univerzalna. Tada je moZemo
izraCunati iz jednog jednostavnog primjera, i gotovo.
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Konkretno, uzmimo slobodnu cCesticu u kutiji. Jednostavnosti radi, neka je
‘kutija’ jednodimenzionalna. Valne funkcije takve Cestice su

(I)n(aj) ~ SN (n_zl’) , no= 1,2, cee (44)

gdje je L duljina kutije, 1 pojavljuju se valni brojevi

nm
kp = —. 4.5
7 (4.5)
Veza impulsa i valnog broja je p = hk. Negativni impulsi ovdje odgovaraju istom
stanju (samo se promijeni predznak valne funkcije), tako da je element volumena
klasi¢nog faznog prostora, koji ‘pripada’ n-tom stanju, dvostruko vec¢i od onog
koji pripada n-tom pozitivhom impulsu:

AT = 2Ap, L = 2hi(ky — k1)L = QH%L —h, (4.6)

dakle je prirodna jedinica 4 u omjeru (2.25) upravo Planckova konstanta.

Ovo nam omogucuje kriterij, kad je klasi¢an opis nekog sistema dovoljno do-
bar. Naime, u volumenu AI'(N, E') faznog prostora ocekujemo a priori W (N, E) =
AT'(N, E)/h*N Eelija, tj. kvantnih stanja. Ukoliko je W > N, nije vjerojatno da
¢e se klasic¢ni princip a priori jednakih vjerojatnosti ‘sukobiti’ sa ograni¢enjem, da
sve tocke unutar jedne Celije odgovaraju istom stanju: u faznom prostoru ‘nema
guzve’, 1 klasi¢na granica je vjerojatno dobra. S druge strane, ako je W ~ N,
dobit ¢emo radikalno razli¢ito ponaSanje, kao posljedicu neraspoznatljivosti iden-
ticnih Cestica. Tako, ako je W = N, fermionski sistem ima samo jedno stanje
gibanja, ono u kojem je svako dostupno kvantno stanje zauzeto jednom cesticom.

4.1.3 Entropija kvantnog sustava

Mikrokanonska entropija kvantnog sustava energije £, koji se sastoji od N Ces-
tica, je

o(N,E)=InW(N, E), 4.7)
gdje je W(N, E) broj kvantnih stanja tog sustava, koja imaju zadanu energiju i
broj Cestica. Svi izrazi, koje smo do sad pisali shematski kao sume, sad se mogu
doslovno tako shvatiti. Posebno, particiona funkcija kanonskog ansambla je

Z(N,B)=> W(N,E)e? =3 e (4.8)
E

7
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gdje prva suma ide po svim razliitim vrijednostima energije, a druga po svim
pojedinim kvantnim stanjima, od kojih mnoga mogu imati istu vrijednost energije.

Medutim, da bi se tako napisala entropija kvantnog sustava, preSutno se pret-
postavilo ne samo da svako kvantno stanje ulazi s a priori jednakom vjerojat-
noscu, nego i da se pojavljuje u sumi to¢no jedan puta. Ovo nije trivijalno, jer su
kvantne valne funkcije kompleksne, pa osim amplitude imaju i fazu. Fizikalni je
sadrzaj ove pretpostavke da kvantna stanja ulaze u statisticku sumu svako sa jed-
nom, ali proizvoljnom vrijednosti faze. To se moZe shvatiti kao prirodni nastavak
pretpostavke o a priori jednakoj vjerojatnosti: u odsustvu informacije o nekoj
posebnoj pripremi sustava, pretpostavka o proizvoljnim fazama je jedina koja ne
unosi predrasude.

Mozemo izracunati W (N, E') za osnovni slu¢aj neinteragirajucih Cestica. Prvo
promatramo fermionski sistem. Ukoliko ima L dostupnih stanja iste energije €, u
koje se moZe smjestiti jedna Cestica, tada stanja /N Cestica ima onoliko, na koliko
razli¢itih na¢ina moZemo izabrati, kojih N od L stanja ée biti popunjeno: ukupno

W (N, Ne) = ( ff) (4.9)

stanja.
Analogni racun za bozonski sistem je samo malo teZi. Jednu konfiguraciju N
cestica moZemo nacrtati ovako:

oo, 0 ;0000 00 .| 00 (4.10)

gdje crte predstavljaju stanja, a tocke Cestice. OCcito, dozvoljeni su svi crteZi koji
pocinju s crtom, a sve ih moZemo dobiti jednostavno tako, da od preostalih L +
N — 1 crta i to¢aka izaberemo, gdje Ce biti tocke, §Sto moZemo na

(4.11)

W(N, Ne) = (L+N—1)

N

nacina.
U granici kad sui N i L veliki brojevi, sa fiksnom koncentracijom n = N/L,
entropija oba ova izraza mozZe se pisati

oc=InW = Ln(1+nn)In(1+nn) —nlnn], (4.12)

gdje je n = 1 za bozone, te = —1 za fermione. OCito je da je ovakva entropija
ekstenzivna u L, faznom prostoru dostupnom jednoj Cestici. U klasi¢noj granici,
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n < 1, oba se izraza svode na isti, kako i treba:

L
Nln— 4.13
o= Nn 4, (4.13)

i to je zanimljivo usporediti s klasi¢nim ra¢unom broja stanja. Taj je isti kao i
onaj za bozone, samo za svaku bozonsku konfiguraciju imamo N! klasi¢nih, jer
su Cestice medusobno raspoznatljive; to daje

(4.14)

L+N-1
Wklas,(N,NE) _N'( +N ),

Sto u entropiji odmah dovodi do Gibbsovog paradoksa: za N < L imamo tako
L
Uklas,—>N1nN—I—N(lnN—1):N(1nL—1), (4.15)

Sto nije aditivno po podsistemima. Ovdje se vidi kako je faktor N! jedina razlika
izmedu klasi¢nog i kvantnog brojanja samo u slucaju, kad je N < L, tj. kad nema
‘guzve’ u faznom prostoru.

4.1.4 Funkcije izvodnice za Cestice bez medudjelovanja

Zamislimo da imamo L stanja, u kojima se moZe naéi jedna Cestica, energije
€1,€9,...,€r. Pitamo se, koliki je fazni prostor za /N neinteragirajucih Cestica,
koje popunjavaju ta stanja. Ukoliko su Cestice fermioni, svako od njih moZe biti
ili popunjeno, ili prazno. Buduéi da Cestice ne interagiraju, vjerojatnost popunja-
vanja jednog stanja ne ovisi o tome, $to se dogada u drugim stanjima. Velekanon-
ska funkcija izvodnica je prema tome produkt faktora, koji odgovaraju redom svim

stanjima:
L

Za(p, B) = [T (1 + e 0==9) | (4.16)
i=1
Ova funkcija generira popis svega Sto se moze dogoditi: u prvom stanju Cesticu
imamo i/i nemamo, { u drugom stanju je imamo i/i nemamo, i tako za sva stanja.
Svaki put kad imamo &esticu, to nas kosta faktora e’* u ukupnom broju, te e=#
u ukupnoj energiji.
Da se to bolje shvati, moZemo pogledati binomni razvoj, ali o¢ima kombina-

toricara:
L /L
(1+x)L_(1+x)(1+x)...(1+x)_N§: (N):cN (4.17)

0
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Sto ovo zna&i? Potencija 2"V se u kona¢noj sumi pojavljuje svaki puta, kad smo u
produktu L binoma izabrali z iz njih N, 1 ‘1’ iz njih L — N. Ukupan broj nacina na
koji to mozemo napraviti je upravo broj nacina da se izabere N stvari iz L stvari,
dakle binomni koeficijent. Formula (4.16) se i svodi na to, ako su sve energije
jednake, £; = ¢: samo treba staviti

x s Pl—e),

Opéeniti slucaj se razlikuje od ovoga samo po tome, da se uz potenciju e’V
ne skuplja suma identi¢nih ¢lanova e=%¢, nego takvih, koji odgovaraju razli¢itim
energijama odabranih jednocesti¢nih nivoa. To je upravo (po definiciji!) kanonska
funkcija izvodnica.

S druge strane, za bozone mozemo imati koliko ho¢emo cCestica u jednom
stanju:

L
Za(, B) = (1 +e 0o 4 e o 3lue o)
=1

L ~1
_ H 1 — Pl (4.18)
=1
pa se ova dva rezultata zajedno mogu pisati
L
Za(p, B) =[] (1 = ne®v=e0) ", (4.19)
i=1
gdje je opet n = 1 za bozone, a n = —1 za fermione.

MozZemo se pitati, kako izgledaju odgovarajuce kanonske funkcije izvodnice.
Po definiciji, ako stavimo x = ebr

1 oV Inx
Zo(N,B) = — —= 4.20
C( aﬁ) N! 9zN o ( /8 aB) ( )
Za ovu je svrhu zgodno pisati
Za = €% = exp [ Zln 1 —nre” 51)] , 4.21)

pa je, na primjer,

2
Zc(2,8) = % (Z e—55i> +ny e (4.22)

i
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Vrijedi se zamisliti nad strukturom ovog izraza. Prvi komad u zagradi je upravo
klasi¢na funkcija izvodnica dvije raspoznatljive Cestice bez medudjelovanja:

L L

Tnes(2,8) =D Y e Pete), (4.23)

i=1 j=1

gdje se energije zbrajaju na sve moguce nacine, i joS§ se posebno broje parovi in-
deksa (7,7) 1 (j,7), jer su Cestice raspoznatljive. Faktor 1/2, odnosno opcenito
1/N!, uklanja dvostruko brojanje parova, odnosno, u opéenitom slucaju, Gibbsov
paradoks. No postoji i druga suma, koja daje kvantnu korekciju za slucaj da su
indeksi jednaki, + = j. Za fermione, = —1, pa to jednostavno uklanja odgo-
varajuce Clanove iz sume po stanjima, dakle odrazava Paulijev princip. Konacno

Je
L

Zo(2,8) = Y e P (fermioni). (4.24)
i<j=1
Za bozone, imamo bitno drugadiji slucaj. Tamo kvantna korelacija, koja potjece
od neraspoznatljivosti, udvostrucuje klasi¢ni doprinos konfiguracija, u kojima su
oba bozona u istom stanju, pa imamo

L
Zo(2,08) = Z e PEi+e) (bozoni). (4.25)

i<j=1

Za tri Cestice, analogan izraz za Z(3, ) je

1 L 3 L L L
i=1 i=1 i=1 i=1
(4.26)
Kasnije ¢emo izvuci opce pravilo: doprinos particionoj funkciji clanova
L
D e (4.27)

i=1

u kojima su sve Cestice u istom stanju, u bozonskom je slu¢aju N'! puta veci, nego
Sto bismo ocekivali na temelju klasi¢nih razmatranja. Dakle, bozonska verzija
Paulijevog principa je drastiéno povecanje vjerojatnosti, da ¢e se Cestice naci u
istom stanju.
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Mozemo se pitati, koliko Ce se izrazi poput (4.26) dalje komplicirati, kako
se broj Cestica povecava. Odgovor je: jako! Pokazuje se da je broj sumanada u
kanonskoj funkciji izvodnici za N neinteragirajucih kvantnih Cestica jednak broju
particija broja NV, dakle nacina da se /N napiSe kao suma nepadajucih cijelih bro-
jeva. Tako tri sumanda u (4.26) odgovaraju redom particijama 3 = 1 + 1 + 1,
3=3i3=1+2.Za N = 200, broj particija je ~ 10'°. Dakle slobodna energija
je logaritam neke komplicirane sume, a s tim je vrlo nespretno racunati.

4.2 Idealni fermionski plin

4.2.1 Velekanonski potencijal i broj Cestica

Iz prethodnog je poglavlja jasno, da kanonski, a pogotovo mikrokanonski, formal-
izam nije spretan za racunanje sa neraspoznatljivim Cesticama. Zato se u kvant-
noj statistickoj fizici gotovo iskljucivo koristi velekanonski formalizam, tj. uzima
se da je kemijski potencijal zadan. Zahvaljujuci produktnom obliku particione
funkcije (4.16), velekanonski je potencijal lako napisati:

L
O, B) = —kT > In (14 Pr=)), (4.28)

i=1

odakle se dobije jednadZba stanja, koja povezuje broj Cestica sa kemijskim poten-

cijalom:
o0 L oBlu—e)
N) = — [ 2 - R — 4.2
W (fm)w 2 T o 2

=1
Ovo se mozZe interpretirati kao (N) = > . n;, gdje je

eﬁ(ﬂ_fi)

- 1 + eBlu—si) (4.30)

1y
ocekivani broj fermiona u i-tom stanju. Kako fermiona moZze biti samo nula ili
jedan, ovaj je broj numericki jednak vjerojatnosti, da ¢e i-to stanje biti zaposjed-
nuto. Za provjeru, tu vjerojatnost mozemo izracunati direktno, kao vjerojatnost
odgovarajuce fluktuacije. Velekanonski ansambl sa ograni¢enjem, da je i-to stanje
sigurno zaposjednuto, ima funkciju izvodnicu

L
eﬁ(,u—éq;) H (1 + eﬁ(l»"_aj)) , (431)
J#i
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Slika 4.1: Grafi¢ki prikaz ovisnosti (N) (1), za petnaest nejednako rasporedenih
nivoa, na niskoj temperaturi.

a kad se to normira funkcijom izvodnicom bez ogranicenja, (4.16), dobije se up-

ravo (4.30). Izraz
ePlu—e)

Ie) = Ty

zove se Fermijeva funkcija, ili Fermijeva raspodjela. Ona je izravno analogna
Maxwellovoj jednocesti¢noj raspodjeli u klasicnom idealnom plinu. Oblik joj je
ocito vrlo razli¢it od Gibbsovog. To je zato §to medu fermionima postoje kine-
matiCke korelacije, koje potjeCu od neraspoznatljivosti, ¢ak i1 kad nema interak-
cija. Jedan uzorak (Clan ansambla) fermionskog idealnog plina ne moZe se sam
promatrati kao Gibbsov ansambl Cestica!

(4.32)

4.2.2 Veza s kanonskim funkcijama. Fermijeva energija.

Veza ocekivanog broja Cestica i kemijskog potencijala prikazana je na slici 4.1.
Primijetimo da razne vrijednosti kemijskog potencijala odgovaraju istom broju
Cestica. Dakle, ako Zelimo podesiti ocCekivani broj Cestica na neku unaprijed
zadanu vrijednost [V, tj. ‘vratiti se’ u kanonski ansambl, iz slike nije jasno koju
vrijednost ;4 treba uzeti. No ako je broj kvantnih stanja u nekom rasponu energija
vrlo velik, dogodit ¢e se nesto kao na slici 4.2 Tu se vidi da svakom zadanom
popunjenju n = N/L prakti¢ki odgovara jedna jedina vrijednost kemijskog po-
tencijala, *. No §to to znaci za particione funkcije? Znaci da kad se u Zg(p, )
uvrsti ta vrijednost, 4 = p*(n), suma ¢e prakticki biti iscrpljena jednim jedinim
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Slika 4.2: Graficki prikaz ovisnosti (V) (1), za L=140 nejednako rasporedenih
nivoa, na niskoj temperaturi. Prikazana je konstrukcija vrijednosti kemijskog po-
tencijala za neko odredeno popunjenje.

¢lanom, onim koji odgovara tom popunjenju:

ZG(:U*aﬁ) = Z ZC(N/7B)65H*N, ~ ZC(N7 ﬁ)eﬁ’u*N7 (433)
N/

odnosno za indeksne funkcije

gdje je veza N i p* prikazana na slici 4.2, odnosno jednadZzbom

<N> |,u,:M* = N
za zadani N. Jednadzba (4.34) nije niSta drugo do Legendreova transformacija
(1.59). Odgovarajuca veza izmedu velekanonskog potencijala i slobodne energije
je, dakako,

Sto je opet Legendreova transformacija.

Ovo je zapravo isti racun kao u odjeljku 3.3.2, samo idemo u obrnutom smjeru:
ovdje zadajemo NV, pa se ’vra¢amo’ u kanonski ansambl iz velekanonskog, po-
mocu inverzne Legendreove transformacije. Dakle formulu 4.34 bi trebalo pisati

\IJC(N7B) = m#in [\PG(Maﬂ) - B/LN] )
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da se naglasi, $to je nezavisna, a Sto zavisna varijabla. Na nivou sume po stanjima,
’vraanje natrag’ odgovara inverznom Laplaceovom transformatu. !

Ukoliko je broj fermiona N zadan, pripadni kemijski potencijal odreden je
jednadZbom

N = Z Fur vy (€0)- (4.36)

Vrijednost p*(NN), za koju je ova jednadzba zadovoljena, zove se Fermijeva en-
ergija, ili Fermijev nivo, i oznacava sa pp, ili €. Ona ovisi o temperaturi, jer se
oblik Fermijeve funkcije mijenja s temperaturom.?

4.2.3 Gustoca nivoa

Kao $to se vidi na slici 4.2, o¢ekivani broj Cestica brze raste, kad kemijski potenci-
jal prolazi kroz podrucja gdje su jednocesti¢na stanja medusobno bliZa u energiji,
tj. ‘guséa’. Umjesto da promatramo sume po indeksu energije (tj. po rednom broju
energetskog stanja), mozemo ih promatrati kao integrale u energiji:

Z fle) = / h f(e) Z(S(g—gi) de, (4.37)

gdje je f(e) bilo koja funkcija, a d(x) Diracova delta funkcija. Gornji je izraz
identitet, po definiciji delta funkcije. Veli¢ina

g(e) =) (e —) (4.38)

zove se gustoca nivoa. Ona je prakti¢no korisna kad god je promjena energije sa
promjenom indeksa tako mala, da moZemo tvrditi da se energije mijenjaju kon-
tinuirano, tako da ovu sumu moZemo zamijeniti integralom.

Najces(i je slucaj u praksi kad se indeksi energije odnose na valne brojeve,

2
em =c¢(k), k= 7r7m’

'Minimum se pojavljuje zato, §to formula za inverzni Laplaceov transformat zahtijeva inte-
graciju duZ vertikalne linije u ravnini kompleksnog p, a maksimum duZ te linije je minimum u
realnom smjeru, jer je ekstremalna tocka sedlo, kao i uvijek. Vidi i raspravu u odjeljku 6.2.3.

2U literaturi se ponekad kaZe ‘Fermijev nivo’ ili ¢ak ‘Fermijeva energija’ za ono §to bismo mi
nazvali ‘Fermijeva energijana " = 0. Odatle zbunjujuée izjave tipa ‘Fermijev nivo se ne mijenja
s temperaturom’. Ponekad se 'Fermijev nivo’ zove i najvisi jednocesti¢ni nivo, zaposjednut na
T = 0; on se po definiciji ne mijenja s temperaturom!
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gdje zamisljamo Cestice u kutiji stranice ¢, pa indeks m ide od 0 do ¢ — 1. Za
prelazak na integral je bitno, da pomak indeksa m za Am = 1 daje vrlo mali po-
mak valnog broja k, za Ak = 27 /¢, kad je ¢ velik (‘gusti’ nivoi). U tri dimenzije,
imamo tada gustoéu nivoa po jedinici volumena

gg Zd €zzzyzz = ( ) Z 58—8 Ak AkAl{

g yly,lz ke ky k2

1 (o) -
o /_OO dkydkydk.6(e — e(k)),

(27

kad pustimo ¢ — oo. Ovo je integral oblika

[sth=senie = [ath-n|%
S LR R o

Ox
{wi:f (zi)=fo}
U naSem slucaju, imamo trostruki integral, pa suma po nul-tockama argumenta
delta funkcije postane integral po povrsini, definiranoj energetskim uvjetom (k) =
e, gdje argument delta funkcija iSCezava:

/ dkydk,dk.0(c — (k) = / a5 (4.39)
o e(h)== |Vie(k)|

dx if

-1

T=XT;

Dakle, gustoca nivoa je

_ (28+1)V/ ds 4.40
9(c) 27m)%  Jehy=e |Vie(E)| (4:40)

gdje smo ukljucili spinske doprinose, i stavili £3 = V.

Primjer slobodnih cestica

Za slobodne Cestice, imamo
2

-~ h
E)= — (k> + K>+ k2 4.41
2(F) = o (K2 4+ K + R2), (4:41)
odakle
- h? P 7
‘Vke(k) =Rk k2 = - L ome, (442)
eh)== m Y cFy=e ™V R m
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pa se apsolutna vrijednost gradijenta makne ispred integrala, a povrSina ekviener-
getske plohe u impulsnom prostoru je jednostavno

2me
dS = 4Ank?| = 4=, (4.43)
/E(E):g |5(k)7€ h2
jer su ekvienergetske plohe sfere, pa je ukupno
(2s4+1)Vm 2me o 3/2
9(6) = s AT = (s DV Em) Ve (4.44)

Ovaj je racun bio jednostavan, jer je za slobodne Cestice gradijent energije kon-
stantan na ekvienergetskoj plohi. To je isto Sto i reci da je za slobodne Cestice lako
invertirati disperziju S(E) No tada moZemo ovaj racun lako provjeriti direktno,
kao promjenu varijable u prostoru impulsa. Naime, broj stanja u volumenu faznog
prostora je

4mp?dp B

(2s+ 1)V 13

(25 + 1)V?l—7;(2m)3/2\/§d€ = g(e)de, (4.45)

a to se slaze sa (4.44). Ovdje smo uzeli disperziju £(p) = p?/2m, iz koje slijedi

p=+V2me, dp= Qﬁde.
€

Interpretacija preko kumulativnog broja stanja

Na pocetku ovog odjeljka smo uveli gustocu nivoa, promatrajuci kako ocekivani
broj zaposjednutih stanja raste s kemijskim potencijalom. To sugerira alternativnu
definiciju gustoce nivoa (oznacimo je tildom):

ie) = (V) (e + AAM/i — (N) ()

, (4.46)

p=e

dakle broj stanja koji se popuni, kad se kemijski potencijal poveca sa energije
i =emnapu = e+ Apu, definira se kao g(¢) Ap. U diferencijalnom obliku,

9 (N)

g(e) = o ; (4.47)

p=¢
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Sto daje, koristeci jednadzbu (4.29),

L

g(e) = Z 8{%2&)

=0

=Y BLEI-LE] @

p=c

naime, Fermijeva funkcija je ‘gotovo svugdje’ konstanta, pa je njena derivacija
nula, osim u podrucju stepenice, gdje se brzo mijenja, to brze Sto je temperatura
niza (8 veéi), pa je tada derivacija uzak i visok vrh oko vrijednosti i = ¢;. Lako
se medutim pokaZe, da je integral preko toga vrha uvijek jednak jedinici,

E=00

de = fs(gi)

p=e

— 1, (4.49)

oo E=—00

bez obzira na vrijednost 5. Dakle, moze se reci da je taj vrh za velike § ekviva-
lentan (pod znakom integrala) pravokutniku Sirine 4/4 i visine /4, centriranom
oko ¢;. Odavde

tin [ B8 L (o) de = =, (.50)
—oo J_
gdje je h(x) bilo koja ‘pristojna’ funkcija. Drugim rije¢ima, derivacija Fermijeve

funkcije tezi Diracovoj funkciji, kad je temperatura niska, pa je

L

= d(c—=), (4.51)

p=e =0

. O0(N)
,6’151010 o

tj. gustoca nivoa, definirana kao derivacija kumulativnog broja stanja, poklapa se
sa ‘mikroskopskom’ definicijom (4.38), kad temperatura teZi nuli.

Razlog zaSto smo ovu gustodu nivoa pisali sa tildom, jest Sto derivaciju kumu-
lativnog broja stanja obi¢no ne zovemo ‘gusto¢a nivoa’. Primijetimo da se radi
o derivaciji ekstenzivne veliine po njoj konjugiranoj intenzivnoj. Ona je, dakle,
analogna derivaciji energije po temperaturi (toplinskom kapacitetu) ili volumena
po pritisku (kompresibilnosti). Ovakve se derivacije opCenito zovu susceptibil-
nosti, i one odgovaraju drugim derivacijama termodinamickih potencijala. Kao
Sto smo vidjeli kod toplinskog kapaciteta, povezane su sa fluktuacijama unutar
ansambla. Ovdje se, konkretno, radi o fluktuaciji broja Cestica, prema jednadzbi
3.94.
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4.2.4 Prakti¢no odredivanje Fermijeve energije

Kada je broj fermiona zadan, obicaj je kemijski potencijal zvati Fermijeva en-
ergija, ili Fermijev nivo. Tako izraz ‘kemijski potencijal’ ostaje ogranicen na
situacije kad je on nezavisna varijabla, dakle u velekanonskom ansamblu. Pri
tome se ne smije zaboraviti da svaki sistem ima kemijski potencijal, kako god
ga zvali; on je to¢no isto u odnosu na broj Cestica, Sto je pritisak u odnosu na
volumen: mjera, koliko se sistem ‘opire’ dovodenju dodatnih Cestica.

Fermijeva energijacp(T) = u(N ) je odredena jednadzbom (/N) = N, odnosno

L

N = Z funy(€i) = Z 15 ol sFl - / fer(e de. (4.52)

kako slijedi iz (4.29). Dakle, treba rijesiti ovaj izraz po €p.

Fermijeva energijana 7' = (

Na apsolutnoj nuli, Fermijeva je raspodjela stepenica, pa se dobije

N = /sF g(e)de, (4.53)

Sto se najceSée moZe rjeSavati samo numericki, ako je gusto€a nivoa iole kompli-
cirana funkcija. Jedini jednostavan slucaj je onaj slobodnih Cestica, kad je g(¢)
dano sa (4.44) za £ > 0, a inace je nula. Tada integral daje

h? 2/3 _ h 22,
0) = — (372 4.54
er(0) 2m( T ) om ( )
gdje je n = N/V koncentracija, i uzet je spin elektrona, 2s + 1 = 2. Izraz

pr = hkp = h(37>n)/? zove se Fermijev impuls; on odgovara impulsu fermiona
u energetski najviSem zaposjednutom stanju. Ova interpretacija omogucuje zan-
imljivu provjeru izraza za e p.

Naime, na apsolutnoj nuli je kod fermiona volumen zauzetog faznog prostora
u jedinicama h® to¢no jednak broju &estica: N = (2s + 1)V'V,,/h?, gdje je s V,
oznacen volumen zauzetog impulsnog prostora. Za slobodne Cestice, ekvipotenci-
jale u prostoru impulsa su sfere, pa znamo izraz za zauzeti volumen u impulsnom
prostoru: on je kugla radiusa pg, ako ¢emo energiju najviseg zauzetog stanja naz-
vati p%/2m. Provjera se sastoji u tome, da vidimo da li se ovako shvaceni p, koji
povlaci
4mp}

N =2V—L1F
Vg

(4.55)

89



slaze s onim iz gornjeg raCuna. Doista, kad ovaj izraz rijeSimo po pr, dobije se
isto §to i u prethodnom odjeljku.

Analogno Fermijevom impulsu pg i valnom broju k£, moZe se vrijednost Fer-
mijeve energije izraziti 1 temperaturnim jedinicama; Fermijeva temperatura je

KTy = ep(0). (4.56)

Ona ocito postoji i na apsolutnoj nuli: ona nije temperatura sama po sebi, nego
mjera energije nultog gibanja elektronskog plina. Tako, za koncentracije koje
odgovaraju slobodnim elektronima u natriju (jedan elektron po atomu), Tp ~
10° K. Tako ekvipotencijale elektrona u kristalima nisu sfere, ovo je dobra ocjena
reda veliCine Fermijeve energije u metalima. Vidimo, da je na sobnim temperat-
urama, T ~ 10K, T' < T, pa je Fermijeva raspodjela jedva malo razli¢ita od
stepenice, i to tako ostaje sve do temperature taljenja, 7' ~ 103K. Elektronski
plin u metalima je ‘duboko smrznut’ na svim dostupnim temperaturama; kaze se
da je degeneriran. Drugim rijeima, kineticka energija kvantnih fluktuacija na
apsolutnoj nuli je tisucu puta veca od kineticke energije termalnih fluktuacija na
sobnoj temperaturi.

4.2.5 Entropija i toplinski kapacitet

Termodinamicki izraz za entropiju je

o0
S =— (—) 4.57)
oT %4

ili

= D [+ 07) = Bl — ) fules)]
= =2 Ul fules) + (1= fule)) (1 = fule))],  458)

gdje posljednji izraz slijedi, kad se S(u — €;) svugdje izrazi pomoc¢u Fermijeve
funkcije (4.32). Usput, primijetimo kako se drugi redak moZe interpretirati ter-
modinamicki, kao

0 =Tg—Bu(N)+B(E), (4.59)
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tj. opet se pojavila Legendreova transformacija (1.59). Tre¢i redak ima pak statis-
ticku interpretaciju prema (3.27), jer za svaki nivo imamo vjerojatnost f,(¢;) da
¢e biti zauzet, i vjerojatnost 1 — f,(¢;) da nece, a statisticki je entropija prosjek
logaritama tih vjerojatnosti, sa negativnim predznakom.

Toplinski kapacitet se definira

ou s
= (57 =7 (o), .

prema jednadzbi (3.84). Obic¢no se uvodi

NV — (1), 4.61)

gdje se v(T) naziva linearnim koeficijentom specificne topline. Sad éemo pokazati,
da je za fermione
7(0) >0,

dakle specifi¢na toplina fermionskog plina u blizini apsolutne nule raste linearno.

Pogledajmo prvo, zasto bi bilo tako. Za klasi¢ni idealni plin, U ~ NET', pa bi
toplinski kapacitet bio neovisan o temperaturi. Glavna je razlika izmedu klasi¢nog
1 fermionskog plina na niskoj temperaturi to, $to samo manji dio fermiona sud-
jeluje u pobudenjima: Fermijeva se raspodjela ‘razmazZe’ samo unutar nekoliko
kT oko ‘stepenice’ na Fermijevoj energiji. Broj stanja koja mogu primiti energiju
je dakle i sam proporcionalan temperaturi, dok je ona niska. Prema tome, korek-
cija klasi¢nog izraza je u zamjeni N — N ~ kT, pa je ukupno U ~ (kT2
odnosno cy .y ~ T

Prema tome, da bi se dobio linearni koeficijent na niskim temperaturama, treba
racunati energiju do drugog reda u temperaturi, $to dovodi do prakticnog prob-
lema, jer se onda u izrazu

U(N,T) = / e fur()g(E)de

mora uzeti u obzir i pomak Fermijevog nivoa s temperaturom, Sto je dosta ne-
spretno za racunanje. Zato je zgodniji izraz (3.84), jer je u njemu vec izlucen
faktor temperature, ili, drugim rije¢ima, kad iz termodinamike uo¢imo da je

oS
WT) = (8_T) ; (4.62)
NV
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onda ne trebamo nikakav razvoj u 7" da dobijemo (0). Jedina je komplikacija,
da ‘velekanonski’ izraz za entropiju (4.58) omogucava lako raCunanje derivacija
entropije uz konstantni kemijski potencijal, a ne konstantni N; no te derivacije
vezuje promjena varijabli iz (N, V,T) u (u, V, T):

oS\ _ (98\ (oL
T )y A\ oT wv \OT )
(). (o)t () L (5r)
+ [ =— = + [ = —
)y \OT ) V), \OT )y

), ()., ()
- (=) +(= Yy (4.63)
(3T v o)y \OT ) v

Sada moZemo pokazati, da ‘nezgodni’ dio, koji sadrzi (@) ~,v, ovdje ne treba

oT
racunati. Naime, njega mnoZi

(25) 3 Oy, L
50 v o e

a kao Sto znamo, kad temperatura tezi nuli, derivacija Fermijeve funkcije tezi
Diracovoj funkciji (1 —¢;). No u tockama gdje njezin argument i§Cezava, p = &,
Fermijeva je funkcija jednaka 1/2, tako da logaritam daje nulu. Dakle, konstantni
dio izraza (4.63) je sav u derivaciji uz konstantni kemijski potencijal:

(4.64)

oS
1(0) = (_) (4.65)
oT V|
Iz izraza za entropiju slijedi
0S o0
<a_T) -k / B2 = 2Blue)1 = Jule)lg(e)de, (4.66)
w,V —00

gdje smo presli na gustocu stanja. Promjenom varijable
v = fule) s dv = =B (&)1 = fu(e))de,

integral po rasponu energija postaje — fol, te je ukupno

08 o " x z \’
(a—T)%V—k /0 g(u—kT1n1_$> (lnl—x) dx 4.67)
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Odavde je

2

3

: (4.68)

e |

1 2

10 =g (er0) [ (in ) do = o (er(0)
0

gdje smo na mjesto kemijskog potencijala uvrstili njegovu vrijednost za zadani

broj Cestica, tj. Fermijevu energiju € z(7), na temperaturi 7" = 0.

4.2.6 Fermijeva energija na konacnoj temperaturi

Iako se raspodjela elektrona u metalima gotovo ne razlikuje od one na apsolutnoj
nuli, u praksi se pomak Fermijevog nivoa s temperaturom ¢esto ne moZe zane-
mariti. Razlog je tome, Sto elektroni duboko ispod Fermijevog nivoa ne mogu
sudjelovati u mnogim ucincima, jer njihovo pobudivanje do slobodnih stanja za-
htijeva previSe energije. Dakle, Cesto su elektroni u neposrednoj blizini Fermi-
jevog nivoa jedini, koji sudjeluju u mjerenju, a njihova raspodjela se znacajno
mijenja u rasponu energija koji odgovara sobnoj temperaturi (oni su ba$ na ‘str-
mini’ Fermijeve stepenice). Formalno, to se moZe ovako reci: koliko god je 7'/ Tp
mali broj, njega se ne moze zanemariti ako je cijeli efekt reda T'/Tr. Takav smo
slucaj imali kod racuna toplinskog kapaciteta; izraz (4.68) se za slobodne elek-

trone moze pisati
w2 T
~ —Nk— 4.69
Cy 92 TF 3 ( )

kad je ' < T. Opcenito se moZe reci, da ¢e pomak Fermijevog nivoa s temper-
aturom biti vaZan, kad god se mjeri odziv elektronskog sustava na niskoenergetske
pobude.

Popravke, koje potjeCu od razmazanosti Fermijeve raspodjele na kona¢nim
temperaturama, mogu se za mnoge veliine izraCunati elegantnim matematickim
trikom. On se moZe primijeniti, kad god je traZena veliCina izraZena kao integral
preko Fermijeve funkcije (a to je Cesto, jer su termodinamicke ocekivane vrijed-
nosti tog oblika): ,

H(p) = / h(e)f.(e)de. (4.70)

Na primjer, ako je h = g, gustoéa nivoa, onda je H = N, broj Cestica. Prvo
uo¢imo, da se Fermijeva funkcija moze pisati kao funkcija jedne varijable:

= fe— ),

Ie) = Ty e
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Sto je Cesta notacija za Fermijevu funkciju. Uvedimo Hj(¢) kao neodredeni inte-
gral funkcije h:

h(e)de = dHy(e).
Primijetimo, da je Hy(u) upravo funkcionalna ovisnost veli¢ine H o kemijskom
potencijalu na apsolutnoj nuli. Naime, tada je Fermijeva raspodjela stepenica, pa

Je
Hilpeo = [ B

a derivacija toga izraza po p je upravo h(u), dakle ovaj integral ima traZenu
funkcionalnu ovisnost Hy(¢). Tada jedna parcijalna integracija daje

H) = - [ Hle)r'e - i, (471

gdje smo pretpostavili, da integrirani dio iS¢ezava. To nije bitna pretpostavka,
ali olakSava notaciju, a Cesto je i istina, kad h sadrzi gustocu nivoa. Promjenom
varijable, x = ¢ — p,

Hu) = — / " Ho(y+ 2)f'(@)d. “.72)

i sad dolazi glavni korak: funkcija H, se razvije u Taylorov red, koji se prikaze
operatorski:

1/ 2\
i=0

gdje je uvedena kratka oznaka za derivaciju po p, 6 = 9/Ju. Sad imamo jednos-
tavno

H(u) = O(B)Ho(p), (4.74)

gdje se operator O moZe izraCunati:

0 Lu(B+9) wkT§
Op) = 5/_00 (efr + 1)2dx  sinwkT§’

Sto treba shvatiti u smislu Taylorovog razvoja. Konkretno,

(rkT)? 0*  T(xkT)* O*
e R (D) (4.75)

H(p) = {1 +
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Ovo se zove Sommerfeldov razvoj.
Na primjer, funkcionalna ovisnost broja Cestica o kemijskom potencijalu je

KT)?
(WG Eotw+.. (4.76)

N(p) = No(p) +

ako je Ny(u) ta ovisnost na apsolutnoj nuli. Za slobodne Cestice,

§CM1/2,

No(p) = Cp®?, g(p) = 5

paje
kT)?
N(p) =Cpu®? + (WT)Cul/z + ...
Sad pogledajmo S$to ova ovisnost daje, ako je broj Cestica zadan. Tada je
N(p) = N = No(n) = C€F(O)3/27

gdje nas nitko ne moze sprijeciti, da zadani broj /N izrazimo uz pomo¢ poznate
funkcionalne ovisnosti na 7" = 0. PiSuéi e »(7") umjesto x, imamo

EEa|

Sto je lako invertirati do istog reda u temperaturi:

€F(0)3/2 — €F(T)3/2

- ) 01 —2/3
R(T) ~ (0 145 <€’;"(TO)>
— 2p(0) _1 - 71T—2 (;(TO)) +] . 4.77)

Odavde se vidi, da se povecanjem temperature Fermijev nivo malo spustio.

Znacenje kemijskog potencijala

Iz prethodnoga je jasno, da je kemijski potencijal fermionskog plina na niskim
temperaturama pozitivan. Pitanje je, kako to povezati s interpretacijom iz odjeljka
3.4.1, koja je objasnila, zaSto je on za klasi¢ni plin negativan. U stvari, ista in-
terpretacija moZe objasniti, zaSto je ovdje pozitivan. Promatrajuci relaciju (3.76),

95



opet se pitamo, koliko ¢e se entropija promijeniti, kad se doda Cestica. Nal' = 0
svi su fermioni u najniZim moguéim stanjima, 1 postoji samo jedna takva konfig-
uracija: entropija osnovnog stanja je nula. Ako se sad doda fermion, on ¢e doéi
na najniZe slobodno mjesto, i entropija je i dalje nula. Dakle, kad se doda Cestica,
entropija se uopce ne promijeni, pa mozemo direktno ocitati koliko se promijenila
energija: za cx(0), dakle (7T = 0) = €x(0). Kad je temperatura veéa od nule, ali
ne puno veca, vise se ne zna u koji nivo unutar +2k7" oko €5 (0) ¢e do¢i novi elek-
tron, pa se entropija nesto poveca. Sistem treba malo ohladiti da se to nadoknadi,
no ne toliko, koliko se energija povecala dodavanjem elektrona; ukupni efekt je
da je kemijski potencijal 1 dalje pozitivan, ali se malo smanjio, bas kao $to smo
izraCunali u prethodnom odjeljku.

Iz ovoga se moZe naslutiti, da ¢e kemijski potencijal postati negativan, tek
kad temperatura potpuno ‘rastopi’ degenerirano zaposjednuée niskoenergetskih
stanja, tj. kad viSe ni za jedno stanje necemo biti sigurni da je u njemu elektron. To
se dogada na temperaturi ~ 7', koja je za elektrone vrlo visoka, oko 100 000 K.
Za atome, sjetimo se da je atomska masena jedinica oko 2000 elektronskih masa,
a ‘tipicni’ atom ima ~ 50 masenih jedinica; dakle, kemijski potencijal postane
negativan ve¢ ispod 1 K.

4.3 Idealni bozonski plin

4.3.1 Velekanonski potencijal i broj Cestica

Formalni prvi koraci u opisu bozonskog plina su isti kao i za fermione, samo treba
staviti n = 1 u particionoj funkciji (4.19). Velekanonski je potencijal dakle

L
O, B) = —kTUg = kT In (1 — e 0=)) (4.78)
i=1
odakle se odmah vidi, da mora biti
w—e; <0 4.79)

za sve energije ¢;, inaCe bi velekanonski potencijal imao imaginarni dio. Jed-
nadzba stanja, koja povezuje broj Cestica sa kemijskim potencijalom, je slicna

fermionskoj:
o0 L eBlu—ei)

v, T i=1
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Ovo se mozZe interpretirati kao (N) = > . n;, gdje je

1

ocekivani broj bozona u i-tom stanju. Raspodjela (4.81) zove se Bose-Einsteinova.
Vidi se da bi ‘zabranjena’ vrijednost kemijskog potencijala, p > ¢; za neki ¢,
znacila da u tom stanju ocekujemo negativan broj Cestica, $to je o¢ito nemoguce.
Nadalje, broj n; moZe biti proizvoljno velik, ako je kemijski potencijal dovoljno
blizu odgovarajucoj energiji jednocesti¢nog stanja. No kako kemijski potencijal
ne smije biti veéi ni od jedne takve energije, proizlazi da ¢e on prije potaknuti
divergenciju zaposjednuca najnizeg stanja, nego i jednog drugog. ‘Divergencija’
ovdje znaci, da bi se u najniZzem stanju nasao konacni dio ukupnog broja Cestica.
Drugim rijeCima, gustoca nivoa bi se morala pisati

g(e) = (e —e1) + g(e), (4.82)

N =Ny + /g(e)ds, (4.83)

kao znak, da u najniZem stanju mozZe biti makroskopski mnogo Cestica.

4.3.2 Vjerojatnost zaposjednuca i klasi¢na granica

Zabozone, vjerojatnost zaposjednuca i-tog stanja se opet moze racunati kao vjero-
jatnost fluktuacije:

pi = ;—é
el
1 L
- (eﬂ(uf&) + e2Blu—ei) 4 ) H (1 + ePlu—es) 4 o2B(u—ej) 4 )
Za i
— eﬁ(u—ei)@ = eflo—ei) (4.84)

G

pa se vidi, da se velekanonski potencijal i za fermione i za bozone moze pisati

Qp, B) = kT Y In(1—pi), (4.85)
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gdje je p; vjerojatnost zaposjednuca i-tog stanja, dana sa (4.84) za bozone, a Fer-
mijevom funkcijom (4.32), p; = f.(e;), za fermione. Ovaj je izraz zgodan za
prijelaz u klasi¢nu granicu. Naime, tada je vjerojatnost zaposjednuca bilo kojeg
odredenog jednocesticnog stanja malena, p; < 1, pa se logaritam moZe razviti u
red, do prvog ¢lana u e

Qu, B) = —kT Y p; — —kTeP> " e = —kTe™Zo(1,8),  (4.86)
a kad se uzme u obzir da je jednodesti¢na funkcija izvodnica idealnog plina V/\3,
dobije se upravo (3.89). Vidimo da je ovakva, mikroskopska, interpretacija klasicne
granice konzistentna s ¢injenicom da je kemijski potencijal u toj granici negativan:
to ¢ini vjerojatnost zaposjednu¢a malenom za sva stanja.

Primijetimo, da vjerojatnost zaposjednuca (4.84) za bozone naizgled opet ima
Gibbsov oblik, e #. No to je privid: ona je samo vjerojatnost da stanje nije
nezaposjednuto, a ako jest, njegova energija ovisi o broju bozona, pa bi Gibbsova
vjerojatnost bila nesto kao >,y e ?NVF a to nije rezultat (4.84). S obzirom
da je energija vazno svojstvo stanja, u racunima se puno &e$ée pojavljuje Bose-
Einsteinova raspodjela (4.81), nego vjerojatnost zaposjednuca (4.84).

4.3.3 Bose-Einsteinova kondenzacija

Opca kanonska formulacija [5]

MoZemo se pitati, kad e se u najniZzem stanju pojaviti znacajan dio ukupnog broja
Cestica. Ovo je najlakSe vidjeti u kanonskoj slici. Naime, iz oblika velekanonske
funkcije izvodnice

(1 + ePlu—ei) + e2B(u—ei) + e3Bu—ei) 4. )

=

ZG(M?/B) =

=1
se vidi, da ¢e se u njoj ¢lanovi oblika

eNB(n—ei)

za zadani N pojaviti tocno jedan puta; to je onaj slucaj, kad u ¢-tom faktoru pro-
dukta Zg(p, 5) izaberemo bas taj ¢lan, a u svima ostalima jedinicu. Dakle, u
kanonskoj funkciji izvodnici za bozone se pojavljuje doprinos

L
Zo(N,B)=> e ™4 =Zo(1,NB) + ...
i=1
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od konfiguracija, kad su svi bozoni u istom jednocesti¢nom nivou. S druge strane,
u Zco(N, 5) se pojavljuje i klasi¢ni doprinos, koji je jednostavno N-ta potencija
jednocesti¢ne funkcije izvodnice, ‘popravljen’ sa N!:

. N
Zc(N,B) = % <Z 6_65i> + ...

i=1

I ovdje se krije jedan ¢lan oblika Zo(1, N3), ali je potisnut sa 1/N!. Kvantna
korekcija doprinosa ovog Clana, koja potjeCe od neraspoznatljivosti bozona, je
ogromna! Ukupno moZemo pisati

Zo(N, B) = %20(1,5)N+ZC(1,N5) +.., (4.87)
gdje preostali ¢lanovi daju kvantne korekcije doprinosa prvog ¢lana, u kojima je
viSe od jednog, a manje od N bozona u istom stanju. [U stvari, drugi ¢lan bi se
ovdje trebao mnoziti faktorom (1 — 1/N), jer je jedan doprinos tog oblika veé u
prvom clanu, ali to je oCito zanemarivo.]

U izrazu (4.87) imamo glavno takmicenje izmedu klasi¢nih i kvantnih efekata.
Ocito je vjerojatnost da ¢e nasumicno izabrani predstavnik ansambla imati svih NV
bozona u istom stanju N! puta veca, nego da su bozoni klasi¢ne Cestice. No pitanje
je, koliki udio imaju takvi predstavnici ansambla: hoce li nasumic¢no odabrani
predstavnik biti takayv, ili je vjerojatnije da ¢emo ga zateCi u stanju gibanja, koje
se ne razlikuje od klasi¢nog? To moZemo vidjeti brojeci koliko koji ¢lan u (4.87)
ima elemenata sume; sjetimo se da svaki element odgovara jednom stanju gibanja,
izmedu kojih biramo predstavnika ansambla sa a priori jednakim vjerojatnostima.
U prvoj sumi ima L” elemenata, od toga se po N! odnose na isto stanje, dakle
zastupljeno je L™ /N! ~ (L/N)¥ razli¢itih stanja; u drugoj je L elemenata, koji
svi predstavljaju razli¢ita stanja. Ako je N vrlo velik, omjer (L/N)" ima prak-
ticki samo dvije vrijednosti, nula i beskonacno, ovisno da li je L manje ili vece od
N. Dakle, u prvom slucaju je gotovo sigurno da neéemo vidjeti bozone u nekoj
‘klasi¢noj’ konfiguraciji, a u drugom, gotovo sigurno ho¢emo. Pri tome je vazno
uociti, da broj L u stvari ovisi o temperaturi, jer nas ne zanima ukupni broj jed-
noCesti¢nih stanja, nego samo efektivni broj stanja, koja su na danoj temperaturi
znacajno pobudena. Dakle, kako se temperatura smanjuje, efektivni L se sman-
juje, i moze dodi do prijelaza, koji je prema gore izloZenom vrlo nagao, ako je
broj Cestica velik.
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Kanonska formulacija za slobodne bozone

Iz jednadzbe (3.80) se moZe ocitati jednoCesticna kanonska funkcija izvodnica za
slobodnu cesticu, v
ZC(L 5) = E>
gdje je A\ termalna de Broglieva valna duljina (3.71). Kako je upravo izloZeno,
ako oc¢ekujemo ‘guzvu’ bozona u faznom prostoru, izraz (3.80) nije dobra ocjena
kvantne funkcije izvodnice, i treba barem dodati ¢lan sa kondenziranim bozonima:

2ot () 2t = [220) s L [020)

(4.88)

NI A3 VN A3
(4.89)
Ocito Ce do prijelaza do¢i, kad je

eV/N = \?, (4.90)

ili, kad se uvrsti definicija A, (3.71), na temperaturi

2
B2 N3
KT = — |2 — 491

= 27 () @on

Kad se uvrsti molarna gustoéa *He, 27.6 cm ™3, dobije se T, ~ 3.1 K, $to
nije daleko od temperature supratekuéeg prijelaza, 7, = 2.19 K. Primijetimo,
medutim, da je ovdje temperatura prijelaza definirana kao ona, u kojoj ‘nestaju’
klasi¢ne konfiguracije, dok je uobiCajena definicija da je ta temperatura ona, u
kojoj se pojavljuje makroskopski kondenzat. Ovu drugu temperaturu je lakSe naci
u velekanonskom formalizmu, no vidjet ¢emo, da se one ne razlikuju previse.

4.3.4 Kemijski potencijal i broj kondenziranih cestica

Uzmimo, jednostavnosti radi, da je najniZa jednocestiCna energija u sistemu jed-
naka nuli. Tada kemijski potencijal bozona mora biti < 0. Ako je Su < 0,
Bose-Einsteinova raspodjela tezi Maxwellovoj:

1

- - B(p—e)
e — — e . (4.92)

To je jasno, jer je tada energija ¢ = p, na kojoj se raspodjela cudno ponasa,
daleko izvan fizikalnog reZima: realne energije € > 0 su u ‘repu’ raspodjele, koji
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je Maxwellov, kao i kod fermiona. Ako je pak p blizu nuli, kaze se da je raspodjela
degenerirana.

Kad temperatura tezi nuli, svi ¢e se bozoni skupiti u osnovnom stanju, te je
prema tome

) 1

ako je €; = 0, kako smo se dogovorili. Ova se grani¢na vrijednost moZe postici
ako —fu — 1/N, dakle kemijski potencijal mora rasti prema nuli, kako temper-
atura pada, po pravilu:

u— —kT/N. (4.94)

Zgodno je uvesti razmazanost raspodjele,
£ =efr (4.95)

pa ako je £ ~ 0, raspodjela je jako razmazana 1 nalazimo se u klasicnom rezimu,
dok ¢ ~ 1 znaci degeneriranu raspodjelu. Sad moZemo pisati

¢ * gle)de
N_IT§+/OOW. (4.96)

Ako se uvrsti gustoca nivoa slobodnih Cestica, g(g) ~ /¢, razvojem u red i inte-
gracijom Clan po ¢lan se dobije

N=——+ Y P(e) = No+ N, (4.97)

gdje je

F) =7 :;:;2 (4.98)

iskljucivo funkcija razmazanosti. Kad & — 1, broj Cestica izvan osnovnog stanja
bit e najvise
V Vv
N' = FF(D =2.612—. (4.99)
Ako sad definiramo neku valnu duljinu )\, analognom relacijom za ukupni broj
Cestica,
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imamo zgodan izraz za broj Cestica u osnovnom stanju:

, (4.100)

No=N-N =N(1-N/N)=N [1— (T)
0

gdje smo uvrstili definiciju termalne de Broglieve duljine. Ova ocjena temperature
kondenzacije T je vrlo bliska ocjeni 7}, koju smo imali prije (tamo je stajalo
e = 2.71... umjesto 2.612). Numericki, 7 je oko 2.5 % niza od Tj;. MoZemo
reci, da su u rasponu temperatura 7) < 7' < T; konfiguracije nekondenziranih
bozona joS uvijek dominantno klasi¢ne.

Znacenje kemijskog potencijala

I ovdje moZemo ponoviti analizu iz odjeljka 3.4.1, da bismo shvatili ponaSanje
kemijskog potencijala bozona. Ako je temperatura ispod one, kod koje se stvara
kondenzat, novi ¢e bozon uéi u kondenzat, Cija je entropija nula, bez obzira koliko
je u njemu Cestica, pa je kemijski potencijal bozonskog sistema nula, dok god
postoji kondenzat. Cim se on ‘rastopi’, novi bozon ée povecati entropiju sustava,
tako da treba smanjiti unutarnju energiju, ako Zelimo ostati na adijabati. Dakle,

kemijski potencijal bozona postane negativan, ¢im se temperatura poveéa iznad
Th.

Supratekucost

Treba razlikovati Bose-Einsteinov kondenzat (BEC) u idealnom plinu od supratekucine,
kakva nastaje u “He na 2.17 K. Radi se o fizicki dva razli¢ita objekta. BEC
znaci da je Ny, oCekivana vrijednost broja Cestica u osnovnom stanju, termodi-
namicki velika. Oc¢ekivane vrijednosti su prve derivacije termodinamickih poten-
cijala, dakle divergira prosjek jedne veliCine, konkretno broja Cestica, i vrijednost

toga prosjeka se pojavljuje kao parametar uredenja sustava, koji trne na prije-

lazu prema jednandZzbi (4.100). Broj Cestica u osnovnom stanju se dakle ponaSa
izravno analogno spontanoj magnetizaciji kod feromagneta, koja takoder nestaje
iznad temperature prijelaza.

S druge strane, supratekucost zna¢i da ako imamo “He u cijevi ispod temper-
ature prijelaza, i malo povucemo cijev duZ osi, ona e zbog hrapavosti povuéi za
sobom samo dio tekucine koji nije supratekuc, odnosno, ako se preselimo u sustav
u kojem cijev stoji, vidjet cemo da se kroz tekucinu kao jedinstven blok pomice
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samo supratekucina. Na razini slobodne energije, takvo stanje moZemo opisati sa

Mv?

F=Fo+ No——,

(4.101)

gdje je N4 broj atoma u supratekucoj frakciji, a v brzina cijevi. OCito je Ny ~
0?F/0v?, dakle N, je druga derivacija termodinami¢kog potencijala, te prema
tome divergencija (makroskopski broj) N, fizi¢ki predstavlja divergenciju jedne
susceptibilnosti. ZamiSljeni eksperiment kojim smo je identificirali 1 jest upravo
definicija susceptibilnosti: ako sustav malo gurnemo, a on se jako nagne, suscepti-
bilnost je velika. Na primjer, ako malo povuéemo cijev, a sav “*He ostane na miru,
imamo N;/N = 100%, sav je helij supratekud, $to je upravo slucaj na apsolutnoj
nuli. Mjerenja medutim pokazuju, da je pri tome frakcija BEC-a svega oko 8%.

4.3.5 Planckova raspodjela i Stefan-Boltzmannov zakon

Poseban je slucaj idealnog bozonskog plina, idealni plin fotona. Buduci da fo-
toni nisu ocuvane Cestice, svi brojevi fotona su a priori jednako vjerojatni; dakle,
za njih kanonska funkcija izvodnica nema smisla, nego treba sumirati po svim
moguéim brojevima fotona:

> Ze(N,B) = Za(0, ), (4.102)
N

Sto upravo odgovara velekanonskoj izvodnici sa kemijskim potencijalom p = 0.
Nadalje, bududi da je masa fotona nula, ne moze se koristiti izraz kojeg smo vec
izveli za gustoCu stanja; no nju moZemo dobiti derivirajuci ukupni (kumulativni)
broj stanja na 7" = 0. Ovaj je jednak
4p3 k3
N =2VV,/h* =2V -V
% 3h3 3n2’
gdje je umjesto 2s + 1 stavljen faktor 2 od dvije moguce polarizacije. Kako je za
fotone € = Aick = hr, imamo

(4.103)

N()=V— 4.104
te je
dN g2
de = —de =V ———=d 4.105
9le)de e © m2(he)? c ( )
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ili
SV

3

vdv. (4.106)

G(v)dv =
Broj fotona u rasponu frekvencija dv kod frekvencije v je onda

8tV v?

n(v)G(v)dv = B SRR 1du. (4.107)

Svaki foton nosi energiju hv, pa je gustoca energije na frekvenciji v

&1h V3
c3 ew/kT _ 1°

u(y,T) = (4.108)

Ovo je slavna Planckova raspodjela, prva to¢na kvantna formula u povijesti fizike.
Ukupna izracena energija po jedinici volumena je onda

U o0 8th (kT\* [ s3ds
Y _ Ty — 2220 (22 . 4.109
1% /0 u(v, T)dv 3 (h)/o es — 1 ( )

Integral iznosi 7 /15, pa se ukupno moZe pisati

(4.110)

Sto se zove Stefan-Boltzmannov zakon.

4.3.6 Einsteinova interpretacija Planckove formule

Einstein je uocio da Planckova formula daje jako ograni¢enje na moguce teorije
atoma, posebno na opis interakcije atoma sa elektromagnetskim poljem. Ogranicenje
je jako jer pociva na vrlo blagim pretpostavkama.

Prva je pretpostavka da atomi prilikom emisije i apsorpcije fotona mijenjaju
svoja diskretna stanja gibanja, koja su obiljeZena energijom. Dakle ako atom u
diskretnom stanju n, energije ¢, apsorbira foton energije AE > 0, nadi e se u
nekom stanju m, energije €,,, = €, +AF. Druga je pretpostavka ona kojom je sam
Einstein objasnio fotoefekt, naime AFE = hv, gdje je v frekvencija fotona. Treca
je pretpostavka, kako bi nacelno izgledao izraz za vjerojatnost prijelaza. Ako je
atom u stanju n (niZe energije), Einstein pretpostavlja da se vjerojatnost prijelaza
moze pisati

P m = NyAum N (v) 4.111)
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gdje je N, broj atoma u stanju n, A,,, neka ‘intrinsi¢na’ vjerojatnost prijelaza,
koju treba dati teorija atoma, a N (v) broj fotona energije hv, koji nose energiju
potrebnu za prijelaz. S druge strane, ako je atom u stanju viSe energije,

Prsn = Ny Apin N (V) + Ny B, (4.112)

gdje je B,,., neka vjerojatnost da atom prijede ‘sam od sebe’, jer ima potrebnu
energiju. Primijetimo da faktor A,,,, a priori moze biti i nula, jer nije receno zasto
bi fotoni odredene energije pomagali i u prijelazu nadolje, takozvanoj induciranoj
relaksaciji. Kako god bilo, u termodinamickoj ravnoteZi mora vrijediti

Prsn = Pussm, Nyp = Nye 88T (4.113)

Prvi je izraz jednostavno uvjet da sistem ne evoluira u vremenu, a drugi je Nern-
stova relacija (omjer Gibbsovih vjerojatnosti), $to je posljedica Cinjenice da je
ravnotezna raspodjela za pobudenja atoma Gibbsova. (Sjetimo se da se jedan
uzorak klasi¢nog idealnog plina moze promatrati kao Gibbsov ansambl pojedinih
atoma.)

Kad se uvrste izrazi za P,,_,,, 1 P,,_,, u uvjet za ravnotezu, dobije se

Bun
N(v)= T - (4.114)
Usporedba s Planckovom raspodjelom, odnosno izrazom (4.107), daje
By 8712
A = Ay, 52 = 2, (4.115)

Amn 3

Otkrili smo dvije stvari. Prvo, teorija interakcije atoma i zracenja mora dati rezul-
tat, da je pobudenje atoma elektromagnetskim poljem jednako vjerojatno kao i
inducirana relaksacija. Drugo, omjer vjerojatnosti spontane i inducirane relak-
sacije je to¢no odredena funkcija frekvencije, upravo gustoc¢a nivoa fotona 4.106.
Oba rezultata zajedno predstavljaju strogi test svake teorije atoma.

Fermijevo zlatno pravilo

Cinjenica da je omjer koeficijenata B,,, i A,,, jednak gustoéi stanja fotona je
znak da atomski prijelazi ne izbacuju fotonski plin iz termodinamicke ravnoteze,
odnosno da su adijabatski. Dakle se broj pobudenih atoma mijenja na puno duZim
skalama od termalizacijskog vremena fotonskog plina. Enrico Fermi je primijetio
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da je kod kvantnih dogadaja vrlo Cesto istina, da se sustav konacnih stanja procesa
(ovdje: fotonski plin) relaksira puno brZe nego traje sam taj proces (ovdje: deeksc-
itacija pobudenih atoma). Tada ¢e ukupna ucestalost dogadaja biti umnozak vjero-
jatnosti jednog dogadaja i gustoe konacnih stanja, bas kao gore:

Bun = AmnG (V). (4.116)

Ovo se zove Fermijevo zlatno pravilo. Zlatno je jer su adijabatski uvjeti tako Cesto
ispunjeni, da ga gotovo moZemo Kkoristiti kao prirodni zakon.

Slikovito ga moZemo ovako predociti. Recimo da se investitori trenutno pri-
lagodavaju situaciji na trzistu, a uvjeti za dobivanje kredita se dugo ne mijenjaju.
Tada ¢e plasman banke biti jednostavno umnoZzak vjerojatnosti da se odobri kredit
investitoru koji ispunjava neke uvjete, i broja takvih investitora u okolini banke
(gustoda stanja na danoj frekvenciji!). No ako investitora ima malo i spori su kao
1 banka, moZe se desiti da svaki koji je trazio kredit utjeCe na uvjete koji ¢e za-
te¢i iduéega: tada ne vrijedi adijabatska faktorizacija, jer veze medu investitorima
viSe nisu slabe, kao kad nastaju putem nasumi¢nog djelovanja trzista. Isto tako,
zracenje lasera nije zraCenje crnog tijela, jer se pojavljuje kinematicka korelacija
medu emitiranim fotonima, kad atomski sustav nije u termodinamickoj ravnotezi.

4.4 Neraspoznatljive Cestice zadanog broja

4.4.1 Stanja u oscilatorskom potencijalu

Postoji jedan slucaj kad je (ipak!) lako dobiti sumu po stanjima za proizvoljni
zadani broj fermiona, ili bozona, dakle kanonsku funkciju izvodnicu, iako jed-
nocestiCna stanja nisu degenerirana. Ako popunjavamo stanja harmonickog os-
cilatora, ¢, = (n + 1/2)hv, sa N bozona, kanonska je funkcija izvodnica

2 (NT) =g ST g, (4.117)
0<i <iz<...<in <oo

gdje smo stavili ¢ = e~"/*T a faktor ¢"V/? potje¢e od hv/2 u formuli za jed-

nocesticni spektar. Ovdje se moZemo rijesiti meduovisnosti indeksa, zahvaljujuéi

jednostavnosti izraza za ukupnu energiju. Bududi da je

i1 +io+...iny = Nig+ (ig —i1) + ... (In — 01), (4.118)
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moZemo preimenovati razlike indeksa u nove indekse, (is — i;) — s itd., tako da

imamo
qN’i1+i2+...iN

pod sumom, dok je ograni¢enje na nove indekse
0§i1<00,0§’i2§...§i]\[<00

jer indeksi od 75 dalje viSe ne ovise o ;. Ovaj postupak ocito mozemo iterirati, pa
izlazi

B 7 —1) %
ZONB) =2 3" g YT g N g =
0<71 <00 0<ia <00 0<iny<oo

1 1 1
_ _—Nhu/2kT o
—e | — o—h/kT | _ g—2h/kT | _ p—Nhu/kT’ (4.119)

gdje se sad N neraspoznatljivih Cestica pretvorilo u N raspoznatljivih kolektivnih
stanja, od kojih svako ima energetski spektar oscilatora, ali sa razli¢itim ljestvi-
cama. Prvo, koje potjece od indeksa ¢, ima ljestvicu hv, drugo dvostruko veéu,
2hv, 1 tako dalje do posljednjeg, sa ljestvicom Nhv, koje potjee od ;. OCito
jesu raspoznatljiva, jer svako popunjava svoju ljestvicu kao da drugih nema, to¢no
kako bi se ponasala klasi¢na stanja N Cestica razliCite mase:

Zas.(N) = Zpy (1) Zopy (1) - - - Znpu(1).

MoZemo ih shvatiti kao Fourierove komponente, s time da je amplituda svake
komponente dan njenim brojem zaposjednuca. Utoliko se moze reci da je har-
monicki oscilator jedini sustav Cija su kvantna i klasi¢na rjeSenja ista, jedina je
razlika u tome, jesu li im amplitude kvantizirane. Zato se elektromagnetsko polje
moze kvantizirati tako, da se razvije u klasi¢éne Fourierove komponente, i onda im
se samo kvantiziraju amplitude.

Za fermione, racun je iznenadujuée malo razlicit. Fermionsko ogranicenje na
indekse

0<1 < <...<iy <0

se moze pretvoriti u bozonsko fiksnim pomacima
0<i;<(ia—1)<(i3—2)...<(ixn—(N—-1)) <0
te se odgovarajuée preimenovanje indeksa nadoknadi prefaktorom

14243+..+(N—1) N1

q =4q
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u kojem se prepozna Fermijeva energija na 7' = 0. Ostatak racuna ide isto kao za
bozone, pa je fermionska suma po stanjima

N
(F NIN=D) (B _N2hy 1
ZC)(N,T):(] 2 Zé)(N,T):B Nh/2kTHW, (4120)
k=1
te je za fermione ukupni prefaktor ¢V°/2, dok je za bozone bio ¢™/2. Ovakva

netrivijalna ovisnost energije osnovnog stanja o nekoj potenciji broja Cestica IV je
vec videna i kod “obi¢nog” fermionskog plina (stanja u kutiji a ne u oscilatorskom
potencijalu), gdje je

U(T = 0) ~ EY* ~ N°/3

isto tako bila posljedica Paulijevog principa. Kod bozona je ovisnost uvijek lin-
earna s brojem, jer na’7" = 0 svi idu u osnovno jednocCesti¢no stanje, pa se njegova
energija jednostavno pomnoZzi sa V.

Pojava klasi¢nih normalnih modova kao egzaktnih rjeSenja kvantnog neinter-
agirajueg sustava je ovdje ovisila o specijalnom obliku spektra. Medutim, ona
ukazuje na vazan princip ‘“kolektivizacije” u prirodi, gdje nezavisna ili gotovo
nezavisna stanja gibanja Cesto ukljucuju veliki broj Cestica, kao $to je npr. slucaj
sa valovima zvuka. Pri tome je karakteristicno da “najkolektivnije” stanje ima
najniZu energiju, Sto se na neki karikirani nacin i ovdje dogodilo: kolektivno
stanje s najnizom ljestvicom hv je nastalo preimenovanjem zadnjeg indeksa, koje
je moralo ukljuciti sve ostale:

IN >IN —1] —ly— ... — IN_1.

4.4.2 Prakticni racuni u konacnom sistemu [6]

Kao $to se iz prethodnih razmatranja vidjelo, nije lako dobiti kanonske funkcije
izvodnice za neki veliki, ali kona¢ni broj neraspoznatljivih Cestica, ako je spek-
tar proizvoljan. Na Zalost, direktno izvrednjavanje kanonske sume po stanjima je
numericki vrlo nestabilno. To je zato, $to ¢e na kona¢noj temperaturi dominirati
stanja Cija je energija E; ~ (F) veca od energije osnovnog stanja Fy, pa su pri-
padne eksponencijale e #Fi < e=#F0, a razlog $to one dominiraju je $to ih puno
ima, dok je osnovno stanje samo jedno:

W (N, (E))e ) > W (N, Ey)e o = ¢PEo, (4.121)
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Dakle, racunalo koje ‘redom’ izvrednjava stanja bi moralo na¢i ona dominantna
kao sumu puno malih brojeva, od kojih je svaki mnogo manji od onog, s kojim
suma zapocinje.

Zato je sreca da je relativno lako direktno dobiti rekurzivnu relaciju za vjero-
Jjatnosti zaposjednucéa u kanonskom ansamblu. Ovo omoguéuje jednostavno nu-
mericko racunanje svih termodinamickih veliina za kona¢ne sisteme neinteragi-
rajucih Cestica, pomocu formule

=D _pidi (4.122)

Izvod ide u tri koraka.
Prvo, treba uociti da se vjerojatnost zaposjednuca j-tog stanja u kanonskom
ansamblu neinteragirajucih Cestica moZe pisati

1 11
p; = ——i In Zo(N, B) = ———i S e (4.123)

To je lako: za neinteragirajuce Cestice, svaka je energija oblika
Ei:8i1 +"'+€iN7 (4124)

pa kad se derivira po nekom zadanom ¢;, u sumi po stanjima ostaju samo ona

gdje je to stanje popunjeno, jer inaCe derivacija daje nulu. Tamo gdje ne daje

nulu, derivacija samo pomnoZi eksponencijalu sa — /3, dakle ukupno smo dobili

sumu ograni¢enu na ona stanja gdje je j-to stanje popunjeno, pa kad je normiramo

sumom po svim stanjima, dobijemo ba§ vjerojatnost popunjenja j-tog stanja.
Drugi je korak ¢isto formalne prirode: napiSemo identitet

ZxNZC(N, B) = exp :FZIH (1$xe’35i)] (4.125)
~ -
[ :]:1 k+1
= exp Z Z e kbei (4.126)
Lk>1

(gornji predznak je za bozone), te ga deriviramo po —f¢; za zadani ¢;:

N’ / (il)kle ok e kB
Zx Zo(N, B)p;(N, B) = Z:c Zo(N'.B)>  —— - ke *%i  (4.127)

k>1
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gdje je p;(N, B) vjerojatnost zaposjednuca j-tog stanja za sistem od N Cestica.
Na desnoj strani mozemo uvesti novi indeks N = N’ + k, pa je

ZmNZC N, B)p;(N, B) = Zm Z + 1) Zo(N — k, B)e ™ . (4.128)

k=1

Usporedivanjem potencija 27V !, imamo

Zo(N +1,8)p;(N +1,8) = (4.129)
N+1
= ) (EDZo(N =k +1,8)e M (4.130)
k=1
—  Zu(N, B)e (4.131)
N+1
+ 3 (FED)HZe(N — k+ 1, B)e 5 (4.132)
k=2
= Zo(N,B)e P [1 £ p;(N, B)]. (4.133)
" Ze(V, 0
C— —Be; )

Ovo je ve¢ trazena rekurzija, no za numeriéku efikasnost kljucan je treéi korak,
koji omogucuje racunanje normalizacije bez eksplicitnog izvrednjavanja funkcija
izvodnica (to je ono, Sto cijelo vrijeme pokuSavamo izbjeci). Dakle: kad sumi-
ramo ovaj izraz po svim stanjima, dobit ¢emo

ZC(Na 6)

Niy1=_20v00)
ZC(N+175)

> e L pi(N, B, (4.135)

jer suma jednocCesti¢nih vjerojatnosti zaposjednuéa po svim stanjima mora dati
broj Cestica. Bit je u tome, da je suma koja se tu pojavljuje numericki stabilna,
te se omjer funkcija izvodnica moZe dobiti sa zadovoljavaju¢om to¢nos¢u, a da
se njih same ne racuna. Jedino se za fermione na niskim temperaturama dogodi,
da vjerojatnost zaposjednuéa pocne teziti jedinici, pa se konacan broj opet mora
dobiti kao suma puno malih, $to je nestabilno.
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Poglavlje 5

Primjeri 1 modeli

5.1 Barometrijska formula

Jedan jednostavan nacin da se vidi efekt kemijskog potencijala jest da se sistem
stavi u vanjsko polje. Naime, za sistem u termodinamickoj ravnoteZi, kemijski po-
tencijali razlicitih njegovih dijelova moraju biti jednaki: inace ¢emo imati trans-
port Cestica iz jednog dijela sistema u drugi. Ako se vanjskim poljem nametne
varijacija kemijskog potencijala kroz sistem, termodinamicka ravnoteza ¢e se us-
postaviti pri neravnomjernoj raspodjeli Cestica, bas takvoj, da se poniSti nametnuta
varijacija kemijskog potencijala, tako da on opet postane uniforman, tj. nestane
makroskopski transport Cestica.

Jedan od ranih problema sa ‘molekularnom hipotezom’ bio je taj, da nije
bilo jasno, postoji li neko ogranic¢enje na veli¢inu Cestica koje ‘sudjeluju u ter-
modinamici’: konkretno, ako imamo koloidnu suspenziju, tj. Cestica dovoljno
krupnih! da se vide, u vodi, da li ove makroskopske &estice doprinose pritisku,
prema ekviparticionom teoremu? Direktno mjerenje njihovog doprinosa ne dolazi
u obzir; zbog malog broja Cestica, o€ito je da ¢e njihov parcijalni tlak biti vrlo
malen.

Rjesenje ovog problema je nasao Einstein, koji je primijetio, da ¢e koloidne
Cestice, ako su doista u termodinamickoj ravnotezi s okolinom, morati imati s
njom izjednacen 1 kemijski potencijal. Dakle, kad je sistem u vanjskom polju,
njihova raspodjela nece biti uniformna.

"Promjer im je obi¢no oko 1 pm, §to je premalo da se direktno vide, no ako su opticki aktivne,
koncentracija im se moZe mjeriti promatranjem zakretanja ravnine polarizacije.
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Opcenito, energija vanjskog polja se dodaje unutarnjoj energiji sistema,
U= UO + Uvanjskaa (51)

te nije a priori jasno, kakvu Ce to izazvati promjenu kemijskog potencijala. No
ako je sistem na konstantnoj temperaturi i pritisku, ne€e unutarnja energija biti ek-
stremalna, nego Gibbsova, tako da pomak ravnoteze u vanjskom polju opisujemo
Legendreovim transformatom gornjeg izraza,

G = GO + Uvanjskm (52)

ili, koriste¢i G = Ny,

gdje je u energija vanjskog polja po Cestici. Dakle, u ovom slucaju ¢e se vanjsko
polje vezati direktno na kemijski potencijal.
Na primjer, u gravitacionom je polju kemijski potencijal pomaknut za poten-
cijalnu energiju Cestice,
= o + mgz. (5.4)

Za idealni plin, znamo jednadZbu stanja, koja povezuje kemijski potencijal 1 kon-
centraciju, u odsustvu vanjskog polja:

N)3

1o = KT'In (7) | (5.5)

dok ¢e ravnotezni kemijski potencijal i u vanjskom polju biti konstantan:
N3
kT In S + mgz = const., (5.6)
a kako je pri konstantnoj temperaturi ovdje varijabilna jedino koncentracija, slijedi

N

— = const.e PmI*, 5.7
v (5.7)
a analogna formula vrijedi i za pritisak sam, p = NkT'/V. Ovo se zove barometri-
Jska formula, i moZe se direktnim mjerenjem pokazati, da je koloidne Cestice sli-
jede. Dakle, nema principijelnih ogranicenja na veli¢inu Cestica, od kojih mozemo
graditi ansamble.
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5.2 Kemijske reakcije

Isto kao $to sistem vrs$i mehanicki rad pritiskom, §ire¢i volumen, tako se moZe reci
da vrs$i kemijski rad kemijskim potencijalom, mijenjajuéi broj Cestica odredene
vrste. Za kemicara, to je jedini koristan rad; njemu je svejedno, Sto se pri nekoj
kemijskoj reakciji mozda promijenio volumen otopine, kad je svrha reakcije da
napravi nove Cestice (molekule). Termodinamika opisuje ravnotezu izmedu raznih
vrsta molekula; ako pomijeSamo Cestice u neravnoteZnom omjeru, treba ocekivati
kemijsku reakciju, koja ¢e uspostaviti ravnotezu. Makroskopski opis ove teZnje
prema ravnoteZi je upravo izjednaCavanje kemijskih potencijala, kao Sto je to u
mehani¢kom slucaju izjednacavanje pritisaka.
Kao primjer kemijske reakcije, moZzemo uzeti

Hy+ Cly = 2HCI, (5.8)

Sto se opéenito moZe pisati

> v =0, (5.9)
J

gdje u gornjem primjeru j ide od 1 do 3, Ay, As i A3 su redom kemijski sim-
boli molekula H,, Cly i HCI, a v; su pozitivni ili negativni cijeli brojevi, koji
oznacavaju u kojim omjerima molekule sudjeluju u reakciji; tako, gore je v; =
Vo = 1i V3 = —2.

Pri konstantnom pritisku i temperaturi, $to su uobi€ajeni laboratorijski uvjeti,
ravnoteza je karakterizirana ekstremom (minimumom) Gibbsove slobodne en-
ergije G(p,T, N) = Np, ili

G
dG = j a—deNj = ;udej =0, (5.10)

jer su diferencijali dp i dT jednaki nuli. Kako svaka molekularna vrsta sud-
jeluje u promjeni ukupnog broja molekula s proporcijom v;, dN; = —v;dN, tou
ravnoteZznom stanju slijedi

> vy =0. (5.11)
J

Pretpostavimo sada reakciju u plinovitoj fazi; ako je svaka komponenta idealni
plin, za nju vrijedi veza (3.75) izmedu njenog kemijskog potencijala 1 parcijalnog
tlaka,

pj = KT Inp; + f5(T) = kT In(¢;p) + f3(T), (5.12)
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gdje je c; koncentracija j-te vrste molekula, a p ukupni tlak. Odavde je

> vy = kT vin(ep) + Y v fi(T) =0, (5.13)
J J

j
ili
E vilnec; = const.,
J

gdje konstanta ovisi samo o temperaturi i pritisku. Eksponenciranjem,

[[ =56, (5.14)
J

Sto se zove zakon djelovanja masa. Konstanta K (p,T') se zove ravnotezna kon-
stanta reakcije. Nju se moze pisati

K(p,T) =p =" exp (—BZ ij]) =p 2V A(T). (5.15)
J

Zanimljivo je uoCiti, da ovisnost o pritisku izostaje, ako je slucajno ) ;v =0,
kao kod naSe reakcije (5.8). Ovo je jasno, jer ako se ukupni broj Cestica reakcijom
ne mijenja, smjesa iskazuje stalno isti pritisak prema okolini, bez obzira koja je
vrsta Cestica za to odgovorna, pa nema nacina da pritisak utjeCe na ravnoteZu medu
njima. S druge strane, pogledajmo reakciju

H+ H <= H,, (5.16)

tako da je omjer koncentracija, po zakonu o djelovanju masa,

2

4] = @ (5.17)
[H,] p

Ovo znaci da je pri niskim pritiscima daleko veéa koncentracija disociranih atoma

vodika, nego molekula. To se doista vidi u meduzvjezdanom prostoru.

Zakon o djelovanju masa, koji je ovdje izveden za idealne plinove, moZe se
primijeniti i za reakcije u otopinama, ukoliko je otapalo inertno, tj. ne sudjeluje
u reakciji. Naime, sve Sto trazimo jest da Cestice medusobno ne interagiraju, a
to ¢e se tim lakSe postici, ako ih otapalo drZi razmaknutima. Ili, drugim rijecima,
velika razrjedenja, kod kojih se priblizavamo granici idealnog plina, lakSe je dobiti
u otopini, nego u plinskoj fazi, gdje se to postize vakuumom.
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Toplina reakcije

Toplina koja se razvije pri reakciji na konstantnoj temperaturi i pritisku je jednaka
promjeni entalpije H = U + PV = G + TS, dakle
oG 0 (oG
= TS)=6G-T—)=-T"—(—]. 1
0Q, =0(G+TS)=0(G aT) 5T (T) (5.18)

S druge strane, promjena Gibbsove slobodne energije je prema prethodnom up-
ravo

0G = —6N Y wip; = —kT |> v;In(p;) — In A(T) | 6N. (5.19)
J J
Odavde je toplina apsorbirana pri promjeni broja Cestica
0Qp ,01In A(T)
SN kT —ar (5.20)

5.3 Dvoatomne molekule

Dvoatomna molekula ima sedam ocitih kvadrati¢énih doprinosa energiji: tri od
translacionog gibanja centra mase, dva od rotacije osi molekule, te dva od vi-
bracija duZ osi: jedan kineticke i jedan potencijalne energije jednodimenzionalnog
oscilatora. Po ekviparticionom teoremu, tome bi trebao odgovarati toplinski ka-
pacitet ¢,y = TNk /2. Stvarno, medutim, veéina dvoatomnih plinova ima toplinski
kapacitet ¢,y = 5Nk /2 na sobnoj temperaturi, i taj ¢ak pada, kako se temperatura
snizuje. Pitanje je dakle, gdje su ‘nestali’ neki stupnjevi slobode.

Sjetimo se, da je ekviparticioni teorem (3.103) izveden, raCunajuéi srednju
vrijednost kvadraticnog doprinosa energiji,

_ Jas?ePtds 9 _Bas?
5(8)— W——%ln (& ds s
Sto pretpostavlja da varijabla s, o kojoj ovisi energija, mozZe imati kontinuirane

vrijednosti. No stvarno nije tako; stanja opisana sa s su diskretna, pa se ovaj
integral treba promatrati kao aproksimacija sume

—Bas?
> e,
i
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1 sada je jasno u ¢emu je problem: ako imamo ‘gusto’ energetsko stepeniSte, tj.
pomak indeksa za jedan daje mali (‘beskona¢no mali’) pomak varijable s, zam-
jena sume integralom je opravdana, i vrijedit ¢e ekviparticioni teorem. No ako
pomak indeksa daje veliki skok varijable s, ve¢ €lan exp(—as?/kT) moZe pri
nekoj niZoj temperaturi (veem 3) biti zanemariv prema exp(—as3/kT): suma
se svela na jedan ¢lan, koji potjece od osnovnog stanja u stupnju slobode s, i taj
stupanj slobode ne moze uopcée primati toplinu: kaze se da je ‘smrznut’. OCito
je, da je mjera ‘gustoée’ stepeniSta upravo k7: povisujuéi temperaturu, teoret-
ski ¢emo uvijek dodi u rezim, kada je razlika as?/kT i as3/kT po volji mala:
granica visokih temperatura je klasicna. Pitanje je samo, da li je ta temperatura
lako dostupna, a to ovisi o prirodi pobudenja, tj. veli¢ini a u izrazu as?.
Tako, za translaciono gibanje, imamo nivoe

R 2 2
Engnyms = %(k;nl + ky, + k), (5.21)
gdje je k; = jm/L. Stavimo li stranicu kutije L = 1 cm i masu 1072 g, tada je
prva energetska stepenica za translaciju

“14
Atrans = €1,00 — €0,0,0 ~ 1077 K.

Ocito, na svim dostupnim temperaturama, translacioni stupnjevi slobode ¢e do-
prinositi 3Nk /2 toplinskom kapacitetu, prema ekviparticionom teoremu.
Doprinos rotacionih stupnjeva slobode, koji su isto kineti¢ki, moZe se ocijeniti
iz Schrodingerove jednadZzbe za slobodnu Cesticu, napisane u sferi¢nim koordi-
natama:
"y — I (Lo vt wope 522
“om __%<ﬁ 00t ) =&t 22
Znamo da su svojstvene funkcije kutnog dijela kugline funkcije Y,,,(6, ¢), sa svo-
jstvenom vrijednoséu (konstantom separacije) —(({ + 1), pa imamo
2 2
h_vg@y;m — B, = R+ 1)

2mr?

Yim, (5.23)

2mir?

gdje se pojavila karakteristi¢na veli¢ina mr? = 7, moment inercije oko ishodista.

Dakle
h2l(l +1)

2J

te je veliina koja karakterizira ‘iznos stepenice’

Ero = (5.24)

h?/2J ~ 10 K,
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ako stavimo opet istu masu, te za 7 uvrstimo 1 A1 ovaj je stupanj slobode
‘klasi¢an’ na sobnoj temperaturi, s time da imamo nade promatrati kako se ‘iskljucuje’.
Ovo je posebno vidljivo kod male i lagane molekule H», ¢iji malen moment iner-
cije pomice gornju ocjenu na ~100 K.

Napomene. Precizno bi rjeSenje za dva tijela trazilo da se za m uvrsti reduci-
rana masa, myms/(m; + msy). Nadalje, kutni dio Laplaciana se moZe pisati i
kao

(rx V) -(rxV),

Sto se jasno prepoznaje kao kvadrat operatora zakretnog momenta, r X p, uz uo-
bic¢ajeno pravilo kvantizacije, p — —h'V.

Konac¢no, energiju vibracionih doprinosa ne moZemo direktno ocijeniti, jer bi
trebalo neSto znati o silama koje drze molekule na okupu. No znamo da one
moraju biti barem tolike, da savladaju povecanje neodredenosti impulsa, koje
dolazi od toga, Sto prisiljavaju atome da borave jedan blizu drugoga. Kineticka
energija koja odgovara toj neodredenosti je

Ap? h?

om 32mA7’2 ~ 2500 &,

ako se uvrsti masa i promjer vodikovog atoma. Eksperimentalno, energija pobude
vibracije molekule vodika je 6100 K, dok je za teZe molekule, poput ugljicnog
monoksida (3070 K), tipicno upola manja, Sto sve odgovara valnim duljinama u
mikrovalnom podrucju. Ova stanja oCito nece biti pobudena na sobnoj tempera-
turi, dakle mozemo razumjeti zasto u toplinskom kapacitetu obi¢no ne sudjeluju
dva vibraciona stupnja slobode. Svi se ovi fizikalni reZimi lijepo vide na slici 5.1.

Molekule istovrsnih atoma

Ukoliko se dvoatomna molekula sastoji od istovrsnih atoma, imamo dodatne kom-
plikacije, koje potjecu od neraspoznatljivosti istovrsnih Cestica. Vodikove su jez-
gre fermioni, pa ukupna valna funkcija molekule mora biti antisimetri¢na na zam-
jenu jezgara. Kako su stanja relativnog gibanja simetri¢na, odnosno antisimetri¢na,
prema parnosti /, tj. imaju paritet (—1)!, izlazilo bi da molekula vodika moZe imati
samo stanja neparnog zakretnog impulsa.

Ova je analiza, medutim, nepotpuna, jer ne uzima u obzir da fermionske jez-
gre vodika i same imaju spin 1/2, te se mogu vezati u stanja ukupnog spina J = 0
ili J = 1. Stanje spina J = 0, koje se zove paravodik, je antisimetricno na zam-
jenu protona, tako da su mu dopuStena samo stanja parnog relativnog zakretnog
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Slika 5.1: Toplinski kapaciteti raznih dvoatomnih plinova, prema [7].

momenta, jer je ukupni paritet (—1)!*1. S druge strane, stanja ukupnog impulsa
J = 1, ili ortovodik, su simetricna s obzirom na zamjenu spinova, tako da su
im dozvoljena samo stanja neparnog relativnog zakretnog momenta. Konacno su
particione funkcije ovih dvaju vrsta molekula vodika

s = 3 @+ e (DY),

; 2TkT
parni [
R+ 1)
Zm’to = Z (2l + 1) exp (—W> y

neparni [

gdje faktor 2/ + 1 potjece od toga Sto svaka kuglina funkcija momenta [ ima 2/ + 1
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degeneriranih stanja projekcijam = —I,—{ + 1,...,[. Sad se postavlja pitanje,
kako ih kombinirati u jednu particionu funkciju vodikovog plina.

Ako su orto- i paravodik u medusobnoj termodinamickoj ravnotezi, tj. prije-
lazi izmedu orto- i para- stanja su neometani, ukupna particiona funkcija je jed-
nostavno zbroj ovih dviju,

Z = Zpara + 3Zortoa (525)

gdje faktor 3 = 2.J 4 1 dolazi od degeneracije ukupnog spina jezgara ortovodika.
S druge strane, ako je prijelaz izmedu dvije vrste potisnut, a imamo pripremljenu
mjeSavinu koncentracije p paravodika i ¢ = 1 —p ortovodika, ukupna je particiona
funkcija

Z =270 71 (5.26)

para“orto’

isto kao 1 da imamo mjeSavinu potpuno raznovrsnih, neinteragirajucih, plinova.

5.4 Magnetska polja

Kod rasprave o entalpiji u odjeljku 1.4.1, vidjeli smo da se doprinos pV/, koji
predstavlja rad nekoga, tko je uspostavio zadani pritisak, moZe promatrati i kao
dio unutarnje energije, samo se ta nova ‘unutarnja’ energija odnosi na povecani
termodinamicki sistem, koji nastaje kad plin i uteg promatramo zajedno, tj. en-
ergiji plina dodamo potencijalnu energiju utega.

Potpuno analogna situacija postoji kad sistem stavimo u magnetsko polje. Ako
se ne pitamo kako je uspostavljeno samo polje, sve Sto e se dogoditi, jest da Ce
se promijeniti energije stanja sistema,

E; = E;(0) = E;(B),

veé prema tome, kako se Cestice ponasaju u magnetskom polju. Ovo dovodi do
promjene particione funkcije i unutarnje energije, tako u kanonskom slucaju,

0
Z(B) =Y exp(—BE(B)), U(B) = 35 In Z(B). (5.27)
Ova se unutarnja energija ponekad zove spektroskopska, jer je povezana sa po-
makom spektralnih linija u magnetskom polju. Kad se promijeni magnetsko polje,
promijenit e se i unutarnja energija; drzimo li ostale varijable fiksnima,

7

L oU
AU =>" aBidBi =_M - dB, (5.28)
=1
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gdje se pojavila konjugirana varijabla, zvana magnetizacija:
M=—(VpU)yys- (5.29)

Predznak odgovara uobiajenom shvadanju magnetizacije: ako se sa porastom
polja energija sistema povecala, tj. sistem se ‘opire’ polju, re¢i éemo da se ‘mag-
netizira negativno’, tj. suprotno od smjera polja; ovakvi se odgovori zovu dijam-
agnetski. Ako se pak energija spustila, sistem je privucen poljem, i odgovor se
zove paramagnetski.

Primijetimo da je magnetska indukcija, koja se pojavila kao ‘prirodna’ vari-
jabla unutarnje energije, intenzivna varijabla: dva puta veéi sistem je izloZen istoj
indukciji, ali ima dva puta veCu magnetizaciju. Dakle, treba se Cuvati predra-
sude, da su prirodne varijable unutarnje energije uvijek ekstenzivne. Magnetska
indukcija je nezavisna varijabla u laboratorijskoj situaciji u kojoj su izvor polja
trajni magneti. Netko, tko proizvodi polja zadanim strujama, uveo bi drugaciju
unutarnju energiju U’, koja bi se razlikovala od nase,

U=U+M-B,dU' =B-dM + ... (5.30)

Sad je magnetizacija nezavisna varijabla. Ocito, M - B predstavlja rad nekoga,
tko je uspostavio to¢no takvu indukciju, da se dobije zadana magnetizacija. Mi,
koji radimo sa spektroskopskom unutarnjom energijom U, nazvali bismo U’ ‘en-
talpija’. Energija M - B je upravo energija interakcije (potencijalna energija) sis-
tema magnetizacije M, koji vr$i rad na izvorima struje u zavojnicama putem polja
indukcije B; dakle, U’ je ‘unutarnja’ energija jednog veceg termodinamickog sis-
tema, koji ukljucuje i rad onoga koji odrzava zadane struje. Taj se rad manifestira
kao potencijalna energija, pohranjena u polju zbog prisustva manjeg sistema, s
kojim smo poceli.

Zbog zamjene uloga intenzivnih i ekstenzivnih varijabli, treba paziti pri tran-
skribiranju izraza, u kojima se pojavljuje pV', u izraze sa M - B. Tako, mogli
bismo napisati ‘Gibbsovu energiju’

G'(N,T,M) = U(N,S,B) —T'S+M - B, (5.31)

ali iz toga ne bi slijedilo G’ = NV, jer funkcija G’ — N ima jo§ jednu ekstenzivnu
varijablu, upravo magnetizaciju. No ako se i nju ukloni, doista jest

G'—M-B = puN,
kao i prije. Drugim rije¢ima, Gibbs-Duhemova relacija glasi bilo

U—TS+pV — uN =0,
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bilo
U ~TS+pV —M B — uN =0,

gdje smo dodali i volumen.

Bohr-van Leuvenov teorem

Zanimljivo je uociti, da klasi¢na fizika uop¢e ne moze objasniti magnetski odgovor
makroskopskog sistema. Naime, zbog tog odgovora, magnetsko polje moze vrSiti
rad na sistemu. Tako, ako lagani Stapi¢ nekog materijala, npr. Sibicu, objesimo
horizontalno na tanku nit, te jedan kraj stavimo u nehomogeno magnetsko polje,
nit ¢e se zakrenuti u jednom ili drugom smjeru, ve¢ prema tome, da li je odgovor
materijala paramagnetski (pa ga jaCe polje privlaci) ili dijamagnetski, kao kod
drva Sibice (pa ga jaCe polje odbija). Rad Sto ga je izvrsilo polje, pohranio se u
potencijalnoj energiji tordirane niti.

Klasi¢no, medutim, magnetsko polje ne moZe vrsiti rad na naboju, jer je
Lorentzova sila koja potjeCe od polja uvijek okomita na smjer gibanja naboja.
Bududéi da klasi¢no nema drugog objasnjenja magnetskih momenata materije,
osim kao momenata struja koje potjeCu od naboja u gibanju, rezultat slijedi. On
se zove Bohr-van Leuvenov teorem.

Kvantno, Bohr-van Leuvenov teorem ne vrijedi, iz dva razloga. Prvo, postoje
intrinsi¢ni magnetski momenti Cestica, povezani s njihovim spinom, dakle takvi,
koji ne potjeCu od naboja u gibanju. Drugo, orbitalno gibanje elektrona, koje
je analogno klasi¢nim ‘strujama u materiji’, je kvantizirano: orbitalni moment
vrtnje moze poprimiti samo neke diskretne vrijednosti. To znaci, efektivno, da
elektron ne moze ‘savrSeno’ prilagodavati svoje gibanje vanjskom polju, tako da
mu smjer gibanja bude uvijek okomit na njega; dakle, i stanje orbitalnog gibanja
¢e se ponasati kao zvrk zadane brzine rotacije, tj. kao da ima intrinsi¢ni magnetski
moment.

5.5 Paramagnetizam

Ukoliko imamo sistem neinteragirajuéih Cestica, magnetskog momenta g, en-
ergija svake takve Cestice u vanjskom polju ¢e biti — - B. Ukoliko ostali stupnjevi
slobode ne ovise o orijentaciji magnetskog momenta, particiona funkcija sistema
¢e biti oblika

Ztot = Zmagn.Zostalm
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te ¢emo dalje gledati samo magnetski dio. Pretpostavimo da je vanjsko polje
homogeno, B = Bz. Tada je, klasi¢no gledano, energija interakcije s poljem

Eynt=—p-B = —pgBcosb, (5.32)

gdje je 0 kut izmedu magnetskog momenta, i zadanog smjera polja. Klasi¢na
particiona funkcija jedne Cestice je onda

1

Zoxas. (1, 8) = / eProBeostgy — o / eProBs g, (5.33)

-1

Integral je lako izraCunati, pa je klasi¢na particiona funkcija /N magnetskih mom-

enata N
sinh B
ZC,klas.(N7 ﬁ) = ZC’,klas.(L 6)N = (47(%) )

gdje nismo dodali nikakve faktore N! od neraspoznatljivosti. To je zato Sto se
za spinske modele obi¢no zamiSlja, da su odgovarajuce Cestice fiksirane na N
zadanih mjesta u prostoru, tako da su mjesta raspoznatljiva, ako Cestice 1 nisu.
Ovo je u skladu s najceS¢om eksperimentalnom realizacijom, gdje metalni ioni u
nekim kristalima imaju lokalni magnetski moment.

Kvantni racun izgleda bitno drugacije. Tamo je magnetski moment Cestice
povezan s njenim zakretnim momentom,

r=gpusd, (5.35)

koji moze poprimiti 2./ + 1 diskretnih vrijednosti u odnosu na smjer polja,

(5.34)

Enw=—-wu-B=—gugBJ,, J,=—-J,—J+1,...,J. (5.36)
Veli¢ina 5 je standardna oznaka za Bohrov magneton, Koji za elektrone iznosi
eh —24 7—1
1B = =927 x 107 JT 7, (5.37)
Me

dok se stvarni iznos magnetskog momenta elektronskog stanja uvodi preko giro-
magnetskog faktora g; za veCinu jednostavnih situacija, g = 2, pa ¢emo odsada
podrazumijevati tu vrijednost.

Sad se jednocesticna funkcija izvodnica moZe izraCunati kao parcijalna suma
geometrijskog reda,

sinh(2J 4+ 1)pupB
sinh BupB

J
Zo(1,8) = Y efmsbls = (5.38)
J

Jo=—
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Konkretno, ako je J = 1/2, onda je
Zo(N, B) = (2cosh BupB)" (5.39)

Sto je nasa poznata izvodnica za N kuglica u dvije kutije, izvedena u odjeljku
3.3.1.

5.5.1 Jednadzbe stanja i Brillouinove krivulje
Unutarnja energija je U = —0V¥ /973, $to daje jednadZbu stanja

peB upB

U= —NugB |(2J + 1) coth(2J + Uk_T — coth ak (5.40)
koja se za J = 1/2 pojednostavljuje:
B
U = —NpugB tanh % (5.41)

Na niskoj temperaturi, k7" < ppB, hiperbolni tangens teZi jedinici, i energija

postaje —NpupB, Sto je lako shvatiti: svi su se spinovi podesili duZ polja, jer

nema toplinske energije, da se i jedan okrene drugacije. Na visokoj tempera-

turi, kT > ppB, unutarnja energija tezi nuli. Naime, tada je energetska razlika

izmedu spinova duz polja 1 protiv polja zanemariva, pa ih ima podjednako u oba

smjera, pozitivnih i negativnih jednocCesti¢nih energija; prosjek toga je nula.
Magnetizacija je, po definiciji, konjugirana indukciji,

oU oF Ve
M= (a_B>N,s o (0_B) N,T =i < 0B )N,T7 642

gdje je zgodnije i¢i preko slobodne energije, odnosno indeksne funkcije, jer se u
do sada izvedenim izrazima pojavljuje temperatura, a ne entropija. Umjesto da
racunamo derivaciju, uoc¢imo iz (5.38) da se derivacije po  (unutarnja energija) i
po B (magnetizacija) razlikuju samo u faktoru; dakle, imamo jednadZbu stanja

M:—U/B:NMB[...], (5.43)

sa istom uglatom zagradom, kao u (5.40). Ova jednadZba stanja se moZe direktno
eksperimentalno provjeriti. Posebno, imamo zasi¢enje magnetizacije u funkciji
polja,
) M
lim
upB>kT N g

=2J, (5.44)
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Slika 5.2: Brillouinove krivulje (5.43), u usporedbi s mjerenjima, prema [7].

tako da se za mnoge paramagnetske kristale moZe dobiti lokalni moment jednos-
tavnim ocitavanjem asimptote krivulje magnetizacije. Ovo se vidi na slici 5.2,
gdje su nacrtane Citave Brillouinove krivulje (5.43), u usporedbi s mjerenjima na
nekim paramagnetskim solima. Kao Sto se vidi, slaganje je odli¢no.

Negativne temperature

MozZemo se pitati, da li je moguce posti¢i da o¢ekivana vrijednost energije (5.40)
bude pozitivna. OCito Ce to biti onda, kad su stanja viSe energije vjerojatnije za-
posjednuta od stanja niZe energije. Formalno, to moZemo posti¢i uvrStavanjem
negativne temperature u Gibbsovu raspodjelu. No kako je temperatura uvijek

1 oS

T U’
stvarno ¢e se negativne temperature moc¢i realizirati samo ako entropija pada s po-
rastom unutarnje energije. No to znaci da ¢e entropija rasti ako sistem otpusti tu
energiju; dakle, sistem na negativnoj temperaturi je uvijek termodinamicki nesta-
bilan, jer je stanje niZe energije i statisticki vjerojatnije.

Porast unutarnje energije moZe smanjiti entropiju, ako je jednocesti¢ni spektar
pobudenja ograni¢en odozgo. To je upravo slucaj kod spinskih sistema. Stanje,
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u kojem su svi spinovi okrenuti suprotno od polja, ima entropiju jednaku nuli,
upravo kao i stanje u kojem su svi duz polja: ono se moze realizirati samo na
jedan nacin. Raspodjela pobudenja, u kojoj ima viSe Cestica u stanjima vise en-
ergije, zove se inverzna naseljenost. Stanje maksimalne entropije je ono u ko-
jem je svejedno na koju stranu je okrenut spin, te se postiZze na beskonacnoj
temperaturi; tada je pupB/kT uvijek nula, bez obzira da li je temperatura pozi-
tivno ili negativno beskonacna, tako da 7' — +oo odgovara istoj tocki U = 0.
Za U > 0 nastupa raspon negativnih temperatura, koji za U = Uy, odgo-
vara 7" — 07. Imamo dakle poredak temperatura po sadrzaju energije 7' —
0f <T — 400 =T — —00 < T — 07, odnosno u varijabli 5 = 1/kT,
B—o00<f—=0"=p—=0 <f— —o0,pase vidi da kod (—f) poredak po
energiji odgovara poretku po numerickom iznosu. U ovom smislu, 3 je “prirod-
nija’ varijabla za temperaturu.

Zbog termodinamicke nestabilnosti, stanja negativne temperature se mogu re-
alizirati samo kao neravnoteZna, no ako se neravnotezZnost odrzava, nadoknadujuéi
sistemu energiju koju spontano gubi, ta neravnoteZna stanja mogu biti stacionarna.
Ovakav je slucaj kod inverzno naseljenih atomskih stanja u laserskim cijevima,
kad laser radi u takozvanom kontinuiranom reZimu.

5.5.2 Toplinski kapacitet i klasi¢na granica

Toplinski kapacitet se lako nade,

2y B/kT)? 2 1)*(upB/kT)?
ov — k2 C:Nkl‘(“g [RT) 2]+ V) (punB/FT) ] (5.45)
032 sinh® upB/kT  sinh*(2J + 1)upB/kT
ili,za J =1/2,
upB/KT 7?
=Nk | ———— 46
v {cosh,uBB/k:T (5.46)

Ova je krivulja prikazana na slici 5.3. Ona ima dva karakteristi¢cna reZima. Na
niskim temperaturama, k7" < pupB, toplinski kapacitet eksponencijalno trne. To
je karakteristicno za svaki sistem koji ima procjep u energetskom spektru izmedu
osnovnog i prvog pobudenog stanja. Na visokim temperaturama, on opet trne,
ovaj put kao potencija temperature; to je zato, Sto je prostor pobudenja konacan,
pa kad se pobudi sve §to se moZe, sistem ne moZe primati viSe topline. Izmedu se
pojavi maksimum, poznat kao Schottkyeva anomalija.
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Slika 5.3: Paramagnetski toplinski kapacitet (5.45), za razne vrijednosti spina, uz

skaliranje (5.48).
Zanimljivo je usporediti ovo ponaSanje s klasi¢nim toplinskim kapacitetom,

poB/kT >2

. =Nk |l— | ——— 47
EVidas. [ (sinh poB/kT (5.47)

Y

koji se dobiva iz (5.34). Da bi se mogla napraviti smislena usporedba, treba u

prethodnim izrazima zamijeniti

ps = Ho/(gJ), (5.48)

jer se onda dobije isti raspon energija, £/ B, u klasicnom i kvantnom slucaju. S

tom zamjenom, lako se pokaze

}1_{210 CV = CVKlas., (5.49)

te je klasi¢ni toplinski kapacitet oznacen sa J — oo na slici 5.3. Dodana je i
krivulja za J = 2, iz Cega se vidi da je prijelaz u klasi¢ni reZim dosta brz.

Klasi¢nu krivulju nije tesko shvatiti. PoloZaj klasicnog spina opisan je tockom

na jedini¢noj sferi, dakle ima dva stupnja slobode. Klasicni idealni plin u dvije

dimenzije bi imao ¢y, = Nk, po ekviparticionom teoremu. To je upravo Sto

se dobiva za niske temperature, k7' < poB. No ¢im temperatura malo po-

raste, kT ~ poB, osjeti se da je fazni prostor kompaktan, te da ne moze primiti
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proizvoljno mnogo energije. MoZemo zamisliti, da imamo ponaSanje sli¢no ide-
alnom plinu, dok je god sfera (fazni prostor spina) dobro aproksimirana tangen-
cijalnom ravninom (faznim prostorom idealnog plina), tj. dok orijentacija spina
ima malen rasap u odnosu na smjer duz polja, Sto odgovara niskim temperatu-
rama. Vidimo kako kompaktnost klasi¢nog faznog prostora odgovara konacnom
spektru pobudenja kvantnog sustava. Obrnuto, kvantni sustavi Ciji je spektar
jednocesticnih pobudenja neogranicen, kao harmonicki oscilator ili idealni plin,
imaju neograniceni klasi¢ni fazni prostor.

5.5.3 Susceptibilnost i entropija
Susceptibilnost

Susceptibilnost se definira po jedinici volumena, kao

X = = lim — (5.50)

dakle omjer magnetizacije 1 polja, za mala (probna) polja. Ukoliko bi sistem ostao
magnetiziran, i kad polje iSCezne, susceptibilnost bi po ovoj definiciji divergirala.
Tada se kaze da imamo spontanu magnetizaciju. Formalno, ocito je

1 (82F)
X e J—
V\9B*/) yyr

sve pod pretpostavkom, da je M (0) = 0, tj. da nema spontane magnetizacije. Ovo
daje vrlo vaznu karakterizaciju susceptibilnosti: ona je mjera ‘oStrine’ ili ‘strmine’
ekstrema u slobodnoj energiji, u odsustvu polja, kad se polje po¢ne ukljucivati. U
naSem slucaju (5.43), dobije se eksplicitno

(5.51)

B=0

N pp4J(J+1)
XTVERrT 3
Ovaj rezultat se zove Curiev zakon. Rije¢ima, produkt x - 7" je za dani materijal
konstanta, koja se zove Curieva konstanta.

(5.52)

Entropija
Entropiju ¢emo najlakSe ocitati iz termodinamicke relacije (1.58),

S/k = We + BU.
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ili, u nasem sluc¢aju, prema (5.38) i1 (5.40),
sinh(2J + 1)BupB
sinh SugB
—BupB[(2J + 1) coth(2J 4+ 1)BupB — coth SupB] . (5.53)

Za slucaj J = 1/2 imamo opet nesto prozirniji izraz,
S/Nk =1n (2cosh SupB) — fupB tanh fupB. (5.54)

U granici visokih temperatura, entropija po spinu tezi maksimalnoj vrijednosti
kIn 2 po spinu; opcenito bi bilo k1In(2J + 1). Ovo je jednostavno logaritam od
(2J + 1)V nacina, na koje moZzemo spinovima pridijeliti neko od 2.J + 1 stanja
projekcije. Na proizvoljnoj temperaturi, moZzemo interpretirati ovaj izraz pomocu
ocekivane vrijednosti projekcije spina,

1 KT 00 M 1
J) = J, BBl — = =—1... 5.55
(J2) Z(l,ﬂ)%: ‘ ONup 0B 2Nup 2 , (555)

opet sa istom uglatom zagradom, kao u (5.40). Za J = 1/2, to je

S/Nk = In

1
(J,) = 5 tanh SugB. (5.56)
Invertirajuci taj izraz,
1. 1/2+(J.)
B=—-In-——F-—
BH’B 2n1/2_<JZ>a

1 uvrStavajuci u (5.54), dobije se

S/Nk = — (% - (JZ>) In (% - (Jz)> _ (% + <JZ>) In (% + (Jz>> L (5.57)

sve za slu¢aj J = 1/2. Ovo nije ni$ta drugo, nego izraz (3.27); naime, vjerojatnost
da Ce biti zaposjednuto stanje projekcije J, = £1/2 je upravo
1 1

p(i§) =5+ (J2) - (5.58)

5.6 Toplinski kapacitet kristala

Na visokim temperaturama, toplinski kapacitet kristala je 3N £, Sto slijedi iz ekvipar-
ticionog teorema, ako zamislimo, da je svaki od /V atoma vezan na svoje mjesto
harmonickom silom u sva tri smjera. Ovaj se rezultat zove Dulong-Petitovo prav-
ilo. Na niskim temperaturama, primjecuje se pad toplinskog kapaciteta, koji u
blizini apsolutne nule trne sa treCom potencijom temperature.
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5.6.1 Einsteinov model

Osim elektronskog plina, tamo gdje ga ima, 1 kristalna reSetka moZe primati
toplinu, kao nasumic¢no gibanje iona od kojih je sastavljena. Ovo gibanje nije
slobodno, nego je ograni¢eno drugim, susjednim ionima, ¢ije prisustvo spre¢ava
odredeni ion da se previSe udalji od svojeg ravnoteznog poloZaja. Najjednostavniji
model ovakvog ponaSanja dao je Einstein:

H = Z(‘p@ +mw? Y (2 - T) ) (5.59)

z,Y,2

Ovdje su 7; zadane konstante, koje redom odgovaraju ravnoteZnim poloZajima
svih N iona u kristalu. Zbog toga se Einsteinov model moZe pisati kao suma
nezavisnih doprinosa harmonickih oscilatora:

N
H = (hai+ hyi + heg), ha = nghw, (5.60)

gdje je n, pobudenje oscilatora, koji odgovara nekom ¢voru resetke i jednom od
tri smjera u prostoru. Ovakva je nezavisnost doprinosa izgleda nerealistiCna; nije
lako zamisliti, da bi se jedan ion jako njihao (bio visoko pobuden), dok bi drugi
pokraj njega mirovao: oni sigurno guraju jedan drugoga. Svejedno, istrazimo
posljedice Einsteinove pretpostavke. Unutarnja energija kristala je

U=3> (n)hw=3N (n)hw, (5.61)

_ —Bnhw - _ - =
(n)—ZZne hwaﬁlnz’

n=0

gdje je particiona funkcija jednog oscilatora

= _ 1
Z =Y e = T (5.62)
=0
dakle INE
w
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Sto je upravo Bose-Einstenova raspodjela. Toplinski kapacitet je

92 B 2 ohw/kT
= 3Nk *—InZ =3Nk| — | ——. .64
cy = 3NkS 032 n 3Nk <kT> (ehw/kT ~ 1)2 (5.64)

Ovaj izraz ima dva rezima. Na visokim temperaturama, k&7 > hw, toplinski
kapacitet teZi konstanti:
cy — 3N k),

Sto je i rezultat ekviparticionog teorema, ¢,y = 6 - Nk/2, jer imamo trodimen-
zionalni harmonicki oscilator na svakom ¢voru reSetke. Na niskim temperatu-
rama, k1" < hw, pojavljuje se eksponencijalni pad toplinskog kapaciteta, kao i
u spinskom slucaju (slika 5.3), povezan sa energetskim procjepom hw u spektru
pobudenja:

cy — 3Nk h_cu 2e_h°"/kT
Vv ]{JT )

Sto se ne slaZe s mjerenjima na niskim temperaturama.

5.6.2 Debyev model
Postavljanje modela

Glavni je problem Einsteinovog modela, Sto pretpostavlja, da su nezavisne vi-
bracije atoma lokalizirane u prostoru, svaka na svojem ¢voru kristalne reSetke.
Stvarno, medutim, vibracije koje su lokalizirane u prostoru nisu nezavisne, jer
svaki atom gura svog susjeda. Ako su povezani harmoni¢kom silom, to vodi na

model
= ‘P‘Q 2 2
H e L y y -_ .
ZE 1 o + mw E (ZL‘Z Tiq a) , (5.65)

I?y’z

ako pretpostavimo kubi¢nu resetku konstante a. Kad jedan atom malo gurne dru-
goga, drugi trecega, i tako dalje, dobit ¢emo vibraciju u kojoj sudjeluju svi atomi
u reSetki, ali je svaki od njih tek neznatno izvan ravnoteznog poloZaja. Takvo je
titranje opet harmonicko, te se u prostoru pojavi val tih pomaka atoma,

xj ~sin2rja/L = sink,a, k, =2nj/L (5.66)

kao 1 kod vibracija Zice, za svaki od tri smjera u prostoru (L je brid kristala,
L = /la). U ekstremnom sluc¢aju £ — 0, moZemo zamisliti da su svi atomi
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pomaknuti za isti iznos, te imamo translaciju cijelog kristala, bez ikakvog pobudi-
vanja harmonicke sile medu atomima. Energija takvog ‘pobudenja’ oCito iSCezava.
Znamo da sustav povezanih harmonickih oscilatora i sam ima harmonicke os-
cilacije, na frekvencijama svojstvenim danom sustavu. Dakle, moZemo interpre-
tirati gornji rezultat tako, da kaZzemo, da smo nasli jednu svojstvenu frekvenciju,
onu, koja odgovara valnom broju k£ = 0, i ta je frekvencija nula:

limw(k) = 0. (5.67)
k—0
Za vrlo velike valne duljine, tako da je k ~ 0, razumno ocekujemo da ¢e w(k) biti
malen, tj. da w(k) neprekidno teZi nuli sa k. No to znaci da u spektru harmonickih
pobudenja atoma, koji se medusobno guraju, nema procjepa. Dakle, nece biti
eksponencijalnog pada toplinskog kapaciteta s temperaturom, kao u Einsteinovom
modelu.

No da li ée toplinski kapacitet trnuti bag kao 73? To ovisi o obliku funkcije
w(k). Njega se moze dobiti rjeSavanjem odgovarajuce Schrodingerove jednadzbe
H+y = E Fourierovim transformatom, ali to moZemo preskociti, ako se zado-
voljimo opisom kristala u granici kontinuuma. Naime, upravo opisanim vibraci-
jama mogu se prenositi valovi kompresije, tj. zvuk. Za valove zvuka u har-
monickoj aproksimaciji i kontinualnom mediju, znamo da je veza izmedu frekven-
cije 1 valnog broja linearna, kao 1 kod svjetlosti:

w(k) = c|k| = ¢k, (5.68)

gdje je c brzina zvuka. Ova kontinualna granica harmonickog modela zove se
Debyev model titranja kristala.

Ukratko, kad se dozvoli, da se atomi medusobno guraju, ponovno se po-
jave nezavisne oscilacije, ali one nisu viSe lokalizirane u prostoru, nego u njima
sudjeluju svi atomi u kristalu. Umjesto polozajem u prostoru, te su oscilacije
opisane valnim brojem, koji kazuje, koliko se brzo mijenja ekskurzija atoma iz
ravnoteznog polozaja, kako se pomic¢emo od ¢vora do ¢vora u kristalnoj resetki.
O tome ovisi energija dane kolektivne oscilacije; u dugovalnoj granici, gdje se
polozaj atoma od ¢vora do ¢vora reSetke jedva mijenja, ta energija tezi nuli. (Za
ovakve se oscilacije, karakterizirane odredenim valnim brojem, moze reci da su
‘lokalizirane u inverznom prostoru’, tj. prostoru valnih brojeva.)
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RjeSenje modela

Nezavisna stanja titranja kristala su obiljeZena trojkom valnih brojeva k = (k,, k,, k).
To daje particionu funkciju

H Z exp (—pnihclk|) , (5.69)

kx,ky,k:z nk:[)

jer je E(k) = nzhw(k) = nihc|k|; naime, svaka nezavisna vibracija moZe biti
po volji pobudena. Broj vibracionih stupnjeva slobode, ¢iji je impuls po iznosu

manji ili jednak p = Rk, dan je gotovo istim izrazom kao (4.103) za fotone:

4p3 k3
3p3 2p?
jedina je razlika Sto imamo faktor 3 umjesto 2, jer su za vibracije atoma dozvoljena
sva tri smjera u prostoru (polarizacije). S druge strane, svaki atom nosi tri vibra-
ciona stupnja slobode, pa njih ima ukupno 3N. To daje vezu izmedu najveceg
valnog broja koji se moZe postici, i broja atoma:

k,3

V=22 = 3N. (5.71)

272
Drugi nacin da se ovo shvati, jest da se kaZe da u diskretnom mediju nemaju smisla
valni brojevi veéi od reciproCne vrijednosti konstante reSetke, jer izmedu dva sus-
jedna atoma ‘nema Sto titrati’. Ova normalizacija, prema tome, ogranicava broj
stupnjeva slobode Debyevog kontinualnog medija na isti onaj broj, koji bi imao
diskretni kristal, od kojeg smo poceli. 1z nje slijedi najveéa moguca frekvencija

3V

(5.70)

vibracije,
672N\ ?

max = . 5.72
w c ( v ) ( )

Kad se sumiraju svi brojevi pobudenja pojedinog moda, dobije se, kao i uvijek,

1

InZ = 1 . 5.73
nZ= ) o (1—exp(—6hclk|)) 7

Ova se suma moZe izraziti energetskim integralom, pomocu gustoce stanja, koja
je 3/2 fotonske gustoée (4.105):

hwmax
mZ=——2r E / e?ln (1 —e ™) de, (5.74)
0

—2m2(he
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a odavde je unutarnja energija

3V Rwmax 53
U=——— —d 5.75
27r2(hc)3/0 e 100 (5.75)

sli¢no kao kod fotona (4.109), samo se integral ne proteZe do beskonacnosti, nego
do najviSe dozvoljene energije vibracije. Ona se moZe izraziti u temperaturnim
jedinicama,

hmax = kOp, (5.76)
gdje se ©p zove Debyeva temperatura. Ona u realnim kristalima iznosi ~ 100-
500 K. Sada se energija moZze pisati

T \* ren/T ¢34
U=9NkOp [ — / 54 (5.77)
@D 0 es—1

Na niskim temperaturama, 7' < ©Op, gornja granica integracije je efektivno
beskonacna, pa je integral 7* /15, odakle je toplinski kapacitet

ou  12x* T
VEOrT T 5 Nk(@D
Sto daje eksperimentalno opaZeno ponaSanje. Sjetimo se, da je U ~ T up-
ravo Stefan-Boltzmannova jednadZba stanja za fotone, dakle vibracije kristala na
niskim temperaturama slijede isti zakon! S druge strane, kad je 7" > Op, e’ se u
cijelom podrudju integracije moZe zamijeniti sa 1+ s, pa integral daje (©p /T3 /3,
odnosno energiju U = 3NET, Sto nas vra¢a na Dulong-Petitovo pravilo,

¢y = 3NE (T Op), (5.79)

3
) (T < Op), (5.78)

kako i treba biti.

Eksperimentalno, Debyev model daje dobro slaganje sa toplinskim kapacite-
tom jednostavnijih kristala, preko Sirokog raspona temperatura. Ovo se vidi na
slici 5.4. Iznosi Debyevih temperatura, pomocu kojih je postignuto to slaganje,
dani su u tablici 5.1.

Materijal | Pb Tl | Hg I | Cd | Na | KBr | Ag Ca
Op 88 9 | 97 |106 | 168 | 172 | 177 | 215 | 226

Materijal | KLCl | Zn | NaCl | Cu | Al | Fe | CaFy | FeSy | C
Op 230 | 235 | 281 | 315|398 | 453 | 474 | 645 | 1860

Tablica 5.1: Debyeve temperature, prema [8].
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Slika 5.4: Toplinski kapaciteti nekih metala i ionskih kristala, skalirani sa De-
byevom temperaturom, prema [8].

5.6.3 Komentar

Kvantitativne razlike Einsteinovog i Debyevog modela nisu tako velike, kako bi
se zakljucilo iz njihove formalne razlike. One se pojavljuju samo na niskim tem-
peraturama, jer oba modela imaju istu, Dulong-Petitovu, klasi¢nu granicu. Slika
5.5 usporeduje toplinske kapacitete oba modela, sa parametrima izabranim da sla-
ganje bude Sto bolje.

Cak i kvalitativno, realni kristali pokazuju oba tipa doprinosa (samo je Ein-
steinov zanemariv na niskim temperaturama), jer jedinicna Celija kristalne reSetke
rijetko ima samo jedan atom; ako ih ima viSe, moguca su relativna gibanja atoma
unutar jedini¢ne Celije, bez pomaka njenog centra mase, tj. bez guranja susjedne
Celije. Takva pobudenja imaju procjep u spektru, i relativno slabu disperziju, dakle
ponasaju se kao Einsteinovi lokalizirani oscilatori. Kod ionskih kristala, atomi,
koji sudjeluju u relativnom gibanju, imaju razli¢ite naboje, pa te oscilacije nose
elektri¢ni dipolni moment. Njih je stoga moguce pobuditi infracrvenom svjet-
los¢u, zbog Cega ¢e u odgovaraju¢em rasponu frekvencija dielektri¢ni odgovor
kristala biti anomalan. Zato se ovi Einsteinovi modovi zovu ‘opticki’, za razliku
od Debyevih ‘akustickih’.
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Slika 5.5: Toplinski kapacitet Debyevog modela (puna linija), te Einsteinovog
modela sa izborom hw = 0.75k0p (crtkana linija).

5.7 Van der Waalsov model ukapljivanja plina [9]

5.7.1 Jednadzba stanja.

Van der Waals je 1873. predloZio jednadZbu stanja plina, koja je trebala uzeti u
obzir glavne popravke pretpostavci idealnog plina, koje potjecu od toga Sto se
Cestice plina na velikoj udaljenosti privlace, a na maloj odbijaju. S jedne strane,
moZemo reéi, izraz za pritisak idealnog plina,
N
= —kT, 5.80
P=v (5.80)
potjeCe samo od kineticke energije u odsustvu interakcija. Ako su interakcije
privlacne 1 dugog dosega, pritisak Ce se smanjiti za neki iznos, proporcionalan
kvadratu koncentracije (jer to daje broj parova molekula). Dakle,

N N N\?

odnosno, u jednadzbi stanja treba zamijeniti
N2
— — .
poora(y)
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Slika 5.6: Izoterme reducirane van der Waalsove jednadzbe (5.84). Iznosi tem-
perature su, redom odozdo, 7'/T,. = 0.85,0.9,1, 1.1. Ovdje je v = V//N. Tocka
infleksije (p., v.) oznaCena je kruzZi¢em.

S druge strane, ako se Cestice odbijaju na malim udaljenostima, svakoj Cestici Ce
biti na raspolaganju efektivni volumen (V/N).s manji od V/N, jer je dio ukupnog
volumena zauzet drugim Cesticama. Dakle, treba staviti

N N ’

Sto ukupno daje Van der Waalsovu jednadZbu stanja,

o) G e

Ako su parametri a i b u nekom smislu mali, veli¢inu ovog izraza na visokim tem-
peraturama (k7" veliko) mora odrediti umnozak pV/N; dakle, otekujemo pon-
aSanje sli¢no idealnom plinu. Sto se dogada na niZim temperaturama, najbolje se
vidi iz slike 5.6, koja daje izoterme jednadzbe (5.81) u (p, V') dijagramu. Kad tem-
peratura padne ispod neke kriti¢ne vrijednosti 7' = 7., viSe nemamo jedinstveno
odreden volumen za zadani pritisak i temperaturu: izoterma viSe nije monotona
funkcija.
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5.7.2 Formalna analiza i zakon odgovarajucih stanja

Formalno, nije teSko shvatiti ponaSanje izotermi na slici (5.6). Ako iz jednadzbe
(5.81) traZzimo volumen iz zadane temperature i pritiska, to daje kubnu jednadZzbu
(pisSemo v = V/N):
kT
R (Rt L R ) (5.82)
p p p
Za visoke temperature i pritiske, ona ima jedno realno i dva konjugirano komplek-
sna rjeSenja; za niske temperature, moguci su pritisci kod kojih se pojavljuju tri
realna rjeSenja. Kriti¢na je tocka ona, kod koje su sva tri rjeSenja jednaka, to jest,
kad se u jednadzbu (5.82) uvrsti p = p. 11" = T, dobije se ba$

kT. b
? + Sy Yo (v —v.)>
De De De

v® — (b+

Usporedujuci koeficijente uz iste potencije v, dobiju se tri jednadzbe u tri nepoz-
nanice, koje je moguce jednoznacno rijesiti:

8a a

ch:_7 c = S57199 Ye
oty Ve T o v

= 3b. (5.83)
Ako se sad uvedu nove, reducirane varijable p = p/p,, i sli¢no za ostale dvije, van
der Waalsova jednadzba glasi

3 1 8T

Ovdje viSe nema nikakvih konstanti koje bi karakterizirale materijal. Ovo je vrlo
zanimljivo svojstvo van der Waalsovog modela: postoje ‘prirodne jedinice’ mod-
ela, u kojima je jednadZzba stanja univerzalna. Sva informacija o konkretnoj sup-
stanci je sadrZana u vrijednostima varijabli stanja u kriti¢noj tocki. Ova tvrdnja,
da je jednadZba stanja univerzalna ako se izrazi u prikladnim jedinicama, zove se
zakon odgovarajucih stanja.

5.7.3 Fizikalna analiza. Maxwellova konstrukcija.

Lako je razumjeti ponaSanje van der Waalsovih izotermi u dva asimptotska reZima.
Ako je volumen velik, pritisak pada kao 1/V/, jer je ¢lan u 1/V? zanemariv; dakle,
supstanca se pona$a kao idealni plin. S druge strane, postoji minimalni specifi¢ni
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volumen, v,,;, = b, kod kojeg pritisak divergira; dakle, za male volumene, pri-
tisak raste kao 1/(V//N — b), te se ponasa nestlaivo na kona¢nom volumenu.
Ovo je, naravno, karakteristicno za tekuéine. Pitanje je Sto se dogada izmedu,
kada postaje znacajan ¢lan u a/V2, koji potje€e od privla¢ne interakcije izmedu
Cestica.

Fizikalno, znamo S§to ¢e se dogoditi. U nekom rasponu volumena, imat ¢emo
istovremeno tekucinu i paru nad njom. Ako smanjimo volumen, sve $to se u tom
rasponu dogada, jest da se viSe pare pretvori u tekucinu: pritisak ostaje konstantan.
Dakle, valovite dijelove izotermi na slici 5.6 bi trebalo zamijeniti horizontalnim
ravnim crtama. Tu se sad javljaju dva problema. Prvo, da li moZemo naéi neki
kriterij, gdje da povucemo takvu crtu, odnosno, koji su dijelovi izotermi van der
Waalsovog modela ‘prihvatljivi’, a koji nisu. Drugo, mozemo li nekako unutar
samog modela naslutiti, da nesto nije u redu: da li model ‘zna’ gdje nije uspio?

Kompresibilnost

Odgovorimo prvo na ono drugo pitanje. OCiti razlog, zasto izoterme ispod 7
nisu prihvatljive, jest da se izmedu maksimuma i minimuma pritisak i volumen
zajedno smanjuju, umjesto da se jedan povecava, kako se drugi smanjuje. Sus-
ceptibilnost, koja opisuje odgovor sistema na povecanje pritiska, jest izotermalna
kompresibilnost,

R = —Va—p, (585)

koja prema gore reCenom mora uvijek biti pozitivna, ako neCemo da sistem bude

nestabilan u odnosu na malu fluktuaciju pritiska. Za reduciranu jednadzbu (5.84)
mozemo dakle uvesti

Ryl = o, (5.86)

i ta je krivulja prikazana na slici (5.7), zajedno s njenom pripadaju¢om izoter-
mom. Oc¢ito, kompresibilnost divergira u dva ekstrema izoterme, a izmedu njih je
negativna, ba$ kako ne treba biti.

Ovo je klasi¢ni primjer, kako se unutar nekog modela traze njegove granice
primjenjivosti: pogledaju se susceptibilnosti, i tamo gdje se one ponaSaju ne-
fizikalno, model je gurnut izvan svojih pocetnih pretpostavki. Ovdje, konkretno,
anomalije u kompresibilnosti pokazuju, da u nekom rasponu volumena sistem
nije u homogenoj fazi, $to je bila poCetna pretpostavka njegovog opisa jednom
jednadzbom stanja.
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Slika 5.7: Usporedni prikaz izoterme 7' = 0.97, iz slike 5.6 (puna linija)
i reciprone vrijednosti odgovarajuce kompresibilnosti, 1/k7 (crtkana linija).
Prikazana je i Maxwellova konstrukcija.

Maxwellova konstrukcija

Vratimo se sad onom prvom pitanju. MoZemo li kako ‘spasiti’ model, u podrucju
gdje je nefizikalan? Prije nego pokuSamo, napomenimo da ¢emo kasnije teoretski
pokazati, da kompresibilnost mora uvijek biti pozitivna, dakle pojava negativne
kompresibilnosti je posljedica van der Waalsovih fenomenoloskih pretpostavki;
‘dobar’ mikroskopski racun ne bi nikad pokazao negativnu kompresibilnost.

Ocito, nije dovoljno izbaciti dio izoterme izmedu minimuma i maksimuma,
jer te dvije tocke ne moZemo spojiti horizontalnom crtom (konstantnog pritiska).
Umjesto toga, moZemo ovako razmiSljati: sistem je ili u jednoj (homogenoj) fazi,
sa nekom slobodnom energijom, ili je u mjeSavini dvije faze, pa mu je slobodna
energija zbroj slobodnih energija tih dviju faza. Od ove dvije moguénosti, bit ¢e
ispunjena ona koja se daje manju slobodnu energiju.

Slobodnu energiju je lako naéi ako znamo jednadzbu izoterme, p(V,T =

const.), jer je uz konstantnu temperaturu (dF')y = —pdV/, pa je
%
F(V)—-F(Vy) = —/ p(V,T = const.)dV, (5.87)
Vo

gdje je Vj neki referentni volumen, koji odgovara izboru ishodiSta slobodne en-
ergije. Ako su faze separirane, izoterma je iizobara p = p,, (horizontalna linija),
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paje
F(V) = F(Vo) = =psep(V = V) (5.88)
Ovo znaci da je za separirane faze, krivulja F'(V') pravac. Sve §to treba napraviti,
jest vidjeti za koji je nagib (pritisak) ovaj pravac u nekom rasponu volumena is-
pod krivulje koju daje jednadzba (5.87) sa uvrStenim van der Waalsovim izrazom
(5.81) za izotermu u homogenoj fazi.
Da bi neki pritisak p,, bio dobar kandidat za separirane faze, on mora sjeci
izotermu u dvije tocke Vi i V5, tako da su slobodne energije u te dvije tocke jed-
nake za homogenu i separiranu fazu:

\%1
/ p(V.T = const.)dV = psp(Vi — Vo),

Vo

Va
/ p(V,T = const.)dV = psep(Va — V).
Vo

Oduzimanjem ovih jednadZbi, mozemo se rijesiti proizvoljnog ishodista slobodne
energije:
Vo
| p0AT = const)aV = (Ve = Vo). (5.89)
\%t

Ovo je lako predociti geometrijski: ps., je upravo konstanta iz slavnog ‘teorema
o srednjoj vrijednosti’ integrala. To je upravo ona vrijednost, kod koje je povrSina
pravokutnika visine p,., i Sirine (V2 — V;) jednaka integralu ispod izoterme u
rasponu od V; do V5. Ovo je takoder prikazano na slici (5.7). Ova se geometrijska
konstrukcija zove Maxwellova. Drugi nacin da ju se izrazi, jest da se kaze da
povrsine izotermi iznad i ispod p,.,, moraju biti jednake.

5.8 Makroskopska analiza stabilnosti [7]

U analizi van der Waalsovog modela, upotrijebljena su dva vazna rezultata: slo-
bodna energija je u ravnoteZnom stanju minimalna, a kompresibilnost je uvijek
pozitivna. Obje ove tvrdnje, i mnoge sli¢ne, mogu se pokazati u vrlo opéenitom
kontekstu, jer potjeCu od Cinjenice, da za entropiju izoliranog sistema sigurno
znamo da je u termodinamickoj ravnoteZi ne samo ekstremalna, nego i maksi-
malna.
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5.8.1 Termostatirani sistem

Promatrajmo mali podsistem entropije S velikog sistema (termostata), s kojim
izmjenjuje energiju. Entropija okoline je S,, a iz upravo izreenog slijedi da za
ukupnu entropiju mora vrijediti

d(S+S,) =0, d*(S+8S,) <0. (5.90)

Za termostat na temperaturi 7, iz prve od ovih jednadzbi slijedi

1 1
dS, = =dU, = —=dU, 591
T T (5.91)
kako smo ve¢ vidjeli kod analize toplinske ravnoteZe u odjeljku 2.3.1. Odavde je

odmah . T .
Sy = —=d’U + —dU = —=d°U. 5.92
74U+ 74U, (5.92)
jer temperatura termostata po pretpostavci ne fluktuira. Kad se to uvrsti u izraz za
drugu derivaciju entropije, dobije se

1
d? (S — —U) <0, (5.93)
T
iz Cega se vidi, da kombinacija S—U/T = kW poprima maksimum u ravnoteZnom
stanju termostatiranog sistema, pa je prema tome slobodna energija F' = U — T'S

minimalna.

5.8.2 Entropija homogenog sistema

Ako je sistem homogen, moZemo pokazati i suptilniji rezultat: entropija je konkavna
funkcija svake pojedine ekstenzivne varijable. Dokazimo to, konkretno, za volu-
men. Podijelimo, dakle, volumen V' u mislima na dva jednaka dijela nepropusnom
membranom (‘nepropusnom’ znaci da podsistemi mogu izmjenjivati samo volu-
men, pa ne gledamo druge varijable), tako da je entropija

S(V)=S(V/2+V/2)=5V/2)+ S(V/2) =25(V/2),

gdje druga jednakost slijedi iz aditivnosti entropije po podsistemima. Konkavnost
entropije onda znaci, da je za sistem sastavljen od nejednakih podsistema (tj., kad
se membrana malo pomakne) sigurno

25(V/2) > S(V/2 — §V) + S(V/2 + 6V). (5.94)
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Zasto bi to bilo tako? Zato jer bi u suprotnom slucaju stanje, u kojem se sistem
podijelio u nejednake podsisteme, bilo vjerojatnije od onog u kojem se podijelio
u jednake; a to se protivi pretpostavci, da je homogen. Sjetimo se da je mem-
brana bila nepropusna; dakle, podjela sistema u podsisteme razli¢itog volumena
bi znacila razliite koncentracije Cestica, a to je nehomogenost. To se upravo i
dogada kod separacije faza izmedu plina i tekucine.

Konkavnost entropije povlaci, da je matrica drugih derivacija entropije s obzirom
na ekstenzivne varijable nepozitivna. 1z toga se lako pokaze, da je onda matrica
drugih derivacija unutarnje energije nenegativna. Dokaz ima dva dijela.

Prvo se pokaZe, da je ekstremalno stanje entropije pri zadanoj energiji isto
ono, koje je ekstremalno stanje energije pri zadanoj entropiji. Naime, iz poznatog
izraza

1
dS(U,V) = —dU + %dv . %dN

se vidi, da je pri zadanoj energiji (dU = 0) entropija ekstremalna (dS = 0) onda,
kad je

p H
—dV — =dN =0 5.95
T T : (5.95)

gdje se naravno mogu naci sve makroskopske varijable, koje karakteriziraju sis-
tem. S druge strane, iz

dU = TdS — pdV + udN

slijedi, da je pri zadanoj entropiji (dS = 0) energija ekstremalna (dU = 0) onda,
kad je
—pdV + pdN =0, (5.96)

a to je isti uvjet mehanicke ravnoteze, kao (5.95).

Sad se treba uvjeriti, da ako je taj ekstrem za entropiju maksimum, onda je
za energiju minimum. To se brzo vidi iz jednadzbe (5.93), koja pokazuje da ter-
mostatirani sistem ‘istovremeno’ maksimira S i —U/T’, pa ako je jedan fiksiran,
rezultat slijedi za drugi. Malo opéenitije, moZemo pogledati drugi diferencijal

1 P "
2 _ 2 2r, Mo
a“S(U,v) = TdU+TdV TdN

SUU SUV SUN au
+ [dU dV dN ]| Svuv Svv Syn || AV |. (5.97)
SNU SNV SNN dN

Isto kao kod prvog diferencijala, zadajmo energiju: dU = d*U = 0. Tada iz &in-
jenice da je entropija maksimum (d?S < 0) o¢ito slijedi, da je preostala kvadratna
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forma drugih derivacija (s obzirom na V' 1 N) negativno definitna. No ako umjesto
toga zadamo entropiju (dS = d?S = 0), onda ¢e u ekstremalnom stanju energije
(dU = 0) ista jednadzba dati

1 p 1%
= —d’U + =d*V — =d>N
0 U+ ZdV —

Svv Sywn || AV
+ [aVv dN]{SNV SNNMdN } (5.98)

iz Cega se vidi, da je d*U odreden istom kvadratnom formom, pomnoZenom sa
—T: dakle je pozitivno definitan, pa je energija minimalna. Ukratko, maksi-
mumu entropije za danu energiju odgovara minimum unutarnje energije za danu
entropiju.

Iz dU(S,V) = TdS — pdV + udN ‘prirodno’ slijedi drugi diferencijal

P’U(S,V) = Td*S —pd®V + pd®N
Uss Usv Usn ds
+ [dS dV dN || Uys Uyy Uyy || dV |. (5.99)
UNS UNV UNN dN

Kako je upravo dokazano, da je d*U > 0, to je kvadratna forma, koja se ovdje
pojavljuje, pozitivno semidefinitna (nenegativna): unutarnja energija je konveksna
funkcija ekstenzivnih varijabli.

Primjer: zracenje atoma

Zasto atomi zrae? Konkretno, ako imamo atom u pobudenom stanju, kako on
‘zna’ da mora ‘teziti stanju najniZe energije’, tj. emitirati foton? Ako usporedu-
jemo dva odredena stanja atoma, entropija je u oba slucaja nula (jer znamo stanje
atoma). Dakle radi se o sistemu zadane entropije, koji ¢e, prema gore izloZenom,
minimizirati energiju, zato jer pri zadanoj energiji maksimizira entropiju. Ovu
drugu, ekvivalentnu, situaciju mozemo takoder izravno predociti. Naime, ako
poénemo sa pobudenim atomom odredene energije, stanje iste energije nakon
emisije fotona se sastoji od atoma i fotona zajedno; no to stanje ima vecu en-
tropiju, jer foton ima na raspolaganju velik broj konfiguracija.

Postoje eksperimenti u kojima se atom ‘zarobi’ u vrlo mali prostor, takozvanu
kvantnu to¢ku. Ako je on pobuden, a to¢ka ‘zarobljava’ i foton, mogu se primi-
jetiti gotovo neprigusene oscilacije atoma izmedu pobudenog i osnovnog stanja:
takav atom ne teZi stanju najniZe energije, nekaznjeno prkoseci srednjoskolskim
udZbenicima.
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5.8.3 Ekstenzivnost i Gibbs-Duhemova relacija

Sjetimo se, da je iz ekstenzivnosti sukcesivnih Legendreovih transformata slijedila
Gibbs-Duhemova relacija U — T'S + pV — uN = 0, odnosno
1 P %
= — =V — =N. 1
S TU + TV T (5.100)

Kad ovaj izraz diferenciramo, i usporedimo s poznatim d.S = dU /T + (p/T)dV —
(u/T)dN, proizlazi diferencijalni oblik Gibbs-Duhemove relacije,

1 p A
Ud <f> +Vd <?> + Nd <_T) —0, (5.101)
i 9 s 9

ako se sjetimo da izrazi pod diferencijalom nisu niSta do li razne derivacije en-
tropije. Sad, buduci da ova relacija vrijedi na nivou diferencijala, moze ih se
pretvoriti u derivacije po bilo kojoj od tri varijable (U, V, N), pa se dobiju tri jed-
nadzbe u tri nepoznanice:

Svu Suv Suwn U
Svu Svv Svn V | =0. (5.103)
Snu Snv Snn N

Ovo, dakako, znaci da je u svijetu tri ekstenzivne varijable, matrica drugih derivacija
entropije ranga manjeg od tri, kao posljedica toga Sto te varijable nisu nezavisne.
Buduéi da su dvije potrebne da odrede trecu, genericki ¢e ta matrica biti ranga
dva. Konkavnost onda znaci, da ¢e sve dijagonalne minore te matrice biti nega-
tivne; ili, fizikalno, jednom kad fiksiramo jednu od tri ekstenzivne varijable, kao
u prethodnom razmatranju U ili S, determinante drugih derivacija u ostalim var-
ijablama nece iSCezavati, nego ¢e davati nejednakosti koje opisuju stabilno stanje
sistema.

5.8.4 Le Chatelierov princip

Primijenimo sad gornja razmatranja na matricu drugih derivacija unutarnje en-
ergije, sa zadanim brojem Cestica (dN = 0). Ona je konveksna, pa su prema tome
dijagonalne minore pozitivne:

92U 92U 02U 92U < 92U )2
> 0.

o5~ vz 7 gszave ~ \asav 109
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Bududi da je 0U/0S = T i ¢y = T0S/OT, prva od njih znaci T'/cy > 0, ili, za
T>0,
cy > 0. (5.105)

Dakle, stabilan sistem ima pozitivan toplinski kapacitet. Analogno, ako defini-
ramo adijabatsku kompresibilnost

1 8V)
ks =—— | — , (5.106)
i 4 (ap SN

onda iz druge nejednakosti slijedi kg > 0.

Sto se treée, kompliciranije nejednakosti tice, minoru koja se pojavljuje moZzemo
Citati kao Jacobian promjene varijabli iz (T, —p, N) u (S, V, N):

Uss Usy
Uvs Uyy

_ d(T> —D; N)

=|(=p)s (=pv (=p)n =m-

O<’

Standardna manipulacija Jacobianom onda daje

d(T,—p,N) d(T,—p,N)d(T,V,N)

d(S,V,N) ~ d(T,V,N) d(S,V,N)

_ (% oy _ 1 T
N AV )y \OS v,N_V"GTCV7

a kako ve¢ znamo da je ¢y, > 0, imamo za stabilni homogeni sistem

ey >0, k> 0. (5.107)

Ove se dvije nejednakosti zovu Le Chatelierov princip: rije¢ima, homogeni sis-
tem je stabilan ako mu grijanje povelava temperaturu, a izotermalna ekspanzija
smanjuje pritisak.

Primijetimo da za sustav separiranih faza, kao Sto je ukapljeni plin, Le Chate-
lierov princip nije zadovoljen. Tamo se promjena volumena odvijala uz kon-
stantni pritisak. Formalno, to je posljedica dvostruke defektnosti matrice drugih
derivacija (5.103): ona je ranga jedan, a ne dva. Fizikalno se to odrazilo u Cin-
jenici da je slobodna energija (5.88) bila proporcionalna volumenu, a ne Gibbsova
energija, kako se oCekuje iz op¢ih razmatranja. Prakti¢na je posljedica defektnosti
sustava (5.103) njegova “podzadanost”, naime iz pritiska i temperature u zoni sep-
aracije faza ne moZemo znati volumen. Zato kad kuhamo na plin iz boce, on izlazi
pod konstantnim pritiskom, dok je god u boci prisutna tekuca faza.
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5.9 Feromagnetizam [10]

Uzorci nekih metala, kao Zeljeza, nikla i kobalta, posjeduju makroskopsku mag-
netizaciju i u odsustvu vanjskog polja. Ovakva se magnetizacija zove spontana.
Pierre Curie je 1895. izlozZio hipotezu, da ona potjee od medudjelovanja istih
onih magnetskih momenata, koji su u drugim okolnostima odgovorni za param-
agnetizam. Curieva glavna ideja je tocna: interakcije medu spinovima su danas
u osnovi svakog objaSnjenja magnetskih faza materije. Problem je $to u njegovo
vrijeme, nitko nije moga zamisliti Sto bi tu interakciju moglo uciniti toliko jakom,
da objasni iznose realno opazenih magnetizacija, odnosno temperatura prijelaza;
vidjet ¢emo, a to je i Curieu bilo jasno, da je klasicna (Ampereova) interakcija
atomskih magnetskih momenata tisucu puta preslaba za to.

5.9.1 Weissov fenomenoloski model

Weissova teorija molekularnog polja (1930.) daje najjednostavnije fenomenolosko
uobli¢enje Curieve hipoteze. Ako postoji medudjelovanje spinova, kaze Weiss,
onda pojedini spin ne osjea samo vanjsko polje B, nego i neko ‘molekularno
polje’ B,,, koje potjeCe od ostalih spinova. Sjetimo se paramagnetske jednadzbe
stanja (5.43), koju moZemo pisati

M = MoB(upB/kT) (5.108)

gdje je B(z) Brillouinova funkcija [uglata zagrada u (5.40)], a M vrijednost mag-
netizacije na temperaturi nula. Weissova je ideja da spin umjesto polja B vidi
ukupno polje B + B,,,, a da je sama magnetizacija proporcionalna tom polju,
M ~ B,,:

M = MoB(up(B + By)/kT), M(T)/My = Byn(T)/Bo. (5.109)

Dakle, ukoliko ova jednadZba srednjeg polja ima rjesenje B,,, # 0 kad je vanjsko

polje B = 0, model ¢e posjedovati spontanu magnetizaciju. Ona se moZe rjeSavati
graficki, kao na slici (5.8). OCcito, postoji kriticna temperatura 7, takva, da za
T < T, postoje dva rjesenja, B,, = 01 B,,, # 0, dok za T" > T, imamo samo
rjeSenje B, = 0. Tako se T, ponaSa kao eksperimentalna kriticna temperatura,
ispod koje imamo fazni prijelaz u magnetsko stanje. Lako se, naime, uvjeriti da
¢e slobodna energija magnetiziranog stanja biti niZa; pogledajmo to za spin 1/2.
Tada je particiona funkcija, prema (5.39),

Zo(N, B) = (2cosh BupBy)" (5.110)
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0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

u Bm/ch
Slika 5.8: RjeSavanje jednadzbe srednjeg polja (5.109) za J = 1/2. Punim lini-
jama su prikazane Brillouinove funkcije za dvije temperature, a crtkanom pravac
B,/ Bo. Tocka oznaCava rjeSenje sa spontanom magnetizacijom.

a kako je hiperbolni kosinus uvijek > 1, to rjeSenje sa B,, # 0 ima veci Massieuov
potencijal ¥ = In Z¢, odnosno manju slobodnu energiju, F' = —kT In Z¢.
Kriti¢na se temperatura modela lako nade: ako je nagib Brillouinove funkcije
u ishodi$tu manji od 1/By, imamo samo rjeSenje B,, = 0, a ako je veéi, imamo
i rjeSenje B, # 0. Kriticna temperatura je ona, u kojoj je nagib upravo jednak
1/B()Z
AJ(J+1) pp _ 1 KT — 4J(J +1)
3 kKT. By 3
Za J = 1/2, to daje kT. = pupBy, §to je fizikalno posebno prozirno: kriti¢na je
temperatura ona, kod koje termalni nered uspije unistiti najveci red kojeg moleku-
larno polje moZe stvoriti, a koji je izraZen energetskom vrijedno$¢u uredenog

stanjanal' = 0.

115 Bo. (5.111)

Digresija: ocjena energije prijelaza

U prethodnom odjeljku smo vidjeli kako se temperatura prijelaza moZze iskoristiti
da se dobije ocjena ’energije kondenzacije’ povezane s uredenom fazom. Ako je
T, temperatura prijelaza, mjera dobiti od uredenja je AE ~ kT, po Cestici.

Ova se ocjena ¢ini vrlo opéenita, tako da je tesko zamisliti da bi negdje mogla
biti znaajno naruSena. Ima jedan slavan slucaj kad je ona pogreSna za Cetiri
reda veli¢ine. Kod supravodljivog prijelaza u metalima, energetska dobit nije k7,
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nego kT7?/Tr, gdje je Tr Fermijeva temperatura. Zasto? Zato jer samo elektroni
u blizini Fermijeve energije sudjeluju u supravodljivosti. Dakle je ocjena u stvari
tocna, samo kad se kaZe ’po Cestici’, treba se sjetiti da broj Cestica nije /N nego
NT./TF.

Susceptibilnost i magnetizacija

Susceptibilnost se iznad kriticne temperature moZe dobiti razvojem Brillouinove
funkcije u malom polju B + B,,, (naime, B,,, iS¢ezava za'l' > T, a susceptibilnost
se gleda u granici B — 0):

4J(J +1) pp(B + By,) T.
B,, = B =(B+ B)—. 12
Odavde je
T,
B,, = B—° A1
n=Br—7, (5.113)

te je susceptibilnost

X = 1 lim M = ¢
V B-o B T — Tc7
Sto se zove Curie-Weissov zakon. Ako stavimo M, = Npupg, konstanta C' je ista
kao u paramagnetskom Curievom zakonu,

(5.114)

B E}LQB4J(J—|—1)

= —— 5.115
¢ V k 3 ( )

Vidimo da za T" — T, susceptibilnost divergira kao y ~ (7' — T.)~'. Ova po-
tencija —1 zove se kritiéni eksponent za susceptibilnost. Kod Zeljeza, mjeri se
x ~ (T —T,)~ 13, dakle kriti¢ni eksponent teorije srednjeg polja znacajno odstupa
od eksperimenta.

Kad je T' < T, ali blizu T, molekularno polje je malo, pa se jednadzba
srednjeg polja moZe rjeSavati razvojem u red,

Bm = BO - ET )

AJ(J+1) ppBn  (2J+1)* =1 (upBn\®
3 kT 45

Sto se moze srediti:

1+ (27 +1)? (upBn\* | T
G ) =l (5.116)
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Detaljni su numericki faktori ovdje nevazni; bitno je predvidanje da ¢e magneti-
zacija trnuti kao parabola u blizini 7:

M(T) ~ (T, —T)'? T <T.. (5.117)

Ova potencija 1/2 je jo§ jedan primjer kriticnog eksponenta. U vecini realnih ma-
terijala, kriticni eksponent za magnetizaciju iznosi oko 1/3, dakle opet drugacije,
nego predvida teorija srednjeg polja.

5.9.2 Mikroskopski modeli

Kada bi Curieva hipoteza bila doslovno to¢na, da spontana magnetizacija nas-
taje kao posljedica medudjelovanja magnetskih momenata lokaliziranih spinova
na atomima, glavni bi doprinos tom medudjelovanju bio oblika

1 p(R) - p(R)
. 3 SRR (5.118)
R#R/

Sto je klasi¢na (Ampereova) interakcija magnetskih dipola. Iz ovog izraza nije
tesko dobiti Weissovu teoriju: treba samo zamijeniti sve Sto vidi spin na mjestu R
nekim ‘prosjeénim’ izrazom,

1 p(R)
= _
22|R_R/|3 <'u'>’
Rl
i interakcija postane

> () w(R) = N () - p(0), (5.119)

$to je upravo oblik kojeg trazimo: pojavilo se ‘molekularno polje’ N (i), koje je
proporcionalno ukupnoj magnetizaciji.

Problem je taj, da su magnetske dipolne interakcije daleko preslabe da repro-
duciraju uocene temperature prijelaza. Naime, ocjena k7. = (gup)?/a3, gdje je
ao Bohrov radius, daje temperature prijelaza reda 1 K, Sto je stotine puta manje od
stvarno opazenih. Dakle, ova interpretacija Curieve hipoteze nije tocna: interak-
cije odgovorne za magnetske efekte nisu klasi¢ne interakcije magnetskih dipola.
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Heisenbergov model

Sila, odgovorna za magnetizam, je u stvari kulonska sila medu elektronima, Sto
je sasvim protivno klasi¢noj intuiciji: kakve veze moZe imati centralna sila medu
nabojima sa magnetskim momentima? Ta se veza uspostavlja preko Paulijevog
principa, kojeg nema u klasi¢noj fizici. Naime, zbog Paulijevog principa elektroni
iste orijentacije spina se izbjegavaju u prostoru, odnosno valna funkcija njihovog
relativnog gibanja je mala na malim udaljenostima. To je povoljno sa stanoviSta
kulonske sile, jer je mjera njihovog odbijanja upravo preklop valnih funkcija.
Dakle, kulonska sila ‘voli’ da elektroni budu jednako usmjerenih spinova: eto
veze sa magnetskim momentima!

Sad se pitamo, zaSto onda molekula vodika Hy nema tripletno elektronsko
osnovno stanje, nego singletno, gdje je preklop elektronskih valnih funkcija na-
jveci? To je zato, Sto (opet zbog kvantne mehanike) u raun energije ne ulazi
samo (klasi¢ni) integral preklopa V/, koji daje ‘direktnu’ kulonsku interakciju
dvije raspodjele naboja, nego i (kvantni) ‘integral izmjene’ U, kod kojeg su koor-
dinate elektrona zamijenjene:

v o= / Prid®ry |0 (e 192 (x) 2 Ve (1, 72),

U = /d37"1d37”2¢>1k(r1)¢1(1‘2)¢§(1‘2)¢2(1‘1)VC(I‘171‘2)-

K tome, integral izmjene doprinosi sa suprotnim predznakom, zbog antisimetrije
valne funkcije na zamjenu Cestica. Kod vodikove molekule, konkretno, ovaj drugi
doprinos ‘pobjeduje’, i to do te mjere, da tripletno stanje uopée nije vezano; nje-
gova energija je veca od energije dva odvojena vodikova atoma. Dakle, za ko-
heziju molekule vodika odgovoran je iskljucivo integral izmjene, i zbog njega je
osnovno stanje singletno, odnosno, da tako kazemo, ‘antiferomagnetsko’.

Za dva elektrona, ova se rasprava moZe sazeti u interakciju oblika

H=—-JS;-8S,, (5.120)

gdje je konstanta J suma dva kulonska doprinosa, pozitivnog direktnog, i nega-
tivnog izmjene. Ako pobijedi direktni, imamo J > 0 1 ‘feromagnetsku’ interak-
ciju. U suprotnom, J < 0 1 interakcija je ‘antiferomagnetska’.
Za magnetske momente elektrona u kristalima, moderni je izraz Curieve hipoteze
Heisenbergov model,
H=-> ;S-S (5.121)

1]
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gdje se indeksi 7, odnose na poloZaje iona (najceSce samo blize susjede), a
veli¢ina J;; nema veze sa interakcijama magnetskih dipola, nego potjece od tak-
micenja gore navedenih doprinosa kulonskoj energiji. Njen konkretan izvod varira
ovisno o fizikalnoj situaciji, pa o tome ovisi gdje se model moZe primijeniti.

Heisenbergov se model moZze direktno primijeniti za tumacenje antiferomag-
netizma izolatorskih metalnih oksida (i halida), gdje su elektroni, koji nose spin,
lokalizirani na metalnim ionima, izmedu kojih se nalaze kisikovi (halogeni) ioni.
Tada se moZe izraCunati da je (najcesée) J < 0, tj. metalni oksidi i halidi su obi¢no
antiferomagneti, dok se iznos J ocjenjuje ~ 100 K, §to odgovara opaZenim kri-
tiénim temperaturama, koje su najcesce u rasponu od 100 do 300 K.

Heisenbergov model se takoder moZe izvesti za metale iz serije rijetkih ze-
malja (lantanida), kao S$to je gadolinij, kod kojih elektroni, koji nose magnetski
moment, nisu oni isti, koji vode struju, iako su ovi potonji odgovorni za pojavu
interakcije J;;. U tom je smislu feromagnetizam gadolinija sli¢niji izolatorskom
antiferomagnetizmu, nego feromagnetizmu Zeljeza 1 nikla, koji zahtijeva suptil-
nije objaSnjenje: u njemu, naime, isti elektroni vode struju, koji su odgovorni za
spontanu magnetizaciju. Razlika ove dvije vrste metalnog magnetizma se dobro
vidi u temperaturama prijelaza: 7, je 293 K za gadolinij, sli¢no kao kod Zeljeznog
oksida FeO (198 K), dok za elementarno Zeljezo iznosi 1043 K.

Itinerantni modeli

U metalima, dio elektrona nije lokaliziran, nego su njihove valne funkcije proSirene
po cijelom kristalu: elektroni ‘putuju’, pa se zovu ‘itinerantni’. Ovo daje glavni

doprinos koheziji metala: elektron, ¢ija je neodredenost poloZaja velika, ima zane-

marivu neodredenost impulsa, pa mu impuls moZe biti i vrlo malen; da bi se kristal

razbio na atome, treba ubrzati mnoStvo elektrona na ‘atomske’ brzine, a to kosta

energije. Kod Zeljeza, nikla i kobalta, ovi vodljivi elektroni daju i spontanu mag-

netizaciju.

Pojava vodljivih elektrona a priori preferira paramagnetsko stanje. Kao prvo,
dugodosezna kulonska sila je zasjenjena mobilnim elektronima na pozadini pozi-
tivnih iona. Kad su elektroni dovoljno pokretljivi, ovo je zasjenjenje efikasno i na
malim udaljenostima, $to potiskuje i kratkodosezne kulonske korelacije, koje su
odgovorne za magnetizam. Drugo, pojava viska elektrona odredenog spina znaci,
da elektroni toga spina moraju popunjavati visa stanja u ljestvici jednocesti¢nih
stanja odredenog impulsa: Paulijev princip u tom sluc¢aju povecéava kineticku en-
ergiju, S$to je nepovoljno. Buduéi da su oba spina ravnopravna, ishod bi trebao
biti, da nema spontane magnetizacije.
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To je doista 1 tako, u veini metala. No kod Zeljeza, nikla i kobalta, vodljivi
elektroni ne uspijevaju zasjeniti direktnu kulonsku odbojnu silu na najmanjim
udaljenostima. Tada elektronima odgovara da budu istog spina, jer ih onda Pauli-
jev princip sprecava da se vide, pa Stede kulonsku energiju. Ravnoteza dobitka
u kulonskoj, i gubitka u kinetickoj energiji, dovodi do toga, da vodljivi elektroni
vedi dio vremena provode u stanju jednog, nego drugog spina, pa se pojavi spon-
tana magnetizacija. Razlika A kinetickih energija jedne i druge vrste spina onda
daje ocjenu temperature prijelaza: A ~ kT.. Ako se sad A interpretira u termin-
ima Weissove teorije, kao ‘efektivni Bohrov magneton’, oCito ¢e se dobiti neki
necjelobrojni iznos magnetona; ovo objasnjava, zaSto se ;g mora tretirati kao slo-
bodni parametar, kad se Weissovi izrazi pokuSavaju podesiti na mjerene krivulje.
Tako se npr. za nikal dobije 0.6, po atomu.

Gornju je raspravu moguce sazeti u vrlo jednostavnom modelu, drugacijem od
Heisenbergovog. Unutarnju energiju fermionskog plina mozemo napisati kao

U=U,+U_+gN.N_ (5.122)

gdje se predznaci odnose na spinove, a U, je unutarnja energija Fermijevog plina
sa IV Cestica, na temperaturi nula:

Er
Uy = / eg(e)de ~ EY? ~ NY*, (5.123)
0

prema vezi Fermijeve energije i broja Cestica. Treci ¢lan g/ Ny N_ ovisi o rasprSenju
dvije vrste spinova, koje potjece od kratkodoseznog (nezasjenjenog) dijela elek-
trostatskog medudjelovanja. Ono je odbojno, g > 0. Ovdje je usla kljucna
fizikalna pretpostavka: rasprSenja medu elektronima istog spina nema, jer ih Pauli-
jev princip drzi na medusobnoj udaljenosti, vecoj nego Sto je doseg sile. Kad se
sve konstante proporcionalnosti skupe u g, dobije se bezdimenzionalna jednadZba
stanja na temperaturi nula:

U=N"*+N" 4 gN,.N_. (5.124)

Za njezino je razumijevanje bitno, da je potencija 5/3 veca od jedan. Zbog toga
kineticka energija vise voli paramagnetsko stanje, N, = N_ = N/2, nego fero-
magnetsko, N, = N, N_ = 0:

(N/2)/3 + (N/2)/* < N°/3, (5.125)

S druge strane, ocito je da doprinos rasprSenja iS¢ezava kad je N_ = (. Dakle ako
povecavamo g, u nekom trenutku Ce biti povoljnije rjeSenje sa N, # N_, samo da
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Slika 5.9: Energetska ploha jednadzbe stanja itinerantnog feromagnetizma
(5.124). Vidi se kako minimum na N, /N = 1/2 postaje maksimum kad doprinos
rasprSenja naraste.

se smanji doprinos rasprSenja, makar kineticka energija trpjela zbog toga. Tako se
pojavljuje itinerantni feromagnetizam. Ovo je prikazano na slici 5.9. Primijetite
daje gN?/® ~ gEp. Dakle je prirodna mjerna jedinica konstante medudjelovanja
upravo E', ako se U mijeri u jedinicama kineti¢ke energije N°/3. Rezultat smo
izveli na temperaturi nula, no razlike na konacnoj temperaturi potjecu samo od
razmazanosti Fermijeve raspodjele, koja je na sobnoj temperaturi mala. Dakle
temperaturu prijelaza u osnovi odreduje takmicenje dvije velike elektronske skale:
nultog gibanja elektronskog plina, i kratkodoseZnog (nezasjenjenog) dijela jakog
kulonskog rasprSenja. Zato temperature prijelaza lako ispadnu velike.
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Poglavlje 6

Fluktuacije i neravnotezni procesi

6.1 Brownovo gibanje [11]

6.1.1 Jednodimenzionalni nasumicni Setac

Zamislimo da netko hoda duZ puta tako, da prije svakog koraka baci novcic,
hoce 1i napraviti korak naprijed ili natrag. OCcito, za takvog Setaca ne moZzemo
tocno predvidjeti gdje ¢e se nalaziti nakon ¢ koraka; ako Zelimo opisivati njegovo
gibanje, moramo pribjedi statistickom opisu. Kao prvo, kolika je vjerojatnost da
¢e se Seta€ naci na udaljenosti x = x; nakon ¢ koraka, ako je na pocetku bio u
x = x¢? Ako su koraci svi iste duZine, imamo sljedecu zgodnu konstrukciju:

Korak Koordinata SetaCa Norma
-3 —2 -1 0 1 2 3
0. . 1 . . . 1
1. 1 . 1 . . 1/2
2. . 1 . 2 . 1 . 1/4
3. 1 . 3 . 3 . 1 1/8

Na pocetku, SetaC je u ishodiStu. Kad napravi prvi korak, mozZe se naéi samo
na jednom od dva myjesta, lijevo i desno od ishodista, s jednakom vjerojatnoScu
1/2. U iduc¢em koraku, naéi ée se na jednoj od parnih koordinata = = —2,0, 2,
ali je vjerojatnost nalaZenja na koordinati 0 veca, jer je na nju mogao doéi iz
oba prethodna polozaja, + = —1,1. Vidimo, da je vjerojatnost nalaZenja Se-
taCa u nekoj tocki jednaka zbroju vjerojatnosti nalazenja u dvije susjedne tocke u
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prethodnom koraku, podijeljenom sa dva:
1
P(l’,t + 1|.Z'0,t0) = 5 [P(ZZ' — 1,t’$0,t0) + P(l’ + 1,t|l’0, to)] . (61)
Iz gornje tablice moZemo lako pogoditi rjeSenje rekurzije: primijetimo da se u njoj
pojavljuju binomni koeficijenti! Doista, ova rekurzivna konstrukcija je upravo

slavni Pascalov trokut. Dakle, vjerojatnosti nalaZenja Setaca su dane binomnom
raspodjelom:

1 ty — to
P(z1,t1]z0, t0) = 2“—_“)(@1 Cwg b — to)/Q)' (6.2)

Nakon zadanog broja koraka t; — ty = t, kolika je je oCekivana vrijednost ek-

skurzije SetaCa, 1 — xo ?7 OCito nula, jer je raspodjela simetri¢na; informativnije
je gledati

(o1 —a0)* = % Z i ((x +tt) /2) ' ©.3)

Provedimo eksplicitni racun za parna mjesta, t = 2k i x = 2m. Imamo

2% 11"
- m+k S

s=1
gdje smo iskoristili funkciju izvodnicu

()= (o)
D s =(2+s+-) .
- m+k S

Kad se srede izrazi, dobije se

= 4k1. ok,

(Il — .le())z = tl — tg. (64)

Dakle, linearno odstupanje Setaca je proporcionalno korijenu vremena, a ne vre-
menu, kao kod deterministickog gibanja.

6.1.2 Kontinualna granica

Ako vremenski intervali postaju sve manji, kao i duZina koraka, onda ocekujemo
da ¢e binomna raspodjela prije¢i u Gaussovu. Zamijenimo, dakle, t; — tg —

155



(t1 —to)/T iz — 20 — (1 —20)/a, te promatrajmo granicu 7 — 0, a — 0. Sada
je rekurziju (6.1) zgodno pisati

P(%,t—i- 1’.130,t0) — P(;U,t‘xo,t0>

1
= 5 [P(iL' — 1,t|$’0,t0) + P(QZ’ + 1,t’£€0,t0) — 2P(£C,t’$0,t0)] s (65)

a kad prijedemo na dimenzionalne varijable, i uvedemo gustocu
p(z,t) = P(x/a,t/T|zo/a,to/T)/a,

to postane

plz,t+71)—px,t) = % p(x —a,t) +p(z +a,t) — 2p(z,t)]. (6.6)

Ako a i 7 nezavisno teZe nuli, obje strane iSCezavaju. No primijetimo da lijevo
imamo prvu diferenciju u ¢, a desno drugu diferenciju u x; dakle ako oni teze nuli
tako, da omjer a®/27 = o? ostaje konstantan, ovaj izraz moZzemo pisati

plz,t+7) —p(z,t) azp(x —a,t) 4+ p(x + a,t) — 2p(z,t)
T N a?

a to teZzi ka 5 2
13 t
p(:c7 ) — 042 p($7 ) . (6.7)
ot Ox?
Ovo je jednadzba difuzije, sa konstantom difuzije . Nju, prema tome, moZemo
promatrati kao kontinualnu granicu rekurzije za binomne koeficijente. Njeno

rjeSenje je Gaussian

B 1 (x — x0)?
p(z,t|zo, to) = EeTr— exp (—m) ; (6.8)

koji je normiran, i1 zadovoljava pocetni uvjet, da je Seta u z:

/dmp(x,t!xg,to) -

t}grgop(ﬂfl,tﬂxo,to) = (a1 — xo).

On zadovoljava 1 jedan manje trivijalan uvjet, u skladu s njegovom interpretacijom
kao uvjetne vjerojatnosti: naime, u nekom trenutku ' izmedu t, i t;, SetaC je
sigurno bio negdje:

/dxlp(l"l,t1|$,7t/)p($,>tl|$0,to) = p(x1, t1]wo, to), (to <t < ty). (6.9)
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Ovo se zove jednadiba Smoluchowskoga. Zapravo nije unaprijed jasno, da se
pri ovakvoj konstrukciji vjerojatnosti p(xy, t1|xg, to) pod integralom nece pojaviti
neka integralna jezgra, koja ovisi o x’ i t'. Njezino odsustvo u jednadzbi Smolu-
chowskoga je direktna posljedica nezavisnosti Setaceve odluke, koji ¢e mu biti
iduéi korak, o prethodnim odlukama. PoloZaj Setaca u trenutku ¢ + 7 dakle ovisi
samo o tome, koji mu je poloZaj bio u trenutku ¢, a ne i o tome, kako je tamo
dospio. Procesi, u kojima vrijednost nasumicne varijable x,, 1 ovisi samo o x,,, a
ne o n, ili drugim vrijednostima x;, zovu se Markovljevi procesi. Za njih vrijedi
jednadzba Smoluchowskoga.

Na kraju, uo¢imo da diskretni model nasumi¢nog Setaca opcenito nema kon-
tinualnu granicu, nego samo za jedno odredeno, kriticno skaliranje vremenskih i
prostornih odsjeaka, takvo da je a?/7 konstanta. Fizikalno re¢eno, opCenito ne
mozemo ocekivati da neéemo imati ovisnosti o ‘mikroskopskoj’ reSetki, na kojoj
je definiran neki model; no ponekad postoje specijalne, kriti¢ne vrijednosti param-
etara, u kojima ponasanje modela prestane ovisiti 0 mikroskopskim skalama.

6.1.3 Seta¢ u viSe dimenzija

Promatramo i dalje kubi¢nu reSetku, ali u d dimenzija, tako da Seta¢ moze u
svakom trenutku izabrati jedan od dva smjera duz d osi. Rekurzija (6.1) tada
postaje

P(x,t+ 1|xg,t0) — P(x,t|x0,tg) =

1
% Z [P(X — €, 25|X()7 to) + P(X + e, t|X0, to) - QP(X, t|X07 to)] 7(610)
i=1

gdje su e; jedini¢ni vektori u d dimenzija. Ovdje se pojavila diskretna verzija
Laplaciana,

d
:idz flx =€)+ f(x+e) = 2f(x)]. (6.11)

U kontinualnoj granici, ovo vodi na jednadZbu difuzije
p(x.t) = a*Vip(x, 1), (6.12)

pri skaliranju a?/(2d7) = o® i p = P/a?; njeno je rjeSenje isti Gaussian kao
prije, samo treba zamijeniti prostorne varijable vektorima, a normirajuci faktor
potencirati sa d.
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PokuS§ajmo rijeSiti diskretnu rekurziju (6.10). Buduéi da su vjerojatnosti P
definirane samo za diskretne vrijednosti varijable x, njih moZemo promatrati kao
Fourierove amplitude neke funkcije P(k,t), periodi¢ne u svih d komponenata
varijable k, sa periodom 27:

" ddk kX
P(X,t‘Xo,to) = /_7T W@ P(k, t) (613)

Uvrstavanjem u rekurziju, lako se dobije
. 1 - . ,
Pk, t+1) = (3 > cos k) - P(k,t), P(k,ty) = e ko, (6.14)

gdje pocetni uvjet za P slijedi iz poGetnog uvjeta, da P mora biti delta-funkcija.
Rekurzija za P je trivijalna, pa slijedi

T i 1 n
P(x1, t1]x0, to) :/ Weik'(xl_x(’) (EZCOS k:z> ) (6.15)

7
Ovaj se izraz moZze iskoristiti, da se dobije jedno fundamentalno svojstvo nasum-
i¢nog Setaca: efektivna dimenzija njegove putanje je dva, a ne jedan! Dakle, nas
SetaC ‘pokriva povrSine’, a ne ‘crta linije’. Da bismo se u to uvjerili, pogledajmo
koliko je ukupno puta Setac posjetio zadano mjesto X :

G(x1—Xo) = Y P(x1,t1|xo, to). (6.16)
t1=to

Naime, ako SetaC posjecuje mjesto s vjerojatnoScu, recimo, 1/4, re¢i éemo da ga
je posjetio ‘Cetvrtinu puta’. UvrStavajuci integralni izraz za P, imamo

T ddk eik-(xl —X0)
— = . 17
) /W (@m)i1— 13, cosk; ©17)

Ovaj integral divergirau d = 11 d = 2! To znaci, da ¢e svako mjesto u jednoj i
dvije dimenzije sigurno biti posjeeno, i to mnogo puta: Seta ispunjava povrsine.

Ovaj se rezultat moze intuitivno shvatiti. Zamislimo put Setaca poput lanca, i
neka mu je razmak prve i posljednje karike r. Kolika je ocekivana duZina ¢ tog
lanca, tj. broj karika? Odgovor (6.4) kaZe, da karika ima ~ r2. No to zna¢i, da
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ih imamo dovoljno, da pokrijemo povrsinu Cija je linearna dimenzija » — dakle
SetaC je poput djeteta ‘iSarao’ cijelu plohu izmedu svoje prve i posljednje tocke.

Manje je ocigledno, no ipak istinito, da ‘prirodna’ dvodimenzionalnost Se-
taCeve putanje povlaci dvije karakteristicne dimenzije prostora, a ne jednu. Jedna
je upravo d = 2: sigurno je vazno, da li Ce Seta¢ popunjavati cijeli prostor, ili nece.
Druga je manje ocita, a to je d = 4. Ona potjeCe od toga, §to se dvodimenzion-
alne povrSine opcenito ne presijecaju u vise od Cetiri dimenzije (slicno kao Sto se
pravci samo iznimno presijecaju u tri dimenzije). U Cetiri dimenzije, presijecaju
se samo u izoliranim tockama. Dakle, ako imamo vise Setaca, oni Ce se rijetko
sretati u Cetiri dimenzije, a u viSe od Cetiri, nikada.

6.1.4 Masivni Setaé
Funkcija G(x; — X¢) zadovoljava jednadZbu
AG(x1 — Xg) = —0x;x05 (6.18)

dakle je to Greenova funkcija za diskretni Laplaceov operator —A. MoZemo je
promatrati kao grani¢nu vrijednost (A = 1) funkcije izvodnice za vjerojatnosti P,

G(X1 — Xo,)\) =\ Z )\tl_tOP(Xl,t1|X0,t0). (619)
t1=to

Kada je |\| < 1, ova je funkcija uvijek konvergentna, kao $to se vidi iz integralne
reprezentacije (nema viSe pola u nazivniku):

T 19k 6ik~(x1—xo)
G(x1 — X0, \) = . 6.20
(x1 — X0, A) /_7r (27T>d% _ ézl cos k; ( )
Ona je takoder Greenova funkcija, ali za malo drugaciju jednadzbu:
1
“A+ {5 )Gl = x0,0) = Gy, (6.21)

KaZemo da je Setac koji se pokorava ovakvoj jednadzbi lokaliziran. Intuitivno
se to lako shvati, kad se vidi da konstanta 1/\ — 1 > 0 na lijevoj strani upravo
znaci, da dio Setaca nece nikada napraviti korak: ona odgovara vjerojatnosti, da
SetaC jednostavno nestane. [Pripadna rekurzija ima A/2 umjesto 1/2 u jednadZbi
(6.1).] Cim ta vjerojatnost postoji, ma koliko mala, dode do drastine promjene
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svojstva SetaCa: odjednom on viSe ne moZe tako daleko stici, 1 nije u stanju pokriti
Citav prostor, ¢ak ni u jednoj dimenziji: vjerojatnost da ¢emo ga uopce naéi se
smanjuje geometrijskom progresijom. Lokalizirani se Setac, dakle, moZe vidjeti
samo u blizini svoje pocetne tocke.

Ovakav se SetaC joS zove 1 ‘masivan’. To se moZe shvatiti ako se pogleda
kontinualna granica. Stavimo li x — x/a, k — ka, te podesimo parametre
1/A — 1 — m?a®/2d, granica a — 0 daje

00 ddk ez’k-x

g(x,m?) = lim ;G(x/a,/\) = /

a—0 2da%—2 .
Ovo je Greenova funkcija za (stati¢nu) Klein-Gordonovu jednadzbu
(—V2+mH)¥(x) =0,
koja je analogna Laplaceovoj jednadzbi iz elektrostatike, ali za fotone koji imaju
masu; eksplicitni racun integrala u (6.22) daje ‘Yukawin potencijal’
1

g(x,m?) ~ [

—mlx|

umjesto kulonskog 1/|x|, dakle je Seta¢ konacnog dosega (lokaliziran). To se
lijepo vidi kad tinta kapne na papir: oStar rub mrlje je upravo karakteristi¢an za
eksponencijalnu lokalizaciju.

6.1.5 Gibanje Brownove cCestice

Sad ¢emo vidjeti kako se rezultati analize nasumi¢nog Setaca pojavljuju u fizikalnom
kontekstu. Promatramo malu Cesticu suspendiranu u tekuéini. Njezina jednadZba
gibanja je

Mo = K(t), (6.23)
gdje K (t) predstavlja nasumicnu silu, koja potjece od udaraca koje nasa Cestica
prima od molekula tekucine. Kad se Cestica giba, znamo da ta sila ‘u prosjeku’
daje trenje tekucine, odnosno viskozni otpor, pa oduzmimo taj prosjek:

K(t) = —pv+ MA(Y), (6.24)
gdje je sad A(t) nasumicni dio sile, koji ima prosjek nula. Kad Cestica miruje,
ovaj dio je sve Sto ostaje od sile K (). Jednadzba gibanja je sada

b= —%v A, (6.25)
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i treba naci vremensku evoluciju koordinate z(t). Iz analize nasumicnog SetaCa
nasluéujemo, da ne¢emo imati srece sa prosjekom z(t), jer e taj iSCezavati. Zato
preuredimo jednadzbu gibanja, da nademo evoluciju kvadrata z2(t). Kao prvo,
mnozimo je sa x:

aﬁ:—f%ﬁ+xA@. (6.26)

Uocimo, da je
. 1 d 2 . 1 d2 2 N2
2d = 5o, 1E = o — ().
Odavde jednadzba gibanja postaje
1d , -2 H 2
——x° — = ———— A(t). 6.27
2 W= gt teAl (627)

Vremenski prosjek x(t)A(t) iSCezava, jer polozaj Cestice nije koreliran sa sto-
hastickom silom. Iz ekviparticionog teorema zakljucujemo

— kT
»\2 —
(#) M’

jer vjerujemo u jednakost vremenskih prosjeka i onih po ansamblu. Konacno,
oznacimo vremenski prosjek derivacije 22 sa v,

d d

= — 2 = —_2
Tt Tatt
Tada jednadZba gibanja postaje
2T p
y = —— — —7. 6.28
) (6.28)
Asimptotsko rjeSenje (¢ — o0) je ono za koje je ¥ = 0:
d— 2kT
= —r2=— 6.29
ili, integriranjem,
—  2kT
x? = —1t. (6.30)
L

Vidimo, dakle, da je prosjecni kvadrat ekskurzije Brownove Cestice proporcionalan
vremenu, ba§ kao kod nasumicnog Setaca. Nadalje, za sferi¢nu Cesticu mozemo
uvrstiti vezu koeficijenta p i konstante viskoznosti 7, tzv. Stokesov zakon:

= 6w Rn, (6.31)
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pa dobijemo
oL
3tRn
Iz ove jednadZbe mozemo odrediti Boltzmannovu konstantu k, ako izmjerimo
veli¢inu Brownove Cestice pod mikroskopom i uvrstimo poznatu konstantu viskoznosti.
Alternativno, veli¢inu ¢ moZemo odrediti eksperimentalno, iz grani¢ne brzine pri
konstantnoj vanjskoj sili K,

(6.32)

Na taj je nacin po prvi put odreden omjer plinske i Boltzmannove konstante, tj.
Avogadrov broj.
Iz rjeSenja jednadzbe difuzije (6.12) se lako dobije

22 = / *p(z,t) = 2a°t, (6.33)
tako da je konstanta difuzije

o =kT - (6.34)

==

Veli¢ina 1/ se zove mobilnost Cestice, tako da imamo direktnu vezu konstante
difuzije 1 mobilnosti, dakle makroskopske i mikroskopske karakteristike gibanja
Brownove Cestice. Ovaj se rezultat zove Einsteinova relacija.

6.2 Termodinamicke fluktuacije

6.2.1 Razlika Brownovih i termodinamickih fluktuacija

Ukoliko napravimo uobicajenu identifikaciju mjerenja neke termodinamicke veli¢ine
u vremenskim razmacima ve¢im od relaksacijskog vremena, sa nasumi¢nim izvlacen-
jem predstavnika iz ansambla, tada moZemo ocijeniti fluktuaciju te veli¢ine tokom
vremena iz njene fluktuacije u ansamblu. Bitna je razlika izmedu ovih fluktuacija,

1 onih gdje se vremenska evolucija modelira procesom poput Brownovog gibanja,
da se kod termodinamickih fluktuacija ne pretpostavlja nikakva ovisnost jednog
mjerenja o prethodnima, dakle niti koliko je potrebno da bi proces bio Markovl-
jev. Fizikalno, relaksacijsko vrijeme je bas ono koje dijeli medusobno korelirana
mjerenja mikroskopskih veli¢ina, kao Sto je poloZaj Brownove Cestice, od neko-
reliranih mjerenja makroskopskih veliCina, kao $to je unutarnja energija sistema
Cestica. Zbog toga treba razlikovati vremenske korelacije Markovljeve nasumicne
varijable od korelacija unutar ansambla.
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Slika 6.1: Usporedba vremenskih fluktuacija Brownovog Setaca (gornja slika) i
onih unutar ansambla. Donja slika daje ukupnu magnetizaciju po spinu ansam-
bla tisucu nasumicno orijentiranih spinova J = 1/2, redom za tisuu nasumce
odabranih ¢lanova ansambla.

Razlika ovih dviju vrsta fluktuacija dramati¢no se vidi na slici 6.1. Ona potjece
od toga Sto je poloZaj Setaca u svakom trenutku odreden njegovim prethodnim
poloZajem, pa ako je u nekom koraku bio u, recimo, z = —50, u idu¢em moze
biti samo u x = —51, —49; trebat ¢e mu dugo da dode u x = 50, makar je sigurno
(u jednoj dimenziji) da ¢e jednom i tamo dospjeti! S druge strane, obzirom da
se Clana ansambla bira nasumi¢no, on u svakom koraku ima jednaku Sansu da
bude pozitivan 1 negativan. Jedna interpretacija ove razlike jest da u igri bacanja
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novcica, u kojoj dva igraca daju jedan drugome isti iznos, ovisno o ishodu bacanja,
mozemo ocekivati vrlo duge periode, u kojima je jedan igrac u prednosti. Naivno
ocekivanje, da bi se prednost trebala ‘pravilno’ izmjenjivati, u stvari je ispunjeno
za mnogo igara, tj. za ansambl: doista, ako ima mnogo parova igraca, igraci koji
dobivaju na ‘glavu’ ée u odabranom trenutku vremena biti u prednosti u priblizno
polovini igara. Njihova ukupna prednost u svakom trenutku ¢e se onda ponasati
kao magnetizacija u slici 6.1.

6.2.2 Fluktuacije u ravnotezi

Promatrajmo termodinamicke fluktuacije u ravnotezi, dakle fluktuacije medusobno
nekoreliranih izbora ¢lanova ansambla. Za svaki par konjugiranih termodinamickih
varijabli, imat ¢emo jednu koja se smatra fiksiranom vanjskim uvjetima, a druga
Ce tada biti podlozna fluktuacijama. Tako, ako je zadana temperatura, fluktuirat
¢e energija: .
(E-U)) = 88;0 = k%?cv’ (6.35)

i kao $to se vidi, mjera tih fluktuacija je upravo toplinski kapacitet, tj. ‘suscep-
tibilnost s obzirom na temperaturu’. Ovo ne bi trebalo iznenaditi, s obzirom na
ulogu susceptibilnosti u analizi stabilnosti (odjeljak 5.8.4). S jedne strane, suscep-
tibilnost je mjera ‘oStrine minimuma’ u slobodnoj energiji; no oStrina minimuma
je druga derivacija indeksne funkcije, a to je srednje kvadratno odstupanje, po
definiciji funkcije izvodnice. Dakle, opéenito oekujemo, da e susceptibilnosti
mjeriti termodinamicke fluktuacije.

Na primjer, fluktuacija broja Cestica je

1 0*0g  10(N)
(N=A(N)) =52 =590

5 ou B Ou
Za slucaj klasi¢nog idealnog plina (3.95), ve¢ smo vidjeli da je relativna fluk-

tuacija mala. Zanimljivo je, medutim, pogledati fluktuaciju broja zaposjednuéa
odredenog kvantnog jednocesticnog stanja. Za fermione, imamo

1
<nz> = eBlei—m) + 1’

(6.36)

(6.37)

(An)?) _ 1

164



Iz ovoga se vidi, da su fermionske fluktuacije znaCajno potisnute, u odnosu na
klasi¢ne. Ovo je intuitivno lako shvatiti, kao posljedicu Paulijevog principa: svaki
fermion oko sebe stvara ‘zonu’, u kojoj je drugim fermionima kinematicki ‘zabran-
jen pristup’, pa oni ne mogu ‘ni slucajno’ u nju zaci. Kako su takve slucajnosti
upravo one koje su odgovorne za termodinamicke fluktuacije, ocito je da ih Pauli-
jev princip moZe samo potisnuti. Ipak, relativne fluktuacije su velike za slabo
popunjena stanja (visoko iznad kemijskog potencijala); no to je samo zato jer je
nazivnik malen.

Za bozone, identi¢ni racun daje analogan rezultat, ali s promijenjenim predz-

nakom: )

(@) 1
Ovo znaci da su bozonske fluktuacije broja znac¢ajno povecane u odnosu na klasi¢ne:
relativna fluktuacija je reda jedan, i to za sva stanja, ne samo slabo popunjena, kao
kod fermiona! Ovo je opet jedan odraz kinematicke sklonosti bozona, da se ‘li-
jepe’ jedni za druge, Sto je njihova verzija Paulijevog principa; tko to ne zna,
mislio bi da se privlace, isto kao Sto bi za fermione mislio da se odbijaju. Naime,
ako zamislimo ‘procesiju’ fermiona, zbog Paulijevog principa ocekujemo da se
zadana gustoca procesije reflektira u konstantni razmak medu Cesticama; za bo-
zone Ce, naprotiv, do¢i do ‘zgruSavanja’, pa ¢e se zadana gustoca realizirati kao
prolazak nasumicno velikih nakupina, sa nasumic¢no dugim razmacima u kojima
nema Cestica. Fluktuacija broja je, dakle, velika. Ovo se ponekad kaZe, da ‘fotoni
putuju u paketima’.

(6.39)

6.2.3 Fluktuacije izvan ravnoteze

MozZemo se pitati, kolika je vjerojatnost da ¢emo zateci ¢lana ansambla u stanju
koje odstupa od ravnoteznog, tj. koje nije u ‘Siljku’ raspodjele clanova ansambla
po nekom svojstvu. Pretpostavljamo, dakako, da do odstupanja dolazi spontano,
a ne zbog neke promjene makroskopskih uvjeta, za koju ne znamo: recimo, ako
gledamo vjerojatnost da se nezasi¢ena para kondenzira na podu, ne zamisljamo
da nam je netko iza leda prosuo vrecu soli.

Mikrokanonski ansambl

Ako imamo ukupno N clanova ansambla, koji svi dolaze sa a priori jednakim
vjerojatnostima, a od toga N’ ima neko trazeno svojstvo, vjerojatnost da ¢emo
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zatedi sistem sa tim svojstvom je, o¢ito, N'/N. No kako su logaritmi tih brojeva
upravo entropije, ta se vjerojatnost moze pisati

p=e’, (6.40)

gdje je Ao = ¢’ — o razlika pripadnih entropija. Ona je negativna, jer je po
pretpostavei N/ < N. Sada, ako fluktuira neka veli¢ina z, Cija je ravnoteZna

vrijednost x, vjerojatnost fluktuacije se do drugog reda u x moZze dobiti razvojem
Ao =o(x) — o(x):

1 0>
p = exp [§(x — )2 (8_:;> ] . (6.41)

Ovo odmah znaci, da ¢e sistem biti stabilan samo ako je druga derivacija entropije
s obzirom na x negativna u x = x; inae smo krivo pretpostavili, da je entropija
maksimalna u * = x,. Dakle, kad ‘termodinamicke sile’ (prve derivacije en-
tropije) iS¢eznu u ravnotezi, vjerojatnost fluktuacije je dana ‘susceptibilnostima’
(drugim derivacijama entropije). Bitno je uociti, da u stvari susceptibilnost daje
skalu koja odreduje, koja je fluktuacija ‘velika’.

Na primjer, ako je = unutarnja energija,

0>(a2a) 1 (aT> L R
Doy _ Loy _ L1 _ oo
ouz ), kI2\oU),,  kI?cy

dakle toplinski kapacitet mora biti pozitivan, iz razloga stabilnosti. S druge strane,
statisticka fizika garantira taj rezultat, jer u kanonskom ansamblu prikazuje toplin-
ski kapacitet (3.35) kao srednje kvadratno odstupanje, Sto je razlika ocekivane vri-
jednosti kvadrata i kvadrata oCekivane vrijednosti, a matematicki je nemoguce da
takva razlika bude negativna.

Kanonski ansambl

Kad svi ¢lanovi ansambla imaju istu temperaturu, vjerojatnost da ¢emo zateéi
¢lana u zadanom stanju i je p; = exp(—FE;)/Z. Odavde je vjerojatnost, da éemo
zateci bilo kojeg ¢lana sa zadanim svojstvom, jednaka

e Zp

== = 6.42
D= ohm = 7y (6.42)
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gdje crtica na sumi u brojniku znaci, da zbrajamo samo po ¢lanovima sa tim svo-
jstvom. OCcito je onda relativna vjerojatnost dana razlikom Massieuovih funkcija,
odnosno slobodnih energija:

p= eVoVo = g=BF'-F) (6.43)
Za male fluktuacije, istom analizom kao malo prije dolazimo do zakljucka, da su
prirodne susceptibilnosti za termostatirani sistem druge derivacije Massieuovog
potencijala, dakle ne entropije, nego njenog Legendreovog transformata. Obicaj
je, medutim, reci da su susceptibilnosti druge derivacije slobodne energije, Sto je
ista stvar, jer je za termostatirani sistem /3 isti za sve ¢lanove ansambla.

Ovdje se sad pojavljuje jedna komplikacija. Sto je s pomakom ravnoteZe kad
se malo promijeni temperatura? Direktno preslikavanje analize za mikrokanonski
ansambl bi dalo zakljucak, da druga derivacija W po (3 mora biti negativna,
odnosno druga derivacija F' po temperaturi, pozitivna; iz izraza za toplinski ka-
pacitet (3.83) onda izlazi, da on mora biti negativan!

U stvari, analizu stabilnosti mikrokanonskog ansambla smijemo direktno pres-
likati za sve varijable osim za temperaturu, jer se temperatura pojavila u Legen-
dreovoj transformaciji W = o — U, pa nije unaprijed jasno, kakva ovisnost V¢
o temperaturi slijedi iz zahtjeva, da 0 bude maksimalna kao funkcija unutarnje
energije. 1z prethodnog bismo odlomka pogodili, da W bas treba biti minimalan,
i doista:

do = pdU + ppdV,  d¥Ye = —-UdS + [pdV,
a_a = ﬁa % = _Ua
ou op
9’c 0B PPV U
ou?  oU’ op: 9B’
(920' 82\110
- —  —
ouz  0p?
Dakle, svaki put kad napravimo Legendreovu transformaciju, maksimalnost ‘stare’
funkcije u ‘staroj’ varijabli povlaci minimalnost ‘nove’ u ‘novoj’. Tvrdnju da je
‘slobodna energija minimalna’ ne treba pamtiti bez ograda: kao funkcija temper-
ature, ona je ba$ maksimalna.

[Opéenito vrijedi: ako funkciju f(z1, ..., z,, a1, as, .. .) pretvorimo u funkciju
9(Y1, -, Yn, a1, az, ...) pomocun Legendreovih transformacija, onda ée umnozak
dviju n x n matrica drugih derivacija, f obzirom na z; i g obzirom na y;, biti jed-
nak —1, tj. one su jedna drugoj inverzne, do na taj predznak.]
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Velekanonski ansambl

Ista analiza, kao kod kanonskog ansambla, dat Ce vjerojatnost fluktuacije
p=eleTVe = A, (6.44)

Dakle, susceptibilnosti su sad druge derivacije velekanonskog potencijala, odnosno
velekanonske Massieuove funkcije. One odreduju stabilnost termostatiranog sis-
tema, kojem je zadan kemijski potencijal.

6.2.4 Fluktuacije i stabilnost

Susceptibilnosti su se u ovom odjeljku pojavile u dvojakoj ulozi. S jedne strane,
one daju fluktuacije makroskopskih veli¢ina sistema u termodinamickoj ravnoteZi.
S druge, one opisuju osjetljivost sistema na promjenu te ravnoteze, dakle njegovu
stabilnost na ‘perturbacije’, odnosno male promjene zadanih vanjskih parametara.
Na primjer, sistem ima veliki toplinski kapacitet ako na danoj temperaturi postoji
veliki rasap energije ¢lanova ansambla oko prosjecne energije. No to istovremeno
znaci, da ¢e mala promjena temperature izazvati veliku promjenu unutarnje en-
ergije — dakle je ‘osjetljiv’ na takvu promjenu.!

Vrijedi uoditi, zaSto smo ovdje takvom lako¢om ponovili rezultate termodi-
namicke analize stabilnosti iz odjeljka 5.8. To je zato, §to imamo mikroskop-
sku interpretaciju entropije. Tada je lako pisati formule poput p = Z'/Z, iz
kojih slijede nejednakosti za susceptibilnosti. S druge strane, jednom kad se
pretpostavi postojanje jednadZbe stanja, sve Sto termodinamika ima, je matem-
atiCka teorija funkcija viSe varijabli, zbog Cega fizikalni izvodi Cesto poprimaju
oblik mucnih manipulacija promjenama varijabli. 1z ove toc¢ke glediSta, statis-
ticki rezultati su ‘konkretan primjer’ termodinamickih, sa eksplicitno napisanom
(modeliranom) misterioznom funkcijom S. ‘Dubina’ statisticke fizike je u tome
da je ovaj ‘konkretan primjer’ u stvari univerzalan, tj. on je tocan model ponaSanja
realnog svijeta.

'Nag intuitivni osjecaj, da je sistem velikog toplinskog kapaciteta, naprotiv, ba3 ‘neosjetljiv’,
potjece od toga, Sto obic¢no ne gledamo promjenu unutarnje energije s temperaturom, nego tem-
perature sa zadanim prilivom topline, recimo od jedne Sibice. Dakle intuicija se odnosi na
AT/AQ =1/cy,ane cy.
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6.3 Wiener-Khintchineov teorem

U proucavanju vremenskih fluktuacija Brownovog tipa, u osnovi se razlikuju dva
pristupa: jedan pocinje konkretnim modelom Setaca, te pokuSava iz njega izraCu-
nati sve moguce posljedice, odnosno opisati Setacevo ponaSanje sa Sto vise detalja.
Drugi nastoji medusobno povezati pojedine karakteristike nasumic¢nog procesa,
nastojeci ostati $to je moguce viSe nezavisan o izboru konkretnog modela, u kojem
bi se te karakteristike mogle realizirati. Ovaj je drugi pristup tradicionalno plod-
niji; on je zapoceo Einsteinovom relacijom, koja je povezala mobilnost i konstantu
difuzije. Jedan od vaZnih rezultata ovakvog pristupa jest i Wiener-Khintchineov
teorem, koji povezuje spektar Suma sa njegovim vremenskim korelacijama.

Nasumicne procese moZemo podijeliti u klase prema tome, koliko je potrebno
odrediti nezavisnih momenata, da bi se definirao proces. Tako, za nekorelirani
proces, dovoljan je prvi moment, vjerojatnost p;(z,t) da ¢e se Cestica naéi na
danom mjestu u dano vrijeme. Za Markovljev proces, potrebno je joS i navesti
po(x1,t1; 2, t2), Vjerojatnost da ¢e se dogoditi oba dogadaja, nalaZenje Setaca u
xq utrenutku ¢4, i u x5 u trenutku ¢,; za nekorelirani proces, ovo bi bio jednostavno
produkt vjerojatnosti p;, ali za Markovljev, kao Sto smo vidjeli na slici 6.1, nije
tako. Za procese s ‘memorijom’, treba navesti i viSe momente od drugoga, dok u
slucaju Markovljevog procesa vrijedi, npr.,

P(x3,t3]xe,to; x1,t1) = P(x3,t3|22, t2) (t3 > ta > t1),

jer za pojavu Setaca u t3 nije vazno, Sto se dogadalo prije ¢-. Pristupi, koji Zele biti
nezavisni o modelu, zadrZavaju se na pretpostavkama o njegovim niskim momen-
tima, spektralnoj raspodjeli, i tome slicno. Rezultati poput Wiener-Khintchineovog
onda kazu, koje od tih pretpostavki nisu medusobno nezavisne. Osim ovog teo-
retskog znacenja, on ima i prakticni aspekt: sluSaju¢i Sum, moZemo nesto saznati
o procesu koji ga generira.

6.3.1 1Izvod teorema

Zamislimo, da nasumi¢nu putanju Brownovog Setaca tokom dugog vremena 7" u
kontinualnoj granici prikazujemo Fourierovim integralom:

w(t) = % /_ b A(w)e™" dw. (6.45)

Budud¢i da je x(t) realan broj, imat ¢emo A*(w) = A(—w). Primijetimo da Ce,
zbog poznatog rezultata x2(t) ~ t, olekivana vrijednost kvadrata amplitude A
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divergirati linearno s viemenom 7. Zanimaju nas vremenske korelacije Setaca, tj.
ocekivano ponaSanje autokorelacione funkcije za Setaca, nasumicno odabranog iz
ansambla:

T/2
C(r) = (2Bt + 7)) = lim ~ / Ot +7)dt (646)

T—o0 T —T/2

jer vijerujemo da su prosjeci po vremenu i po ansamblu isti, ako se racunaju preko
vremena 7', duzih od relaksacijskog vremena. Ovo, zapravo, zna¢i da moZemo
napraviti i oba prosjeka,

C(r) = (x(t)z(t + 7)),

ne mijenjajuci rezultat. Direktnim uvrStavanjem,

T/2
iwt iw’ (t+T1)
C(r) 47r2/ dw/ dw’ 111_{1;0 A( YA(w )/ dte™’e . (6.47)

—T/2
Inverziona formula za Fourierov transformat znaci
/ dte™te™ (tH7) — oiwTons (w+ w/)7
paje
1 [ 1
C(r) = — dw coswT lim —]A( )7,
0

T—oo 1’

jer iz realnosti slijedi da je |A(w)|* parna funkcija frekvencije. Uvedimo sada
spektralnu funkciju snage procesa,

Gw) = Tlggo— {|[A(w)[?). (6.48)
Tada se moze pisati
C(r) = i/ G(w) coswT dw, (6.49)
2m Jo

Sto je Wiener-Khintchineov teorem: autokorelaciona funkcije procesa je Fourierov
transformat njegovog spektra snage. Inverzni Fourierov transformat onda daje,
naravno,

G(w) = 4/oo C(7) coswr dr. (6.50)
0

Tako, ako znamo snagu koju Sum zraci po frekvencijama, moZemo odrediti au-
tokorelaciju procesa koji proizvodi taj Sum.
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6.3.2 Primjeri

Promotrimo jednostavan slucaj, kad autokorelaciona funkcija procesa eksponen-

cijalno trne:

C(r)=e™™ = Gw) = _ A . (6.51)

1+ (wre)?
Ovo znaci da nema Suma na visokim frekvencijama, koje odgovaraju vremenima
znacajno manjima od karakteristi¢nog vremena 7., preko kojeg je proces koreli-
ran. To je jasno: jake korelacije znaCe deterministicko ponasanje, dakle odsustvo
Suma. Na niskim frekvencijama, koje efektivno prave prosjeke preko vremena
duzih od 7., oCituje se zaboravljivost naSega Setaca, kao Sum u spektru snage.
S druge strane, neka proces ‘trenutno zaboravlja’:

C(7) ~ (1) = G(w) ~ const., (6.52)

Sto se zove ‘bijeli Sum’: ako nema tako kratkih vremena, da bi Seta¢ preko njih
bio koreliran, onda su procesi visokih frekvencija jednako podloZni Sumu, kao i
oni spori. Ovo je, zapravo, vrlo dobra aproksimacija realnih situacija; u metalima
je relaksaciono vrijeme, tj. ono preko kojeg su nasumicna rasprSenja elektrona
korelirana, oko 1073 s, pa je G(w) u (6.51) prakti¢ki konstantan, tj. ‘bijel’, sve
do mikrovalnih frekvencija.

MoZemo medutim zamisliti bijeli Sum do neke frekvencije w,,, nakon koje ga

viSe nema: )
G(W) ~ O(wm — w) = O(r) ~ 22EmT (6.53)

T

Sto odgovara korelacijama koje sporo trnu na skali 1/w,,, dok za w,, — oo ta
skala nestaje, pa se proces svede na prethodni. Oscilacije u korelacionoj funkciji
su posljedica umjetnog oStrog reza u spektru snage; one bi se izgladile, kad bi se
stavilo da G (w) trne preko nekog raspona frekvencija, a ne kao stepenica.

6.4 Nyquistov teorem

Nyquistov je teorem jedan od najvaznijih rezultata analize vremenskih fluktuacija
termodinamickih sistema, 1 sa prakticnog i sa teorijskog gledista. Teorijski, on je
najjednostavniji eksplicitni izraz veze izmedu fluktuacija i trenja: do makroskop-
skog trenja dolazi bas zato Sto je sistem podloZan nasumi¢nim mikroskopskim
udarima. Cim postoji jedno, mora postojati i drugo. Ova se veza pojavljuje u
raznim kontekstima, pod zajedni¢kim nazivom fluktuaciono-disipacioni teorem.
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Prakticki, teorem daje precizan izraz za veli¢inu fluktuacija napona koje se
javljaju u danom otporniku. Tako se saznaje minimalan Sum, kojeg ¢e u nekom
rasponu frekvencija proizvoditi otpornik na danoj temperaturi. Pri tome treba
imati na umu da ovaj Sum nece nuzno optereCivati ostatak elektricnog kruga.
Prijenos Suma u druge elemente ovisi o ugodenosti kruga. Tako, iako otpornik
proizvodi bijeli Sum, ostatak kruga ¢e mozda ‘Cuti’ samo Sum u nekom rasponu
frekvencija. Naime, budu¢i da je oCekivana vrijednost fluktuirajue komponente
napona nula, sa Sumom nije povezana nikakva elektromotorna sila; ¢injenica da
kvadrat napona u prosjeku ne iS¢ezava nam omoguéuje da govorimo o ‘snazi’, ali
je vazno shvatiti da ta ‘snaga’ nije sposobna vrS$iti rad, u uobi¢ajenom makroskop-
skom smislu ove rijeci.

6.4.1 Makroskopski izvod teorema

Ako se otpornik, iz kojega izlaze dvije Zice, spoji na osjetljivi galvanometar, igla
neée mirovati: otpornik je izvor naponskih fluktuacija. Zamislimo, jednostavnosti
radi, drugi otpornik, jednak prvome, umjesto galvanometra; tako imamo, efek-
tivno, dva otpornika povezana Zicama, u termickoj ravnotezi s okolinom. Elek-
tromagnetski valovi, koji se termalno pobuduju u takvom sistemu, putovat Ce ili
prema jednom otporniku, ili prema drugom. U oba slucaja ¢e se apsorbirati bez
refleksije, jer su otpori jednaki. Broj takvih valova je dan Bose-Einsteinovom
raspodjelom, pa je njihova energija na frekvenciji w jednaka

hw

SRliT 1 ~ kT,

jer sobna temperatura odgovara frekvencijama ~ 10'2 Hz, pa su ‘zanimljive’
frekvencije u klasi¢nom rezimu. Ukupna energija za dva moda je onda 2k7’, no
svaki od njih se apsorbira na jednom otporniku, koji prema tome prima iznos en-
ergije k7" po svakom modu oscilacije kruga, odnosno za svaku frekvenciju. U
rasponu frekvencija Av on ¢e prema tome apsorbirati energiju k7'Av po jedinici
vremena. Sad, u ravnoteZi on mora izraciti isto toliko energije; a ako mu je nomi-
nalni otpor R, to ¢e se zracenje prikazati kao fluktuirajuéa struja, ¢ija je ocekivana
snaga jednaka apsorpciji energije po vremenu:

(I*) R = kT Av, (6.54)

odnosno
(V?) = ARKT Av, (6.55)
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jer se struja pojavljuje u krugu ukupnog otpora 2R, pa je pripadni pad napona
I/(2R). 1Izraz (6.55) je Nyquistov teorem.

6.4.2 Usporedba s Einsteinovom relacijom

Einsteinovu vezu (6.34) izmedu konstante difuzije i mobilnosti moZemo proma-
trati kao neki prototip fluktuaciono-disipacionog teorema. Naime, za Gaussovog
SetaCa je konstanta difuzije mjera oCekivane vrijednosti njegove (fluktuirajuce)
amplitude; mobilnost je, s druge strane, direktno povezana s granicnom brzinom
pri konstantnoj sili, dakle prosje¢nim trenjem. Imamo dakle

2 1
Z = (2kT) - ~.
; ( )u

U elektricnim krugovima, naboj je analogan pomaku z; Nyquistov teorem u ‘stru-

jnom’ zapisu je onda
1NN _ iy L
Av \ \ dt B R

Na lijevoj strani je veli¢ina dimenzije kvadrata naboja, podijeljenog s vremenom;
desno imamo temperaturni faktor, pomnoZen s vodljivo$¢u (reciprocnom vrijed-
no$c¢u otpora). Ako vodljivost proglasimo analognom mobilnosti 1/, imamo
direktnu analogiju Einsteinove relacije i Nyquistovog teorema. U stvari, kao §to
¢emo vidjeti iz poopéenja Nyquistovog teorema u idu¢em odjeljku, jedina je raz-
lika medu njima da se Einsteinova relacija odnosi na situaciju, kad Sum molekula
‘osluskujemo’ Brownovom cesticom, dok ga u Nyquistovom slucaju ‘oslusku-
jemo’ oscilatorom, ugodenim na neku frekvenciju. Ova razlika u uredaju, koji u
drugom slucaju ima harmonicku restitutivnu silu, dovodi do toga da se Nyquis-
tov teorem moze izreci u frekvencijskoj domeni, tj. kao odredena izjava o spektru
termalnog Suma.

6.4.3 Izlazni Sum i poopéeni Nyquistov teorem

Najopcenitija linearna veza vremenski ovisne pobude (‘ulazne varijable’) U nekog
sistema, i njegovog odgovora, mjerenog veli¢inom / (‘izlaznom varijablom’), jest
konvolucija

1) = /_ T 2 YU @), 6.56)

o0
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gdje se Z(t) zove funkcija odgovora®

kao Sto znamo, bitno jednostavnija,

; veza medu Fourierovim komponentama je,

i(w) = z(w)u(w). (6.57)

Prototip ovakvog izraza je Ohmov zakon, ili veza D = <E izmedu elektricnog
polja i dielektricnog pomaka. Iz ovoga odmabh slijedi veza spektra snage ulaza i
izlaza:

Gs(w) = |2(w)]* Gu(w). (6.58)

Ako se ovi spektri odnose na Sum, onda imamo vezu Suma na ulazu i izlazu naSeg
uredaja.

Zamislimo, tako, da imamo ogledalo objeSeno na torzionu nit, na koje djeluje
fluktuirajuca sila, od udaraca molekula zraka (/ je moment inercije):

16+ af + ¢ = A(t). (6.59)

Za bilo koju pobudu A(t) Fourierov transformat daje 6, = z(w)a(w), gdje je

funkcija odgovora

2(w) = L (6.60)

W Fiaw+ ¢

Iz Wiener-Kintchineovog teorema imamo

1

<92>:C(0):%/00009(w)dw Ga [7

:2770

|2(w)[Pdw = %, (6.61)

gdje smo pretpostavili da je spektar snage fluktuacija pobude A(t) bijeli Sum, tj.
neovisan o frekvenciji.

Za proizvoljni spektar snage G 4(w), mozemo dobiti jednostavan oblik fluk-
tuacije poloZaja, ako je gusenje malo (v < v/cI), pa je oscilator ugoden na rezo-
nantnu frekvenciju wy = m . Tada je

(67) = Galn) (6.62)

4ac

No sada, ako pretpostavimo da je moguénost ugadanja sistema na proizvoljnu
frekvenciju nezavisna od sile trenja, odgovorne za konstantu «, te da se sistem ter-
malizira upravo zbog istih nasumicnih udara, koji dovode do fluktuacija poloZaja,

%1z razloga kauzalnosti ofekujemo Z(t) = 0 za t < 0, $to vodi na Kramers-Kronigove relacije
za z(w), no na tome se sad neCemo zadrZavati.
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moZemo u termodinamickoj ravnoteZi upotrijebiti ekviparticioni teorem, da za-
klju¢imo
(c0?) = kT, (6.63)

pa se usporedivanjem s prethodnim izrazom dobije
Ga(wy) = (4kT) - a, (6.64)

Sto je opet fluktuaciono-disipacioni teorem, u opéenitijem kontekstu: spektar fluk-
tuacija je bijeli Sum (wy moZemo proizvoljno namjestiti), koji je dan termalnim
faktorom, pomnoZenim nekom mjerom makroskopskog trenja, tj. disipacije. Da
smo za oscilator uzeli elektri¢ni L RC' krug, dobili bismo upravo originalni izricaj
Nyquistovog teorema. Da smo iz jednadZbe gibanja ispustili lan u ¢, vratili bismo
se na analizu Brownove Cestice.

Bitna je fizikalna pretpostavka u prethodnom izvodu, da je oCekivana vrijed-
nost (02>, do koje dolazi zbog udara, nasumicnih u vremenu, ista ona, do koje
dolazi zbog fluktuacija unutar ansambla, a koja je dana ekviparticionim teore-
mom. (Da smo nasumi¢no udarali prstom po ogledalu, to ne bi bilo tako!) Pri
tome smo primijenili ekviparticioni teorem na makroskopsku varijablu, polozaj
ogledala; ovakva primjena termodinamike je eksperimentalno prvi put potvrdena
raspodjelom koloidnih €estica u gravitacionom polju, kad je utvrdeno da ona sli-
jedi barometrijsku formulu, iako su te Cestice ‘velike’.

6.4.4 Galvanometarske fluktuacije

Ako nekoliko raznih mehanizama proizvodi termalni Sum, a svi djeluju na isti ure-
daj, taj uredaj nece imati ni vee ni manje termalne fluktuacije, nego da sav Sum
potjeCe iz jednog izvora. Ovo ¢emo sad pokazati na primjeru galvanometarske
igle, na koju istovremeno djeluju Sum iz otpornika, preko zavojnice, 1 nasumicni
udari molekula zraka. Formalno ¢e se vidjeti, da svaki novi izvor Suma donosi sa
sobom i dodatno trenje, tako da ukupni Sum sa ukupnim trenjem daje iste fluk-
tuacije igle, kao da je ona bila podloZzna samo jednom Sumu, sa samo njegovim
trenjem. Fizikalni razlog za ovakvo ponaSanje jest da termalni kontakt ne moze
ovisiti o mikroskopskom mehanizmu, kojim se ostvaruje; kad bi ovisio, ta bi ra-
zlika sadrzavala informaciju, odnosno ravnotezna entropija sistema u kontaktu s
jednim termalnim rezervoarom ne bi bila ista, kao entropija istog takvog sistema
u kontaktu s drugim. Ili, ukratko, svi termostati moraju biti ekvivalentni.
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Galvanometar pod utjecajem struje ¢ iz otpornika R se prikazuje vezanim sus-
tavom jednadZzbi

I0+ab+ch = At)+ gi, (6.65)
Ri = V(t) - gb, (6.66)

gdje je A(t) fluktuirajuéa sila od molekula zraka, a V'(¢) fluktuirajuéi napon; g
je efektivna konstanta veze struje i otklona, koja potjece od zavojnice. Kad se
eliminira struja, ostaje jednadZba za sam otklon:

2

10 + <a + E) 6+ ch=A(t)+ RV(t). (6.67)

Da bi se dobio spektar snage ove sloZene nasumicne sile, sve §to se treba sjetiti,
jest da su njene komponente nekorelirane:

[A+ (g/R)V]* = A2 + (¢*/ R} V2. (6.68)

Dakle, uvrStavanjem u poopceni Nyquistov teorem (6.64),

g’ g’

za sve frekvencije, pa moZemo saznati fluktuaciju kazaljke iz (6.61):

o 4kT(a+g¢*/R) kT
(0%) = 4(a+g?/R)c ¢’

(6.70)

dakle tocno onoliko, koliko predvida ekviparticioni teorem. Jasno se vidi, kako se
poveéana snaga Suma kompenzirala jednako poveéanim trenjem.

6.4.5 Granice to¢nosti mjerenja

Ako mjerimo silu F' otklonom 6 igle, koja se opire harmoni¢kom silom (npr. opru-
gom), promjena sile ¢e biti proporcionalna promjeni otklona:

AF = cA#. (6.71)
Zbog termalnih oscilacija igle, €init ¢e nam se da sila fluktuira:

AF? = AQ? = ckT, (6.72)
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prema ekviparticionom teoremu. Dakle, ova greSka se moZe smanjiti smanjivan-
jem konstante opruge. No tada e trebati dugo vremena, da se igla umiri. Za-
pravo, umjesto sile F' mjerit ¢emo prosjecnu vrijednost poloZaja igle tokom nekog
zadanog vremena .S, koliko mozemo Cekati:

1

t
Fs(t) = 3 /t B F(thdt'. (6.73)

Ova veza ‘ulazne’ sile F(t) i ‘izlazne’ (mjerene) sile Fs(t) je linearna, pa odgovor
na harmoni¢ku ulaznu silu daje funkciju odgovora z(w):

1 — e—in 1 — e_iws
- - — 74
s z(w) (6.74)

F(t) = Ae™' = Fg(t) = Ae™"
(t) = Ac“! = Fy(t) = Ac -
Srednja vrijednost kvadrata mjerene sile je, dakle,

G > G 20kT
(FD) =5 [P = 55 = 2T, 675)

gdje smo iskoristili Nyquistov teorem za ulaznu ‘stvarnu’ silu. Ovo je relevantna
mjera fluktuacija, ako imamo zadano vrijeme na raspolaganju, i vidi se da je ona
odredena guSenjem u mjernom uredaju.

Smanjivanje pogreske hladenjem

Jedan nacin, kako se moZe doskociti termodinamickoj granici to¢nosti mjerenja,
jest da se dio uredaja ohladi (ako se moze cijeli ohladiti, joS bolje). Neka su tako
igla i otpornik galvanometra na razliitim temperaturama. Njihov ukupni spektar
snage je onda
2 2
ATy + ARTyS- = AkT,, (a + 9—) , (6.76)
R R
gdje smo definirali neku efektivnu temperaturu kruga. Prakticki se cijeli krug
ponasa kao da je na toj temperaturi. Ona je oCito izmedu 77 i 75, s time da je
tezina s kojom svaki element ulazi u prosjek upravo njegov vlastiti Sum. Dakle,
moze se isplatiti ohladiti samo onaj element, koji je izvor najveceg Suma.

Smanjivanje pogreSaka povratnom spregom

MoZemo pokusSati smanjiti fluktuacije sistema uvodenjem povratne sprege, koja
uvodi dodatno guSenje o, ali kojem nije pridruZen nikakav Sum. Tada je spektar
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Suma jos uvijek ‘stari’ G = 4akT, te on uz dodatno gusenje definira efektivnu

temperaturu .
AakT = 4(a + o )kT,;. (6.77)

Ona je, dakako, niza nego ona bez povratne sprege. Ovo ne utjeCe na granicu
tocnosti mjerenja, jer se tamo pojavljuje produkt gusenja i temperature, tj. spektar
snage, a taj je ostao isti. Medutim, buduci da slabo guseni sistem omogucuje vecu
tocnost mjerenja, ali zahtijeva duZe vrijeme, moZe biti zgodno povecati to slabo
gusenje povratnom spregom, bez gubitka tocnosti.

6.5 Povratak u ravnotezu kao ireverzibilni proces

Einsteinovu relaciju za vjerojatnost fluktuacije smo obicno promatrali staticki,
tako smo na primjer dobili jednoCesti¢ne raspodjele kao vjerojatnost fluktuacije
u kojoj je odredeno jednocCesti¢no stanje sigurno zaposjednuto. Sli¢no je kad se
Zeli pokazati da je spontana pojava nekog neravnoteZznog stanja malo vjerojatna,
recimo da se sav zrak u prostoriji skupi u kutu.

Zanimljivo je medutim da se nju moZe shvatiti 1 dinamicki. Naime, ako je
sistem izbacen iz ravnoteZe, njegovo vracanje u ravnoteZu je upravo kao klizanje
po paraboloidu entropije, &iji ekstrem oznacava ravnoteZno stanje.® Sile koje gu-
raju sistem u ravnotezu su derivacije entropije po makroskopskim mehanickim
varijablama. Makroskopska dinamika povratka u ravnoteZu se onda opisuje kao
vremenska promjena entropije pod utjecajem tih sila. Promjena je ireverzibilna
jer entropija pri tome raste (vraca se u maksimum).

6.5.1 Mehanicka analogija

Zamislimo kuglicu na dnu rotacionog paraboloida z = a(x? + y?), i stavimo
nadalje y = 0 (osna simetrija). Pomaknimo kuglicu u poloZaj z = x( i drZimo
je prstom. Pri tome smo obavili rad az? i sad moramo uravnoteZiti silu 2az, ako
Zelimo da kuglica miruje. Sto ée biti kad pustimo kuglicu? O¢ito, koordinata z,
koja je zapravo potencijalna energija, mijenjat e se brzinom

— =2ax— =F -wv. (6.78)

30vo je doslovno istina za izolirani sustav. Za termostatirani i eventualno uzemljeni sustav
treba umjesto entropije staviti pripadajuce Massieuove funkcije, kako smo veé vidjeli u odjeljku
6.2.3.
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No ako je z energija, onda je dz/dt snaga. Tvrdnja, da je rad jednak sili pom-
nozenoj putem, u dinami¢kom slu¢aju postaje: snaga je sila pomnoZena brzinom.

Ako Cestica ima mnogo, umjesto brzine se pojavljuje struja. Ovo nas upucuje
da vremenske promjene entropije trazimo u obliku

do

— =X, 6.79

7 (6.79)
gdje je X generalizirana (termodinamicka) sila, a J makroskopska struja, pobudena
tom silom, koja vraca sustav u ravnoteZzu. Ako se jo$ sjetimo da je sila promjena
entropije po generaliziranoj koordinati, X = do/dx, imamo interpretaciju struje

iz dimenzionalne analize:
do do dx

dt  dxdt’
1 doista, struja je kao brzina generalizirane koordinate (prirodne varijable en-
tropije).

(6.80)

6.5.2 Susceptibilnosti i korelacije izvan ravnoteze

Promjena entropije zbog fluktuacije makroskopskih veli¢ina, njenih prirodnih var-
1jabli u izoliranom sustavu, moze se opisati paraboloidom

Ao == gavit, (6.81)
1,k

gdje su x; generalizirane koordinate, odnosno promjene u prirodnim varijablama
entropije. (IshodiSte je odabrano tako da su u ravnoteZi svi x; = 0.) General-
izirane sile koje se induciraju tim pomacima su
oo
Xi=—=— KT 6.82
) a.%z Zgzk k> ( )
k
1 njih takoder treba shvatiti kao razlike odgovarajucih intenzivnih varijabli (ocito
su nula kad su x; nula). Kako je g;; pozitivno definitna forma (inae ravnotezno
stanje ne bi bilo maksimum entropije), ona se moze invertirati, pa mozemo dobiti
1 pomake iz sila:
zi=—Y g Xx (6.83)
k

Matricu g;; znamo interpretirati termodinamicki, kao matricu susceptibilnosti,
odnosno drugih derivacija termodinamickih potencijala, npr. c¢;,' ~ 9*S/0U?.
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Statisticki interpretirane, kao druge derivacije funkcija izvodnica, susceptibil-
nosti su se pojavljivale kao varijance, odnosno korelacije odgovarajucih termodi-
namic¢kih veli¢ina u ravnoteZi (tako, ¢,y ~ (E?) — (E)?). Da li je to istina i izvan
ravnoteze? MoZemo barem pokazati da nije dodatna pretpostavka, nego slijedi
iz pretpostavke da se statistiCka interpretacija same entropije moze koristiti izvan
ravnoteZe. Naime, tada se vjerojatnost fluktuacije opet moze pisati (dx = dxy - - -
je volumni element u prostoru makroskopskih varijabli)

A dx

P(le, .. )dX = W,

(6.84)

iz ¢ega mozemo izraCunati korelaciju intenzivne i ekstenzivne veliine u ansam-
blu:

oP (931:Z

Integrirani dio iSCezava jer je vjerojatnost velikih fluktuacija mala. Odavde se
odmah dobiju korelacije sila

(XiX5) == g (1 X)) = gy (6.86)
k

i koordinata
(riz;) = Zgzk (Xkz;) _g;, (6.87)

1 doista, one su dane matricom SUSCCptlblanStl. Naglasimo da se ovdje radi o
korelacijama unutar ansambla, gdje se vremenska varijabla ne pojavljuje eksplic-
itno, iako zamiSljamo da sistem evoluira prema ravnoteZi. Imamo dakle skrivenu
pretpostavku, da svaki ovakav ansambl traje ne samo puno duZe od termalizaci-
jske skale (kao i uvijek), nego i puno krace od karakteristi¢nih vremena promjene
makroskopskih varijabli. Tako se pojavljuje raspon vremena u kojem gornji izrazi
imaju fizikalnog smisla i izvan ravnoteZe. Posebno, to znaci da brzinu makroskop-
skih varijabli treba shvatiti kao prosjek po takvom ansamblu,

dx - <x(t +7)— x(t)> | (6.89)
dt T

gdje je 7 neko vrijeme u gore navedenom rasponu.
Primijetimo da smo u formuli za vjerojatnost fluktuacije napisali entropiju kao
funkciju makroskopskih varijabli, koordinata z;. Ovo je u skladu sa shvacanjem
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entropije kao makroskopske termodinamicke funkcije. No sjetimo se da smo u
ravnoteZi raCunali entropiju izravno kao volumen mikroskopskog faznog prostora.
Ta druga moguénost izvan ravnoteZe nema smisla; naime, mikroskopski fazni
prostor je uvijek isti, i tako izraCunata entropija se ne moze mijenjati. Fizikalno,
sistem nije u ravnoteZi ba$ zato jer joS nismo docekali da sva mikroskopska stanja
budu popunjena s istom vjerojatnoS¢u. Dakle je 1 u formuli za entropiju ner-
avnoteznog stanja skrivena pretpostavka o ‘srednjim’ vremenskim skalama, koje
su joS uvijek krace od skale na kojoj evoluiraju makroskopske varijable, medu
kojima i entropija sama. Takva entropija, definirana za ni-prekratka-ni-preduga
vremena, ponekad se zove ‘relevantna entropija’, 1 ona je jedina koja nam je na
raspolaganju za neravnotezne procese.

6.6 Vremenska evolucija fluktuacije i Onsagerove relacije

Da bismo zatvorili opis povratka sistema u ravnotezu, treba nam jedna dodatna
pretpostavka, koju ne mozemo dobiti iz mehanicke analogije. Naime, za raz-
liku od mehanickih sustava, termodinamicki se relaksiraju difuzivnim procesima,
kojima je zajednicko karakteristicno vremensko ponasanje opadajuéa eksponenci-
jala. Ovo zapravo znaci da je brzina promjene onih veliCina, koje mjere odstupanje
od ravnoteZe, linearno proporcionalna njima samima. Kad ima nekoliko varijabli
koje istovremeno odstupaju od ravnoteZe, pojavljuju se i medusobni utjecaji, tako
da je najopcenitija linearna pretpostavka

dﬁ?i
J

Lijeva strana je struja, a desnu moZemo izraziti pomocu sila, dakle to je isto Sto i

Ji=>  LyX;. (6.90)
J

Ova opcenita veza sila i struja sad omogucuje fizikalni prikaz promjene entropije
s vremenom, korak dalje nego smo naslutili iz dimenzionalne analize:

do Oo dx;
dt — O di Z ZJ s (©51)

Vidimo da je vremenska promjena entropije kvadratna forma u termodinamickim
silama. Kako smo vec rekli, ona je analogna snazi u mehanickim sustavima, i
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zove se disipacija. Vidimo da ¢e dispacija biti velika ako su termodinamicke
sile velike. No kako su sile razlike odgovarajucih intenzivnih varijabli (pritiska,
kemijskog potencijala, inverzne temperature), proizlazi da za reverzibilne procese
(gdje disipacija iS€ezava) moraju i promjene intenzivnih varijabli izmedu raznih
dijelova sistema biti male. Ili ukratko, veliki gradijenti znace veliku disipaciju,
dakle efikasnost procesa pada.

1z ¢injenice da derivacije u prethodnim izrazima nisu formalne operacije, nego
predstavljaju makroskopski odraz mikroskopskih procesa, moze se dobiti zan-
imljivo ogranicenje na koeficijente L;;. Zbog obrativosti mikroskopskih procesa
obzirom na vrijeme, za svaku korelacionu funkciju mora vrijediti

(@:(t)a;(t + 7)) = (wi(Q)a;(t = 7)) = (zi(t + 7)2;(8)),  (6.92)

gdje druga jednakost slijedi iz proizvoljnosti izbora ishodiSta vremena na ‘sred-
njoj’ skali 7. Oduzimajuéi (x;(t)x;(t)) na obje strane i koristeci definiciju struje
kao fizikalne derivacije, dobijemo

(2:(t)J;(1)) = (Ji(t)x; (1)), (6.93)

Sto je fenomenoloski vrlo jako ograniCenje: korelacija j-te struje sa ¢-tom koor-
dinatom je jednaka korelaciji i-te struje sa j-tom koordinatom. Ovo postane jo$
izrazitije ako se struje izraze preko sila:

D Li (2 X() = D L (Xu(t)a; (1)) (6.94)

a bududi da su korelatori ekstenzivnih 1 intenzivnih veli¢ina Kroneckerovi simboli,
to se svodi na

Ovo se zovu Onsagerove reciprocne relacije. Zbog mikroskopske obrativosti vre-
mena, vremenska promjena entropije nije bilo kakva kvadratna forma u makroskop-
skim silama, nego simetri¢na!

Vrijedi uociti kako smo ovdje istovremeno imali posla s dva razli¢ita shvaanja
vremena. U izrazu (6.89) se pojavljuje vremenska varijabla na gruboj skali, na
kojoj se odvija difuzivni proces, i on nije obrativ u vremenu. Formula (6.92)
se s druge strane poziva na mikroskopsko, ‘hamiltonijansko’ vrijeme, koje se po-
javljuje u jednadzbama gibanja, i koje naravno jesu obrative u vremenu. Izraz (6.95)
je lijep spomenik onome koga nije zbunjivala ta razlika.
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6.6.1 Primjer: termoelektricni efekt

Ako zagrijemo jedan kraj metalne Sipke, izmedu dva kraja Ce se pojaviti ne samo
tok topline, nego 1 napon. Sli¢no, ako uspostavimo gradijent napona, uz struju ce
se pojaviti 1 gradijent temperature. Fenomenoloski se to moZe opisati sustavom
vezanih jednadZbi:

I = lnAQO—i‘llQAT
W = l21A(p+l22AT, (696)

gdje je I elektri¢na struja, W tok topline, a zdesna su odgovarajuce razlike napona
¢ i temperature 7T'. Koeficijenti /;; se mogu mjeriti i nisu simetri¢ni, jer ovi gradi-
jenti nisu prirodne generalizirane sile za neravnoteznu entropiju. Kad napiSemo
istu relaciju u tim silama, simetri¢nost Onsagerovih koeficijenata ¢e imati za posljedicu
odredenu relaciju medu koeficijentima /;;, koja se u principu moZe provijeriti.

Dok je u ravnoteZi stvar navike hoemo li izabrati energiju ili entropiju kao
ishodi$ni termodinamicki potencijal, ovdje nemamo takvog izbora. Generalizirane
sile traZimo preko entropije, odnosno disipacije. Zamislimo dva kraja Sipke kao
dva dijela izoliranog sustava, izmedu kojih dolazi do prijenosa energije

AU - —AUl == AUQ,

te Cestica
AN = —AN; = AN,.

Prilikom navedenog prijenosa doci ¢e do promjene entropije svakog dijela prema

AU T
foy = o+ EaN,
AU u(T+AT) + ¢Ap
Aoy = TLAT T L AT AN. (6.97)

Budu¢i da sistem nije u ravnoteZi, ukupna entropija ¢e narasti:

Ao = Aoy + Aoy = AU {—g} — gAN [%+ ATi (%

12 T ' ¢ oT )] (6.95)

gdje smo stali kod linearnih ¢lanova, u skladu s fenomenologijom. Disipacija je
onda jednostavno

d AT A AT 0

EAU:W{ }—I{ Ly (ﬁ)} WX, 41Xy, (699



odakle se Citaju generalizirane sile

AT
Xoo= =7
B Ap AT 0 /pu
XW—ﬂT*7ﬁGﬂ7 (6.100)

koje idu uz toplinsku struju W = J; 1 elektricnu struju I = J,. Onsagerovi
koeficijenti su po definiciji oni koji se pojavljuju u izrazu

W = L Xy + L1pXo,
I = Lot X |+ LanXs. (6.101)

Usporedujuci s fenomenoloskim zapisom (6.96) dobije se

T )
Ly = —%—%% (%) (6.102)
by = -2

T )
@:_ﬁ_@i@>

> ¢ o7 \T

Iz relacije Loy = L5 onda slijedi da mjereni koeficijenti moraju zadovoljavati

o I T O (p
he = 7+l o (T) . (6.103)
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