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1. KRISTALNA STRUKTURA 
 

Z-1.1 Dokaži da u kristalu postoje rotacijske osi simetrije 2/n samo za n=1, 2, 3, 4 i 6. 

 

naputak: Translacijski vektor rešetke T zakrenut za kut  i vektor -T zakrenut za - moraju 

određivati vektor koji je kolinearan i sumjerljiv s T (opet mora biti translacijski vektor rešetke). 

Otud slijedi da kut zakreta =2/n, ne može rezultirati s osi reda n=5, 7 i više. 

 

 

Z-1.2 Dokaži identitet  , gdje su  i volumen elementarne ćelije direktnog, 

odnosno recipročnog prostora trodimenzionalnog kristala. 

 

naputak: Koristi pravilo za dvojni vektorski produkt A×(B×C)=B(A∙C)-C(A∙B), definiciju 

volumena i vektora recipročne rešetke -  dobiva se *=(2)3/. 

 

 

Z-1.3 Dokaži da je rešetka recipročna recipročnoj rešetci, polazna realna rešetka. 

 

 

Z-1.4 Izvedi izraze za osnovne vektore recipročnog prostora za rešetke: 

a) SC 

b) BCC 

c) FCC 

d) heksagonalna rešetka 

e) 2D saćasta ("honeycomb") rešetka (grafen). 

 

rj: 

a) SC: 

a1=a (1,0,0), a2= a (0,1,0), a3= a (0,0,1) => 

b1=(2/a) (1,0,0), b2=(2/a) (0,1,0), b3=(2/a) (0,0,1) 

b) BCC: 

a1=(a/2) (1,1,-1), a2=(a/2) (-1,1,1), a3=(a/2) (1,-1,1) => 

b1=(2/a) (1,1,0), b2=(2/a) (0,1,1), b3=(2/a) (1,0,1) 

c) FCC: 

a1=(a/2) (0,1,1), a2=(a/2) (1,0,1), a3=(a/2) (1,1,0) => 

b1=(2/a) (-1,1,1), b2=(2/a) (1,-1,1), b3=(2/a) (1,1,-1) 

d) a1=a (1,0,0), a2=(a/2) (-1,√3,0), a3=c (0,0,1) => 

b1=(2/a) (1,1/√3,0), b2=(2/a) (0, 2/√3,0), b3=(2/c) (0,0,1) 

e) a1=(a/2) (3, -√3), a2=(a/2) (3, √3) => 

b1=(2/3a) (1,-√3), b2=(2/3a) (1,√3) 

 

 

Z-1.5 Millerovi indeksi: 

a) Napiši Millerove indekse zadanih ravnina: 
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b) Skiciraj ravnine sa zadanim Millerovim indeksima: {2 2 1}, {0 4 0}. 

 

 

Z-1.6 Odredi gustoću pakiranja atoma u kristalnoj ravnini =S○/S□, gdje je S○ površina atoma 

presječenih ravninom, a S□ ukupna površina ravnine, za: 

(1) SC {1 0 0} 

(2) BCC {1 0 0} 

(3) FCC {1 0 0} 

(4) SC {1 1 1} 

(5) BCC {1 1 0} 

(6) FCC {1 1 0} 

 

rj: 

(1) =/4 

(2) =/16=0.589 

(3) =/4 

(4) =/4√3=0.454 

(5) =/8√2=0.833 

(6) =/4√2=0.555 

 

 

Z-1.7 Pod kojim kutevima se javljaju prva dva difrakcijska maksimuma pri raspršenju X-zraka 

valne duljine 1.5Å na površini kristala čije su odgovarajuće kristalne ravnine udaljene za 2Å? 

 

rj: 1=22.02º, 2=48.59º  

 

 

Z-1.8 U Kartezijevom koordinatnom sustavu izvedi izraz za udaljenost od ishodišta n-te 

paralelne kristalne ravnine u kubičnoj rešetci indeksirane istim Millerovim indeksima {h k l}. 

 

rj:  , ,

, ,

2h k l

h k l

n
d

G
   

 

Z-1.9 Promatramo problem difrakcije X-zraka valne duljine =1.5Å na površini kristala 

konstante rešetke a=3.6Å, čije su odgovarajuće kristalne ravnine udaljene za 2.5Å, i svi atomi 

su istog strukturnog faktora f. Koristit ćemo Kartezijev koordinatni sustav s jediničnim 

vektorima u smjeru x, y, i z osi, a BCC odnosno FCC ćeliju opisati kao SC+baza. 
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a) Za kristal BCC tipa s dva karakteristična atoma u bazi na pozicijama 1=(0,0,0) i 

2=a(1/2,1/2,1/2), pokaži da pripadni Millerovi indeksi ravnine moraju zadovoljavati uvjet 

h+k+l je paran broj, te odredi najmanji Braggov kut pod kojim se javlja difrakcijski 

maksimum raspršenog zračenja (konstruktivna interferencija). 

b) Za kristal FCC tipa s četiri karakteristična atoma u bazi na pozicijama 1=(0,0,0), 

2=a(1/2,1/2,0), 3=a(1/2,0,1/2) i 4=a(0,1/2,1/2) pokaži da refleksija (difrakcijski 

maksimum) X-zraka iščezava sa svake kristalne ravnine čiji su Millerovi indeksi 

kombinacija parnih i neparnih brojeva. 

 

rj: 

a) Geometrijski strukturni faktor BCC baze je  ( )

, , 1 i h k l

h k lF f e     , pa je Fh,k,l≠0 za h+k+l 

paran, te Fh,k,l=0 za h+k+l neparan. Dakle nužan uvjet maksimuma je h+k+l paran. Iz Laueove 

formule dobivamo  kuteve konstruktivne interferencije izabranu {h k l} ravninu, 

sin(/2a)(h2+k2+l2)1/2, gdje je traženi Braggov kut =/2. Od strukturnim faktorom 

dozvoljenih parnih kombinacija h+k+l, npr. {1 1 0}, {2 0 0}, {2 2 0}, {4 0 0} i srodnih 

kombinacija, tražimo onu s minimalnim h2+k2+l2, a to je {1 1 0} (i ostale uređene trojke s dvije 

jedinice i nulom). Minimalni Braggov kut je arcsin 17.1
2a




 
   

 
. 

 

b) Geometrijski strukturni faktor FCC baze  ( ) ( ) ( )

, , 1 i h k i h l i k l

h k lF f e e e         =0 za bilo 

koju ravninu {h k l} za koju trojka h, k i l čini kombinaciju parnih i neparnih brojeva (može se 

pokazati tablicom). 

 

 

Z-1.10 a) Izvedi izraz za broj Schottkyevih defekata u kristalu. 

b) Izvedi izraz za broj Frenkelovih defekata u kristalu. 

naputak: 

a) Pošavši od termodinamičke vjerojatosti 
S

N
B

N

 
  
 

, N>>NS>>1 (N-broj atoma u kristalu, NS-

broj Schottkyevih defekata), uz korištenje Stirlingove formule ln(x!)≈x ln(x)-x, pokazuje se da 

je NS=N exp(-ES/kBT), gdje je ES energija aktivacije jednog Schottkyevog defekta. 

b) Pošavši od termodinamičke vjerojatosti 
'

F F

N N
B

N N

  
   
  

, N>>NF>> N'>>1 (N-broj atoma u 

kristalu, NF-broj Frenkelovih defekata, N'-broj raspoloživih intersticijskih mjesta), uz korištenje 

Stirlingove formule ln(x!)≈x ln(x)-x, pokazuje se da je NF=√(NN') exp(-EF/2kBT), gdje je EF 

energija aktivacije jednog Frenkelovog defekta. 
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2. MEĐUATOMSKE INTERAKCIJE U KRISTALIMA 
 

Z-2.1 Polazeći od problema 2 točkasta naboja +q i -q udaljena za d i kulonske sile kojom 

međudjeluju, izvedi izraze za: 

a) potencijal dipola na udaljenosti r>>d 

b) potencijalnu energiju dipola u vanjskom električnom polju točkastog naboja Q na udaljenosti 

r>>d 

c) električno polje dipola na položaju r u odnosu na centar dipola. 

 

rj: 

a) 
3

0

( ) ,
4

p r
r p qd

r


    

b) 
0

, ( ), ( )
4

Q
U p E E r r

r

 
       

 
 

c) 
2

5

0

1 3 ( )
( )

4

r p r r p
E r

r

 
  

 

 

Z-2.2 Razmatrajući međudjelovanje dvaju atoma plemenitih plinova na udaljenostima koje su 

mnogo veće od linearnih dimenzija atoma, odredi uzajamnu potencijalnu energiju. 

 

rj: 
2

6 2

0

,
4

B p
U B

r



 
    ( - polarizabilnost, p - dipolni moment atoma) 

 

 

Z-2.3 Ako je potencijalna energija interakcije dvaju atoma, ovisno o njihovoj udaljenosti r, 

predstavljena dvjema potencijskim funkcijama u kompeticiji, 
'p n n

a b
E

r r
   , odredi uvjet 

stabilnosti sustava. 

 

rj: n'>n 

 

 

Z-2.4 Interakcijska potencijalna energija dana je izrazom ( )
r

a
n

A
U r Be

r



   , gdje su A, B, a i 

n parametri, a r udaljenost susjednih čestica. Odredi energiju sustava u ravnotežnom stanju 

(ravnotežnoj udaljenosti r0). 

 

rj: 0

0 0

( ) 1
n

A na
U r

r r

 
   

 
 

 

 

Z-2.5 Odredi Madelungovu konstantu ionskog kristala sastavljenog od +q i -q naboja 

a) za 1D kristal egzaktno i Evjen-Frankovom metodom (uzmi 5 ćelija) 

b) za 3D NaCl kristal Evjen-Frankovom metodom (uzmi 2 ćelije) 
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rj: 

Evjen-Frankova metoda temelji se na organiziranju sume alternirajućeg reda u Madelungovoj 

konstanti na način da se sumira po doprinosima elektrostatski neutralnih ćelija. 

a) M=2ln2=1.38629 (egzaktno), M=1.367 (Evjen-Frank) 

b) M=1.76 

 

 

Z-2.6 Odredi energiju rešetke 1D linearnog ionskog kristala sastavljenog od N iona naboja ±q 

ako je repulzivna Paulijeva interakcija među susjedima oblika A/Rn, n je prirodan broj. 

 

rj: 
2

0 0

ln 2 1
1

2

q
E N

R n

 
   

 
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3. DINAMIKA KRISTALNE REŠETKE 

 

Z-3.1 Za beskonačnu jednodimenzionalnu kristalnu rešetku konstante a, sastavljenu od atoma 

mase m, odredi disperzijsku relaciju fonona (k) ako uzmemo u obzir međudjelovanje svakog 

atoma sa svojih prvih 5 susjeda, pri čemu su n su konstante elastične sile ovisno o rednom 

broju susjeda n=1, 2, ..., 5 u harmoničkoj aproksimaciji. 

 

rj: 2 24
( ) sin

2
n

n

kna
k

m
   , n=1, 2,.., 5 

 

 

Z-3.2 Odredi disperzijsku relaciju (k) titranja beskonačnog jednodimenzionalnog lanca s 2 

atoma mase m1 u m2 u bazi jedinične ćelije konstante rešetke a i konstante elastične sile  u 

harmoničkoj aproksimaciji. Odredi vrijednosti (0) i (/a).  

 

rj: 

2
2 2 1 2

1 2 1 2

4
( ) 1 1 sin ;

2

m mka
k

m m m m

 
 




 
    

  
 

 

(0)=0;  (0)=(2/)1/2;  (/a)=(2/m1)
1/2;  (/a)=(2/m2)

1/2 

 

 

Z-3.3 Za jednodimenzionalnu kristalnu rešetku izgrađenu od jednakih atoma mase m, pri čemu 

su ravnotežni razmaci među susjednim atomima c, d, c, d, ..., s pripadnim konstantama elastične 

sile među susjedima , , ... u harmoničkoj aproksimaciji, odredi disperzijsku relaciju (k) 

sustava u aproksimaciji prvih susjeda, uzevši da je duljina c+d≡a. Posebno izvedi (k) u granici 

konačnog k→0. Kakav je odnos amplituda titranja u granici k=0. 

 

rj:  

 2 2 2

2 2

2

1
( ) 2 cos( )

;
2 ( )1

( 0) 1 1 ( ) ( 0)
2 ( ) 2( )

;

k ka
m

ka A
m

k ka k
m

O
m

     



   
 

   



 

    




    
         

   



 

s odnosom amplituda A=B za akustičko (A) i A=B za optičko titranje (O), pri čemu je 

a=c+d. 

 

 

Z-3.4 Odredi valni vektor i frekvenciju titranja lokaliziranog fononskog stanja lake 

susptitucijske primjese mase m u beskonačnom jednodimenzionalnom lancu atoma mase M 

(m<M) s konstantom rešetke a i konstantom elastične sile  u harmoničkoj aproksimaciji. 

 

rj: 
2

1 ; ,
2

m
k m M

m M a

 


 
     

 
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Z-3.5 Odredi Debyevu temperaturu za Ca i Cu uz pretpostavku da je brzina zvuka vs=3∙103m/s 

u oba krisala jednaka. Parametri jedinične ćelije su a(Ca)=0.558nm, a(Cu)=0.361nm, a 

struktura je FCC tipa. 

 

 rj: 
3 2

250 ,
24

390 ,

s
D

B

K Cav

K Cuk a



   


 

 

 

Z-3.6 U okviru Debyeva modela izračunajte energiju osnovnog stanja akustičkih oscilatora 

(modova fonona) u molu kristala ako je Debyeva temperatura D=300K. 

 

rj: U=(9/8)NAkBD = 2.8 kJ/mol 

 

 

Z-3.7 Izračunaj broj akustičkih fonona N u uzorku zlata od N elementarnih ćelija, pri 

temperaturi T=20K, u Debyevoj aproksimaciji, ako je Debyeva temperatura zlata D=170K. 

 

rj: 

3

18 (3) 0.035
D

N T


 
  

 N
 

 

 

Z-3.8 Izačunaj broj atoma u kristalu u kojem svaka primitivna ćelija sadrži 1 atom, ako je za 

njega izmjeren toplinski kapacitet kristalne rešetke CV=0.8J/K pri temperaturi T=30K, u 

Debyeovoj aproksimaciji ako je Debyeva temperatura D=320K. 

 

rj: 

3

23

4

5
3 10

12

V D

B

C
N

k T

 
   

 
 

 

 

Z-3.9 Izračunaj toplinski kapacitet 1D kristalne rešetke s jednim atomom po primitivnoj ćeliji 

na temperaturi puno nižoj od Debyeve. 

 

rj: 
2

B
V

s

Lk
C T

v


  

 

 

Z-3.10 Izračunaj toplinski kapacitet kristala s jednim atomom po primitivnoj ćeliji, koji se 

sastoji od ravnina atoma s potpuno krutom (vibracijski neaktivnom) vezom među ravninama, u 

Debyevoj aproksimaciji na temperaturi T<<D. 

 

rj: 
2 3

2

2 2

6 (3)B
V

s

L k
C T

v




   (L je linearna dimenzija kristala) 
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4. SOMMERFELDOV MODEL METALA 
 

Z-4.1 Odredi koncentraciju jako degeneriranog elektronskog plina pri temperaturi T=0 ako je 

prosječan valni broj elektrona k=1.5·1010m-1. 

 

rj: 

3

29 3

2

1 4
2.7 10

3 3
n k m



 
   

 
 

 

 

Z-4.2 Odredi relaciju koja povezuje tlak i volumen slobodnog elektronskog plina na T=0. 

 

rj: 
2

3

U
P

V
 , U je unutrašnja energija 

 

 

Z-4.3 Izračunaj tlak slobodnog elektronskog plina na temperaturi T=0 ako je elektronska 

koncentracija n=5.6·1028m-3. 

 

rj: 
2 2 2/3 5/3

10(3 )
1.9 10

5

n
P Pa

m


    

 

 

Z-4.4 Za dvodimenzionalni slobodni elektronski plin odredi kemijski potencijal  na 

temperaturi T izrazivši ga u vidu temperaturno ovisne korekcije na Fermijevu energiju EF, tj. u 

obliku =EF+h(T) gdje je h(T) tražena korekcija. 

 

rj: iz NT=0 = NT≠0, te uz korištenje ln(1+x)=ln[x(1+1/x)], dobivamo 

( ) ln 1
F

B

E

k T

F BT E k T e
 

   
 
 

 

 

 

Z-4.5 Koristeći Sommerfeldov razvoj 
2

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

6
B

E

F
F E f E dE F E dE k T

E











 

  , gdje je 

F(E) zadana funkcija energije a f(E) Fermijeva funkcija raspodjele, izračunaj do prve 

neiščezavajuće korekcije u temperaturi: 

a) ovisnost kemijskog potencijala  o temperaturi T 

b) toplinski kapacitet CV 

jako degeneriranog fermionskog plina s gustoćom stanja gF na Fermijevoj energiji EF. 

 

rj: 

a) 

2
2

( ) 1
12

B
F

F

k T
T E

E




  
    
   

 

b) 
2

2

3
V F BC g k T


  
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Z-4.6 Pri temperaturi T=0.1K izmjeren je toplinski kapacitet elektronskog plina u jediničnom 

volumenu metala CV=4JK-1m-3. U Sommerfeldovom modelu odredi koncentraciju vodljivih 

elektrona u metalu. 

 

rj: 

3
2

28 3

2 2

9
1.5 10V

B

C
n m

k mT

 
   

 
 

 

 

Z-4.7 Pri mjerenjima toplinskog kapaciteta metala na sobnoj temperaturi (T=300K), 

zanemaruje se doprinos elektronskog plina i zadržava samo doprinos kristalne rešetke. 

Kvantitativno pokaži zašto je to moguće na primjeru metala s jednim elektronom po primitivnoj 

ćeliji, Fermijeve energije 1eV i Debyeve temperature 200K. 

 

rj: 
𝑐𝑣
𝑒𝑙

𝑐𝑣
𝑝ℎ =

𝜋2

6

𝑘𝐵𝑇

𝐸𝐹
~10−2 

 

 

Z-4.8 Izvedi Dushman-Richardsonovu formulu koja opisuje termoelektronsku emisiju iz 

metala s izlaznim radom  na temperaturi T. 

 

rj: 𝑗 = 𝐴𝑇2𝑒
−

Φ

𝑘𝐵𝑇 
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5. ELEKTRON U PERIODIČKOM POTENCIJALU 

 

Z-5.1 Za sustav slobodnih elektrona, izloženih periodičkom potencijalu karakteriziranom 

vektorom recipročne rešetke G i odgovarajućim komponentama potencijala VGn, primjenom 

prve korekcije u standardnom stacionarnom računu smetnje, odredi valnu funkciju elektrona. 

 

rj: 
2 2 2

1 2
( ) 1

( )

n

n

iG r

Gik r

k
n n

V em
r e

k k GV




 
   

   
  

 

 

Z-5.2 Razvij disperzijsku relaciju (vrpcu) slobodnih elektrona u periodičkom potencijalu 

karakteriziranom recipročnim vektorom periodičnosti G, 

 
2 20 0 0 01

( ) 4
2 Gk k G k k G

E k E E E E V  

 
     

 
, dobivenu računom smetnje za degenerirane 

nivoe gdje je Ekº slobodnoelektronska energija, a VG=<k|V|k+G> matrični element 

periodičkog potencijala V(r), u okolini ruba Brillouinove zone k=(G/2)+k (k je mali valni 

vektor u odnosu na rub Brillouinove zone G/2). Odredi iznos energetskog procijepa  između 

vrpci. 

 

rj:  

 
2

2 2 2
2 22( ) ( )

2 4 2

2

G

G

G
E k k G k V

m m

E E V



 

   
         

   

   

 

 

 

Z-5.3 U 1D TBA modelu s vrpcom (disperzijskom relacijom) određenom izrazom 

E(k)=E0+2tcos(ka/2), odredi efektivnu masu i grupnu brzinu elektrona, te rezultat primijeni na 

dugovalnu granicu ka<<1 i komentiraj njegovo značenje.  

 

rj:  
2 2

2 2

2 2
* , 1

cos( / 2)

sin( / 2) , 1
*

m ka
a t ka a t

at k
v ka ka

m

   

  
 

Negativna vrijednost efektivne mase ukazuje na šupljinsku vrpcu oko centra BZ. 

 

 

Z-5.4 Za 3D TBA elektronsku vrpcu disperzije 

0( ) cos cos cos cos cos cos
2 2 2 2 2 2

y yx xz z
k b k bk a k ak c k c

E k E
 

   
 

, 

izvedi elemente tenzora efektivne mase.  
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rj:  
2

0

2

2

0

2

2

0

2

0

2

0

2

1
cos cos cos

4 2 2 2

1
cos cos cos

4 2 2 2

1
cos cos cos

4 2 2 2

1 1
sin sin

4 2 2

1 1
sin sin

4 2 2

1 1

yx z

xx

y x z

yy

yxz

zz

yx

xy yx

x z

xz zx

yz

k bE a k a k c

m

k bE b k a k c

m

k bE c k ak c

m

k bE ab k a

m m

E ac k a k c

m m

m m







 

 



 
   

 

 
   

 

 
   

 

 

 

 0

2
sin sin

4 2 2

y z

zy

k bE bc k c



 

 

 

Z-5.5 Zadana je elektronska vrpca u aproksimaciji efektivne mase, 
22 22

( ) ,
2

yx z

x y z

kk k
E k

m m m  

 
   

 
 

 gdje su mx
*, my

*, mz
* redom efektivne mase u smjeru x, y, z osi. 

Odredi izraz za gustoću stanja. 

 

rj: 
2 3

1
( ) 2 x y zg E m m m E



    

 

 

Z-5.6 Odredi tenzor recipročne efektivne mase za 2D heksagonalnu rešetku s TBA 

disperzijskom relacijom vrpce 0

3
( ) 2 cos 4 cos cos

2 2

yx
y

k ak a
E k E t k a t    u dugovalnoj 

granici, koristeći razvoj kosinusa oko dna vrpce. 

 

rj: 
2

1

2

1 03

0 1

ta
  

     
 

m  

 

 

Z-5.7 U aproksimaciji čvrste veze (TBA) izvedi Blochove energije i Blochove valne funkcije 

za 1D lanac od N atoma s jednim stanjem energije E0 i valne funkcije (rR), u aproksimaciji 

prvih susjeda ako je preklapanje orbitala parametrizirano integralom elektronskog preskoka t. 

 

rj: 
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0( ) 2 cos( )

1
( ) ( )jik R

jk
j

E k E t ka

r e r R
N




 

  
 

gdje je: E0 – sredina vrpce (atomska energija), Rj – koordinata j-tog čvora rešetke, k – Blochov 

valni vektor, (r-Rj) – atomska valna funkcija na čvoru j, N – broj atoma u kristalu 

 

 

Z-5.8 Izračunaj kohezivnu energiju 1D kristala konstante rešetke a u aproksimaciji čvrste veze 

(TBA) prvih susjeda s integralom elektronskog preskoka t, i prikaži ju kao funkciju popunjenja 

vrpce parametriziranim Fermijevim valnim brojem kF. 

 

rj: 1 . 4
sin( )at

coh F

t
E k a


  

 

 

Z-5.9 Izračunaj gustoću stanja 1D kristala konstante rešetke a u aproksimaciji čvrste veze 

(TBA) prvih susjeda s integralom elektronskog preskoka t, a zatim iz nje izračunaj kohezivnu 

energiju kao funkciju popunjenja vrpce parametriziranim Fermijevom energijom EF. 

 

rj: 

2 2

1 . 2 2

2 1
( )

4

2
4at

coh F

L
g E

a t E

E t E








 

 

 

 

Z-5.10 Za 2D volumno centriranu pravokutnu rešetku stranica jedinične ćelije a i b, u okviru 

aproksimacije čvrste veze prvih susjeda s integralom elektronskog preskoka t, odredi: 

a) elektronsku vrpcu i razvoj oko njezinog dna, 

b) gustoću stanja pri dnu vrpce. 

 

rj: 

a) Dno vrpce nalazi se u ishodištu (centru) BZ pa su egzaktni i aproksimativni izraz oko (0,0): 

0

0 2 2

( ) 4 cos cos
2 2

( ) 4 ( ) ( )
2

yx

x y

k bk a
E k E t

t
E k E t k a k b

 

     

 

 

b) Koristeći definicijski izraz g(E)=n(E-En) dobivamo  

 
2

0( ) 4
L

g E E E t
abt

    , gdje je L2 površina uzorka  
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6. ELEKTRIČNI I TOPLINSKI TRANSPORT 
 

Z-6.1 Izvedi Ohmov zakon u (krajnje) simplificiranom modelu djelovanja konstantnog 

električnog polja E na (nabijeni) slobodni elektron u kristalu metala pri čemu je pretpostavka 

da na elektron djeluje također i sila trenja proporcionalna njegovoj brzini. 

 

rj: 

/( ) t eE
v t Ce

m

    - opće rješenje diferencijalne jednadžbe za brzinu elektrona (C je konstanta 

određena početnim uvjetom) koje u stacionarnoj granici daje 
2e n

j E
m


 , gdje je  - 

relaksacijsko vrijeme, n - koncentracija elektrona, m - masa elektrona, a e njegov naboj 

 

 

Z-6.2 Izvedi izraz za vodljivost metala u vremenski oscilirajućem električnom polju E=E0exp(-

it) polazeći od modela slobodnog elektrona na koji djeluje sila trenja proporcionalna njegovoj 

brzini. Zatim izvedi vodljivost u granicama <<1 i >>1, gdje je  relaksacijsko vrijeme. 

Skiciraj rezultat grafički. 

 

rj: 
2

0 02

0

0 2

1
( ) ,

1 ( )

1: ( ) (1 )

1
1: ( )

( )

i e n

m

i

i

 
   



    

   
 


 



 

 
  

 

 

 

 

Z-6.3 Izvedi izraz za tenzor magnetovodljivosti M u magnetskom polju B=(0,0,B) za česticu 

naboja q. 

 

rj:  

2

0
02

2

1 0
| |

1 0 , , sgn( )
1 ( )

0 0 1 ( )

c

c c

c

c

q n qB q B
q

m m m

 
 

   
 

 

 
 

        

M  

gdje veličina c  označava ciklotronsku frekvenciju koja nosi i predznak naboja, a s "pravom" 

ciklotronskom frekvencijom c=|q|B/m povezana je na način: , 0; , 0c c c cq q         

 

 

Z-6.4 Iz izraza za tenzor magnetovodljivosti za česticu naboja q 

2

0
02

2

1 0
| |

1 0 , , sgn( )
1 ( )

0 0 1 ( )

c

c c

c

c

q n qB q B
q

m m m

 
 

   
 

 

 
 

        

M  

izračunaj Hallovu konstantu (magnetsko polje je u z-smjeru). 
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rj: 
1

HR
nq

  

 

 

Z-6.5 Izvedi izraze za Hallovu vodljivost i Hallovu konstantu u aproksimaciji slabog 

magnetskog polja B=(0,0,B) ako su nosioci naboja i elektroni i šupljine. 

 

rj: 

Pošavši od tenzora M, zanemarenjem članova ~B2, dobiva se 
2 2

2( )

h h e e
H

h h e e

n n
R

e n n

 

 





, gdje su 

e=ee/me i h=eh/mh pokretljivosti elektrona i šupljina, a ne i nh pripadne koncentracije. 

 

 

Z-6.6 Izvedi izraze za Hallovu vodljivost i Hallovu konstantu u aproksimaciji jakog 

magnetskog polja B=(0,0,B) ako su nosioci naboja i elektroni i šupljine. 

 

rj: 

Pošavši od tenzora M, zanemarenjem članova ~1/B2, dobiva se 

1
( ),

( )
xy h e H

h e

e
n n R

B e n n
   


, gdje su ne i nh koncentracije elektrona i šupljina. 

 

 

Z-6.7 Odredi ciklotronsku frekvenciju elektrona s elipsoidnom ekvienergetskom plohom 

danom disperzijskom relacijom vrpce 

2 2 2
2( )

2 2

x y z

t l

k k k
E k

m m

 
   

 

 gdje su mt i ml transverzalna 

i longitudinalna efektivna masa. Magnetsko polje usmjereno je u smjeru x-osi tj. B=(B,0,0). 

 

rj: c

l t

eB

m m
   

 

 

Z-6.8 Provjeri valjanost Wiedermann-Franzovog zakona u režimima T<<<D, T<<D, T>>D 

argumentiravši temperaturnu ovisnost konkretnim izrazima.  

 

rj:  

.
20

,

,

,

Del

e V
D

D

const T
l C

T T
T T

const T

  
 


 

  
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7. POLUVODIČI 
 

Z-7.1 Za intrinsični poluvodič s fenomenološkom ovisnošću procijepa o temperaturi 

Eg(T)=Eg(T)-T2/(T+T0), odredi parametar T0 ako je =3.2∙10-4eV/K, a poluvodiču se 

zagrijavanjem od T=0 do T=300K energijski procijep smanji za 0.08eV. 

 

rj: 0 1 60
(0) ( )g g

T
T T K

E E T

 
     

 

 

 

Z-7.2 Pošavši od izraza za koncentracije efektivnih nosilaca naboja Ne i Nh izvedi izraz za 

položaj Fermijevog nivoa u intrinsičnom poluvodiču na temperaturi T ako su efektivne mase 

elektrona i šupljima me i mh. 

 

rj: 
3

ln
2 4

C V e
F B

h

E E m
E k T

m






  , gdje su EC i EV energije dna vodljive i vrha valentne vrpce 

 

 

Z-7.3 Izvedi zakon akcije (djelovanja) masa (ZAM) za intrinsični poluvodič. 

 

rj: 
23/ 2 3/ 4

3

2
(2 ) ( )

g

B

E

k T

i B e hn k T m m e
h




   

 

 

Z-7.4 Izračunaj postotak povećanja intrinsične koncentracije nosilaca u siliciju pri povišenju 

temperature za 1K u odnosu na sobnu (300K) ako je za silicij Eg=1.1eV pri 300K. 

 (kB=8.62∙10-5eV/K) 

 

rj: =(ni(T2)- ni(T1))/ ni(T1)=7.86% 

 

 

Z-7.5 Siliciju na sobnoj temperaturi (T=300K, ni=1.45∙1010cm-3) dodana je koncentracija 

ND=5∙1014cm-3 donorskih i NA=3∙1014cm-3 akceptorskih primjesa. Odredi tip poluvodiča i 

koncentracije manjinskih i većinskih nosilaca naboja u njemu. 

 

rj: 

n=2∙1014cm-3 - većinski, p=1.05∙106cm-3 - manjinski; poluvodič je n-tipa 

 

 

Z-7.6 Odredi položaj Fermijevog nivoa na T=300K za germanij (ni=2.4∙1013cm-3 na 300K) koji 

sadrži ND=5∙1016cm-3 atoma fosfora (donori) i NA=8∙1016cm-3 atoma bora (akceptori). 

 

rj: |EF-Ei|=kBT ln(p/ni)=0.185eV 

 

 

Z-7.7 Odredi položaj Fermijevog nivoa za silicij (Eg=1.1eV, ni=1.45∙1010cm-3 na 300K) dopiran 

s ND=1014cm-3 donorskih primjesa na T=400K. 
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rj: |EF-Ei|= 0.11eV 

 

 

Z-7.8 Fermijev nivo n-tipa silicija (Eg=1.1eV, C=2.32∙1031cm-6K-3) na 370K udaljen je za 

0.37eV od dna vodljive vrpce. Odredi koncentraciju primjesa bora, koji treba dodati u taj 

poluvodič, da se Fermijev nivo pomake za 0.08eV prema sredini zabranjenog pojasa. 

(kB=8.62∙10-5eV/K) 

 

rj: p=4.48∙1010cm-3 
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8. DIELEKTRIČNI ODZIV 
 

Z-8.1 Vodič vodljivosti () nalazi se u oscilirajućem električnom polju E=E0exp(-it). Izvedi 

izraz za ukupnu relativnu permitivnost kristala r induciranu protjecanjem električne struje, 

pošavši od Maxwellovih jednadžbi i Ohmovog zakona, pod pretpostavkom da polje ne vrši 

polarizaciju rešetke tj. da je "intrinsična" relativna permitivnost kristala r'=1. Usporedbom 

dobivenog izraza s relativnom permitivnošću elektronske plazme, pl()=1p
2/(2+i), 

gdje je p frekvencija elektronske plazme a  relaksacijsko vrijeme, odredi izraz za vodljivost 

(). 

 

rj: 
2

0
0

0

( )
( ) 1 , ( ) ,

1

  
    

  
   


r

e n
i

i m
 

 

 

Z-8.2 Polazeći od općenitog izraza za dielektričnu funkciju elektronskog plina u "jellium 

modelu" 
2

2
,0

( ) ( )
( , ) 1

k k q

r

k s k k q

f E f Ee
q

q E E
 

 






 

 
  

a) izvedi izraz za r(q) u Thomas-Fermijevoj aproksimaciji (=0, q<<kF) na T=0, 

b) izvedi izraz za r() u dinamičkoj granici (≠0, q<<kF) na T=0. 

 

rj: 

a) 
2

2

0

( ) 1 F
r

e g
q

q



  , gdje je gF gustoća stanja na Fermijevom nivou (

2

0

F
TF

e g
k


  - Thomas-

Fermijev valni broj) 

b) 
2

2

0

( ) 1r

e n

m
 

 
  , gdje su n i m koncentracija i masa elektrona (

2

0

p

e n

m



 - frekvencija 

titranja elektronske plazme) 

 

 

Z-8.3 Nađi električno polje u središtu homogeno polarizirane dielektrične kugle čija 

polarizacija iznosi P, a radijus R. 

(Uzmi da je površinska polarizacija gustoće naboja određena s P i iznos Pcos(), gdje je  kut 

otklona radijvektora iz središta u odnosu na pol maksimalne polarizacije.) 

 

rj: 
0

, 0
3

x y z

P
E E E


    

 

 

Z-8.4 a) Odredi renormaliziranu frekvenciju T u odnosu na izvornu frekvenciju fononskih 

modova ionske rešetke 0 iz zahtjeva da se polarizacija može napisati kao ( )
T

P n E


   i 

kao 0

0 0

1
3

( )

1 ( )

n
P E

n



 

 

 



, gdje je polarizabilnost ćelije 

2

2 2

1
( )

r

q

M
 

 



 određena 

njezinom reduciranom masom Mr i razdvojenim nabojem q unutar nje. 
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b) Pošavši od izraza za dielektričnu funkciju 
(0) ( )

( )

2 2
( )

1 /
r

T

 
  

 


 

 


, pokaži da se ista može 

napisati u obliku 
2 2

( )

2 2
( ) L

r

T

 
  

 

 



. 

 

rj: a) 
2

2 2

0

03
T

r

nq

M
 


  , gdje je n - koncentracija dipola, q - naboj iona, Mr - reducirana masa 

elementarne ćelije 

 

 

Z-8.5 Izvedi disperzijsku relaciju polaritona pošavši od izraza ( )
( )r

c
k k

 
 , uz zadanu 

(0) ( )
( )

2 2
( )

1 /
r

T

 
  

 


 

 


, te diskutiraj obje grane ±(k) u granicama k→0 i k→∞. 

 

rj:  

2 2 (0) 2 2 2 (0) 2 2 2 ( ) 2 2 2

( )

2 2
2 2

2 ( )

(0)

( )

1
( ) ( ) 4

2

( 0) 1 ; (0)

( 0) ; (0) 0

( )

( )

T T T

T
L L

L

T

k c k c k c k

c
k k

c
k k

c
k k

k

      



   

 

 





 



 

 

 






     
 

 
     

 

  

 

 

 

napomena: Kod računanja graničnih slučajeva vodi računa da u prvom članu pod kvadratnim 

korijenom u egzaktnom rezultatu uzmeš u obzir članove istog reda kao drugi član pod 

korijenom!  

 

 

Z-8.6 Promotri sustav s koncentracijom n elektrona, od kojih je svaki vezan u matičnom atomu, 

koji je izložen oscilirajućem električnom polju E=E0exp(-it). Pretpostavljajući da svaki 

elektron zadovoljava jednadžbu gibanja 2

0( )m x x eE m x     , gdje je m masa elektrona, 

0 vlastita frekvencija koja parametrizira povratnu silu vezanja elektrona u atomu,  

fenomenološka konstanta sile trenja, a x koordinata u smjeru električnog polja, izvedi izraz za 

relativnu permitivnost sustava. 

 

rj: 
2

2 2

0 0

( ) 1
( )

r

ne

m i
 

   
 

 
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Z-8.7 Izvedi relaciju koja u najnižoj aproksimaciji određuje ovisnost indeksa loma  o valnoj 

duljini , uzevši u obzir samo atomsku polarizabilnost dielektrika opisanu relativnom 

permitivnošću

2

2 2
( ) 1

p

r

at


 

 
 


, gdje p ima značenje frekvencije elektronske plazme, a at 

frekvenciju koja karakterizira jakost sile kojom je elektron vezan u atomu. 

 

rj:  
2

0
0( )


  



 
   

 
,  gdje su 

2

0 2
1

p

at





    i  

2 2

2 2 2

0 4 2
2 1

p p

at at

c
 

 
 

 
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9. MAGNETSKA SVOJSTVA TVARI 
 

Z-9.1 Izračunaj molarnu dijamagnetsku susceptibilnost plina vodikovih atoma u osnovnom 

stanju ako je pripadna kvantnomehanička valna funkcija elektrona 
3

00

1
( ) exp

r
r

aa

 
   

 
, 

gdje je 
2

0
0 2

h
a

me




  Bohrov radijus. 

 

rj: 
2 4

11 3 10 0

2 3 2
2.99 10

2

A
d

N h
m mol

m e

 




       

 

 

Z-9.2 Konstruiravši particijsku funkciju sustava jednakih magnetskih dipola u vanjskom 

magnetskom polju B, pokaži da je magnetizacija sustava M jednaka negativnoj derivaciji 

slobodne energije F po magnetskom polju B tj. 
F

M
B


 


. 

 

 

Z-9.3 Pokaži da se orbitalni magnetski moment točkastog naboja q, koji se giba jednoliko po 

zatvorenoj petlji proizvoljnog oblika u ravnini, može napisati kao 1
2

r j dV    i 
2

q

m
L  , 

gdje je L mehanički angularni moment. 

 

 

Z-9.4 Odredi magnetizaciju paramagnetskog sustava jednakih magnetskih dipola ako 

projekcija dipola na smjer magnetskog polja B može poprimiti vrijednosti , 0, -. Primjenom 

dobivenog rezultata izvedi izraz za magnetsku susceptibilnost u granici kBT>>B. 

Usporedi izraz s "kvantnim rezultatom" M=ngBjℬj(x), gdje je: n koncentracija dipola, g 

Landeov faktor, B Bohrov magneton, j=J/ħ totalni angularni moment, ℬj(x) Brillouinova 

funkcija, te x≡gBjB/kBT, za paramagnetizam atoma s predavanja (j=l=1, s=0, =B). 

 

rj: 
2

02

3 B

n

k T

 
   

 

 

Z-9.5 Izvedi izraz za atomsku paramagnetsku susceptibilnost na temperaturi T uz pretpostavku 

da kut između magnetskog polja B i magnetskog dipola  pripada kontinuumu vrijednosti 

između 0 i . Potom iz dobivenog rezultata izvedi izraz u granici kBT>>B. 

 

rj:  

2

0

1
, ( ) cth( )

,
3

B

B

B

B
M n L L x x

k T x

n
B k T

k T




 
 

 
   

 


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Z-9.6 Izračunaj totalni angularni moment j (kvantni broj) za atom: 

a) C6;   b) Fe26;   c) Co27. 

 

rj: a) j=0;   b) j=4;  c) j=7/2 

 

 

Z-9.7 Polazeći od hamiltonijana atomskog elektronskog spina S i angularnog momenta L u 

vanjskom magnetskom polju B;  2
2e

m
H L S L S    , gdje je <<1 konstanta vezanja spin-

staza (L-S vezanje), odredi njegovu energiju u granici slabog i u granici jakog magnetskog 

polja. 

 

rj: 

a) Za slabo polje B, član L-S vezanja je nezanemariv i uzrokuje precesiju L i S oko J; problem 

možemo riješiti tako da L i S prvo proiciramo na J, a potom na os kvantizacije određenu s B - 

to je tzv. Zeemanov efekt: 

( 1) ( 1) ( 1)
, 1

2 ( 1)
B j z j

j j l l s s
E g j B g

j j


    
  


 (Landeov faktor). 

b) Za jako polje B, član L-S je zanemariv; L i S se ponašaju nevezano i svaki za sebe se direktno 

proicira na os kvantizacije određenu s B - to je Paschen-Bachov efekt: 

 2B z zE l s B   

 

 

Z-9.8 U okviru klasične Weissove teorije feromagnetizma, polazeći od izraza za magnetizaciju 

paramagneta sa spinovima 1/2, koncentracije dipola n, na temperaturi T i u vanjskom 

magnetskom polju B, tanh B
B

B

B
M n

k T


 , izvedi: 

a) uvjet nastajanja spontane magnetizacije, 

b) izraz za ovisnost magnetizacije o temperaturi u blizini kritične temperature, 

c) izraz za susceptibilnost u paramagnetskoj fazi (Curie-Weiss) u granici visokih temperatura 

(u odnosu na magnetske pojave). 

 

rj: 

a) Dobiva se transcedentna jednadžba 
2

0tanh , ,C B
C

B B

T nM
x x x T

T n k

  



 
   

 
  koja ima 

neiščezavajuća rješenja za x~M ako je T<TC tj. 
2

0 B

B

n
T

k

  
  ( je Weissova konst.). 

b)  CM T T  

c) 
2

0, B
p

C B

nC
C

T T k

 
  


 

 

 

Z-9.9 Izvedi izraz za spinski paramagnetizam vodljivih elektrona (Pauli) u metalu na T=0, 

koristeći razvoj Fermi-Diracove raspodjele pri BB<<EF. 

 

rj: P=0B
2gF 
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Z-9.10 Izvedi izraz za spinsku susceptibilnost slobodnog elektronskog plina ako u Paulijev 

paramagnetizam uključimo i odbojnu kulonsku interakciju elektrona suprotnog spina na istom 

čvoru rešetke (kratkodosežna interakcija) parametriziranu na način Eint=Un↑n↓ (U je konstanta 

interakcije, n↑, n↓ su koncentracije spina ↑, ↓). Koji uvjet je potrebno ispuniti da se elektronski 

spinovi spontano urede feromagnetski? Neka je gF gustoća stanja elektrona na Fermijevoj 

energiji. 

 

rj: 
2

0

1
2

F B

F

g

g U

 
 



 

Odatle slijedi uvjet spontane magnetizacije (feromagnetizam): 1 0
2

Fg U
   (Stonerov kriterij). 
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