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1. KRISTALNA STRUKTURA

Z-1.1 Dokazi da u kristalu postoje rotacijske osi simetrije 2rt/n samo zan=1, 2, 3, 4 i 6.

naputak: Translacijski vektor reSetke T zakrenut za kut ¢ i vektor -T zakrenut za -¢ moraju
odredivati vektor koji je kolinearan i sumjerljiv s T (opet mora biti translacijski vektor resetke).
Otud slijedi da kut zakreta $=27/n, ne moze rezultirati S 0si reda n=5, 7 i vise.

Z-1.2 Dokazi identitet QQ*=(2n)* , gdje su Q i Q* volumen elementarne ¢elije direktnog,
odnosno recipro¢nog prostora trodimenzionalnog kristala.

naputak: Koristi pravilo za dvojni vektorski produkt Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B), definiciju
volumena i vektora recipro¢ne resetke - dobiva se Q*=(2r)%/Q.

Z-1.3 Dokazi da je reSetka recipro¢na recipro¢noj resetci, polazna realna resetka.

Z-1.4 Izvedi izraze za osnovne vektore recipro¢nog prostora za resetke:
a) SC

b) BCC

c) FCC

d) heksagonalna reSetka

e) 2D sacasta ("honeycomb™) resetka (grafen).

I:

a) SC:

ai=a (1,0,0), a>=a (0,1,0), az=a (0,0,1) =>

bi=(2n/a) (1,0,0), b2=(2n/a) (0,1,0), bs=(2n/a) (0,0,1)
b) BCC:

ai=(a/2) (1,1,-1), a2=(a/2) (-1,1,1), as=(a/2) (1,-1,1) =>
bi=(2n/a) (1,1,0), bo=(2n/a) (0,1,1), bs=(2n/a) (1,0,1)
c) FCC:

ai=(a/2) (0,1,1), a2=(a/2) (1,0,1), as=(a/2) (1,1,0) =>
bi=(2n/a) (-1,1,1), b=(2n/a) (1,-1,1), bs=(2n/a) (1,1,-1)
d) a1=a (1,0,0), a2=(a/2) (-1,N3,0), as=c (0,0,1) =>
bi=(2n/a) (1,1/7/3,0), ba=(2n/a) (0, 2/7/3,0), bs=(2n/c) (0,0,1)
e) a1=(a/2) (3, -\3), ax=(a/2) (3, \3) =>

bi=(2n/3a) (1,-V3), b2=(2n/3a) (1,73)

Z-1.5 Millerovi indeksi:
a) Napisi Millerove indekse zadanih ravnina:



N
N

0.5

=

b) Skiciraj ravnine sa zadanim Millerovim indeksima: {2 2 1}, {0 4 0}.

Z-1.6 Odredi gusto¢u pakiranja atoma u kristalnoj ravnini n=S./Sg, gdje je So povrsina atoma
presjeCenih ravninom, a Sy ukupna povrsina ravnine, za:

(1)sc{1o00}

(2) BCC {100}

(3) FCC {100}

4sCc{111}

(5)BCC {110}

(6) FCC {110}

1

(1) n=n/4

(2) n=31/16=0.589
(3) n= /4

(4) n= 1/4N3=0.454
(5) n= 31/8v2=0.833
(6) = 1/4N2=0.555

Z-1.7 Pod kojim kutevima se javljaju prva dva difrakcijska maksimuma pri rasprsenju X-zraka
valne duljine 1.5A na povriini kristala &ije su odgovarajuée kristalne ravnine udaljene za 2A?

Ij: ©1=22.02°, ©,=48.59°

Z-1.8 U Kartezijevom koordinatnom sustavu izvedi izraz za udaljenost od ishodiSta n-te
paralelne kristalne ravnine u kubi¢noj resetci indeksirane istim Millerovim indeksima {h k I}.

e dyy, = ZEL

‘ h,k,l‘

Z-1.9 Promatramo problem difrakcije X-zraka valne duljine A=1.5A na povrsini kristala
konstante resetke a=3.6A, ¢ije su odgovarajuée kristalne ravnine udaljene za 2.5A, i svi atomi
su istog strukturnog faktora f. Koristit ¢emo Kartezijev koordinatni sustav s jedini¢nim
vektorima u smjeru x, y, i z osi, a BCC odnosno FCC ¢eliju opisati kao SC+baza.



a) Za kristal BCC tipa s dva karakteristicna atoma u bazi na pozicijama p:=(0,0,0) i
p2=a(1/2,1/2,1/2), pokazi da pripadni Millerovi indeksi ravnine moraju zadovoljavati uvjet
h+k+l je paran broj, te odredi najmanji Braggov kut pod kojim se javlja difrakcijski
maksimum rasprSenog zracenja (konstruktivna interferencija).

b) Za kristal FCC tipa s cetiri karakteristicna atoma u bazi na pozicijama p1=(0,0,0),
p2=a(1/2,1/2,0), ps=a(1/2,0,1/2) i ps=a(0,1/2,1/2) pokazi da refleksija (difrakcijski
maksimum) X-zraka iS¢ezava sa svake kristalne ravnine ¢iji su Millerovi indeksi
kombinacija parnih i neparnih brojeva.

I

a) Geometrijski strukturni faktor BCC baze je F,,, = f (1+e"™"), pa je Fnj#0 za h+k+l
paran, te Fn1=0 za h+k+l neparan. Dakle nuzan uvjet maksimuma je h+k+| paran. 1z Laueove
formule dobivamo  kuteve konstruktivne interferencije izabranu {h k I} ravninu,
sin(®/2)=(M2a)(h?+k?+1%)Y2 gdje je trazeni Braggov kut ¢=0/2. Od strukturnim faktorom
dozvoljenih parnih kombinacija h+k+l, npr. {1 1 0}, {2 0 0}, {2 2 0}, {4 0 0} i srodnih
kombinacija, trazimo onu s minimalnim h?+k?+I?, a to je {1 1 0} (i ostale uredene trojke s dvije

jedinice i nulom). Minimalni Braggov kut je ¢ = arcsin[ij =17.1°.

J2a

b) Geometrijski strukturni faktor FCC baze F,,, = f (1+e"(" 4¢"("V 4+ ¢7*:D) =0 za bilo

koju ravninu {h k I} za koju trojka h, k i I ¢ini kombinaciju parnih i neparnih brojeva (moze se
pokazati tablicom).

Z-1.10 a) lzvedi izraz za broj Schottkyevih defekata u kristalu.
b) 1zvedi izraz za broj Frenkelovih defekata u kristalu.

naputak:

a) Posavsi od termodinamicke vjerojatosti B = ( j, N>>Ns>>1 (N-broj atoma u kristalu, Ns-

S
broj Schottkyevih defekata), uz koristenje Stirlingove formule In(x!)~x In(x)-X, pokazuje se da
je Ns=N exp(-Es/ksT), gdje je Es energija aktivacije jednog Schottkyevog defekta.

N
b) Posavsi od termodinamicke vjerojatosti B :[N ][ ], N>>Ng>> N'>>1 (N-broj atoma u
F

F
kristalu, Nr-broj Frenkelovih defekata, N'-broj raspolozivih intersticijskih mjesta), uz koristenje
Stirlingove formule In(x!)=x In(x)-x, pokazuje se da je N,.=V(NN') exp(-Er/2ksT), gdje je Er
energija aktivacije jednog Frenkelovog defekta.



2. MEDUATOMSKE INTERAKCIJE U KRISTALIMA

Z-2.1 Polazeé¢i od problema 2 toCkasta naboja +q i -q udaljena za d i kulonske sile kojom
medudjeluju, izvedi izraze za:

a) potencijal dipola na udaljenosti r>>d

b) potencijalnu energiju dipola u vanjskom elektricnom polju to¢kastog naboja Q na udaljenosti
r>>d

¢) elektri¢no polje dipola na polozaju r u odnosu na centar dipola.

1
Q) ()=, p=ad
e, ¥
) U=_pE E= Vo), [cp(r-): Q j
Are,r
TR (LB

4re, r

Z-2.2 Razmatrajuc¢i medudjelovanje dvaju atoma plemenitih plinova na udaljenostima koje su
mnogo vece od linearnih dimenzija atoma, odredi uzajamnu potencijalnu energiju.

B ap’
- B=—

r: U~-
4 r 4r’e,

(o - polarizabilnost, p - dipolni moment atoma)

Z-2.3 Ako je potencijalna energija interakcije dvaju atoma, ovisno o njihovoj udaljenosti r,

predstavljena dvjema potencijskim funkcijama u kompeticiji, E =—En+%, odredi uvjet
" r

p

stabilnosti sustava.

rj: n>n

r

Z-2.4 Interakcijska potencijalna energija dana je izrazom U (r) = —An+ Be 2, gdjesuA, B, ai
r

n parametri, a r udaljenost susjednih Cestica. Odredi energiju sustava u ravnoteznom stanju
(ravnoteznoj udaljenosti ro).

1 U<ro)=—rﬁn[1—@j

0 I’-0

Z-2.5 Odredi Madelungovu konstantu ionskog kristala sastavljenog od +q i -q naboja
a) za 1D kristal egzaktno i Evjen-Frankovom metodom (uzmi 5 ¢elija)
b) za 3D NaCl kristal Evjen-Frankovom metodom (uzmi 2 ¢elije)



I]:

Evjen-Frankova metoda temelji se na organiziranju sume alternirajuc¢eg reda u Madelungovoj
konstanti na nacin da se sumira po doprinosima elektrostatski neutralnih ¢elija.

a) am=2In2=1.38629 (egzaktno), am=1.367 (Evjen-Frank)

b) am=1.76

Z-2.6 Odredi energiju reSetke 1D linearnog ionskog kristala sastavljenog od N iona naboja £q
ako je repulzivna Paulijeva interakcija medu susjedima oblika A/R", n je prirodan broj.

2
hj: E=-NJ '”2(1—3j
27eyR, n




3. DINAMIKA KRISTALNE RESETKE

Z-3.1 Za beskonacnu jednodimenzionalnu kristalnu resetku konstante a, sastavljenu od atoma
mase m, odredi disperzijsku relaciju fonona w(k) ako uzmemo u obzir medudjelovanje svakog
atoma sa svojih prvih 5 susjeda, pri ¢emu su Bn su konstante elasti¢ne sile ovisno o rednom
broju susjeda n=1, 2, ..., 5 u harmonickoj aproksimaciji.

i o' (K) =23 5, sinzklza n=1,2,.,5
m4

Z-3.2 Odredi disperzijsku relaciju m(k) titranja beskona¢nog jednodimenzionalnog lanca s 2
atoma mase m1 U mz u bazi jedini¢ne celije konstante reSetke a i konstante elasticne sile § u
harmonic¢koj aproksimaciji. Odredi vrijednosti m+(0) i w(n/a).
I
2
a)f(k):ﬁ[li\/l_ismzﬁj’ ,Ll:ﬂ
u

m,m, 2 m+m,
©-(0)=0; w+(0)=(2B/W)Y2: w(/a)=(2B/M1) 2 w.(m/a)=(2B/m) 2

Z-3.3 Za jednodimenzionalnu kristalnu resetku izgradenu od jednakih atoma mase m, pri ¢emu
su ravnotezni razmaci medu susjednim atomima ¢, d, ¢, d, ..., S pripadnim konstantama elasti¢ne
sile medu susjedima B, y, B, v, ... u harmonic¢koj aproksimaciji, odredi disperzijsku relaciju w(k)
sustava u aproksimaciji prvih susjeda, uzevsi da je duljina c+d=a. Posebno izvedi w(k) u granici
kona¢nog k—0. Kakav je odnos amplituda titranja u granici k=0.

I
? (K) :%(/ﬂyi\/ﬂz +y° +2,Bycos(ka))

a)j(k_>0):M 1+ :I.—E By (ka)2 — a)i(k_>0): m(B+7y)
" 2y 6. .
m 1

s odnosom amplituda A-=B- za akusti¢ko (A) i A+=—B: za opticko titranje (O), pri ¢emu je
a=c+d.

Z-3.4 Odredi valni vektor i frekvenciju titranja lokaliziranog fononskog stanja lake
susptitucijske primjese mase m u beskona¢nom jednodimenzionalnom lancu atoma mase M
(m<M) s konstantom resetke a i konstantom elasti¢ne sile § u harmonickoj aproksimaciji.

M o= /%(Hij; k=2, m<M
m 2M a
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Z-3.5 Odredi Debyevu temperaturu za Ca i Cu uz pretpostavku da je brzina zvuka vs=3-10%m/s
u oba krisala jednaka. Parametri jedini¢ne celije su a(Ca)=0.558nm, a(Cu)=0.361nm, a
struktura je FCC tipa.

. hv 250K, Ca
rj: @, =—=R/24r% = '
AP = {390K, Cu

Z-3.6 U okviru Debyeva modela izracunajte energiju osnovnog stanja akustickih oscilatora
(modova fonona) u molu kristala ako je Debyeva temperatura ®p=300K.

1]: U=(9/8)Naks®p = 2.8 kl/mol

Z-3.7 lIzratunaj broj akustickih fonona N u uzorku zlata od A elementarnih celija, pri
temperaturi T=20K, u Debyevoj aproksimaciji, ako je Debyeva temperatura zlata ®p=170K.

I: :184”(3)[ ] =0.035

N T
% e,
Z-3.8 Izacunaj broj atoma u Kristalu u kojem svaka primitivna ¢elija sadrzi 1 atom, ako je za

njega izmjeren toplinski kapacitet kristalne resetke Cv=0.8J/K pri temperaturi T=30K, u
Debyeovoj aproksimaciji ako je Debyeva temperatura ®p=320K.

3
r: N =125C‘:/k (%j =3.10%
7T Kg

Z-3.9 IzraCunaj toplinski kapacitet 1D kristalne reSetke s jednim atomom po primitivnoj ¢eliji
na temperaturi puno nizoj od Debyeve.

rLk?
hv

S

rj: C, = T

Z-3.10 Izracunaj toplinski kapacitet kristala s jednim atomom po primitivnoj celiji, koji se
sastoji od ravnina atoma s potpuno krutom (vibracijski neaktivnom) vezom medu ravninama, u
Debyevoj aproksimaciji na temperaturi T<<®p.

_ 6% (3)

N T? (L je linearna dimenzija kristala)

ti: G,
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4. SOMMERFELDOV MODEL METALA

Z-4.1 Odredi koncentraciju jako degeneriranog elektronskog plina pri temperaturi T=0 ako je
prosje¢an valni broj elektrona k=1.5-101m*

3
I n= —312 (%kj =2.7-10°m™
JT

Z-4.2 Odredi relaciju koja povezuje tlak i volumen slobodnog elektronskog plina na T=0.

r: P= %%, U je unutrasnja energija

Z-4.3 IzraCunaj tlak slobodnog elektronskog plina na temperaturi T=0 ako je elektronska
koncentracija n=5.6-10?%m3

R (372)3 "3
om

: P= =1.9-10"Pa

Z-4.4 Za dvodimenzionalni slobodni elektronski plin odredi kemijski potencijal p na
temperaturi T izrazivsi ga u vidu temperaturno ovisne korekcije na Fermijevu energiju Er, tj. u
obliku w( 7)=Er+h(T) gdje je h(T) trazena korekcija.

rj: iz Nt=0 = N120, te uz koristenje In(1+x)=In[x(1+1/x)], dobivamo

_Ee
w()=E +kTIn£1 e BT]

© u

Z-4.5 Koriste¢i Sommerfeldov razvoj j F(E)f(E)dE ~ j F(E)dE +%(7rkBT)2 Z—E , gdje je
0 0 E=pu

F(E) zadana funkcija energije a f(E) Fermijeva funkcija raspodjele, izracunaj do prve

neiS¢ezavajuce korekcije u temperaturi:

a) ovisnost kemijskog potencijala p o temperaturi T

b) toplinski kapacitet Cv

jako degeneriranog fermionskog plina s gusto¢om stanja gr na Fermijevoj energiji Er.

I

7 (kT i
a) u(T)=E [lE(E_FJ ]

b) C, =% gF keT
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Z-4.6 Pri temperaturi T=0.1K izmjeren je toplinski kapacitet elektronskog plina u jedinicnom
volumenu metala Cv=4JK'm=. U Sommerfeldovom modelu odredi koncentraciju vodljivih
elektrona u metalu.

) 3
1: HZ%(SZE_’FJ =1.5-10%m>
T B

Z-A4.7 Pri mjerenjima toplinskog kapaciteta metala na sobnoj temperaturi (T=300K),
zanemaruje se doprinos elektronskog plina i zadrzava samo doprinos kristalne reSetke.
Kvantitativno pokazi zasto je to moguce na primjeru metala s jednim elektronom po primitivnoj
¢eliji, Fermijeve energije 1eV i Debyeve temperature 200K.

? kp

R

!
M. =5 =
J th 6 Ef

Z-4.8 lzvedi Dushman-Richardsonovu formulu koja opisuje termoelektronsku emisiju iz
metala s izlaznim radom ® na temperaturi T.

D

rj: j = AT?e *sT



13

5. ELEKTRON U PERIODICKOM POTENCIJALU

Z-5.1 Za sustav slobodnih elektrona, izloZenih periodickom potencijalu karakteriziranom
vektorom recipro¢ne resetke G i odgovaraju¢im komponentama potencijala Ven, primjenom
prve korekcije u standardnom stacionarnom ra¢unu smetnje, odredi valnu funkciju elektrona.

. =y 1 ik-F V eé '
. ‘PE(F)—WG [ Zm:l

Z-5.2 Razvij disperzijsku relaciju (vrpcu) slobodnih elektrona u periodickom potencijalu
karakteriziranom recipro¢nim vektorom periodi¢nosti G,

k+G —

E, (k)= [EO +E? \/(EO ES . )2 +4‘VG‘2}, dobivenu ratunom smetnje za degenerirane

nivoe gdje je Ex° slobodnoelektronska energija, a Ve=<®k|V| ®k+c> matri¢ni element
periodi¢kog potencijala V(r), u okolini ruba Brillouinove zone k=—(G/2)+Ak (Ak je mali valni
vektor u odnosu na rub Brillouinove zone —G/2). Odredi iznos energetskog procijepa A izmedu
VIpCi.

I

E (Ak)—h—m(G +(AK)? J \/{;’_mj (G-aK) +vg[

A=E —E =2V

Z-53 U 1D TBA modelu s vrpcom (disperzijskom relacijom) odredenom izrazom
E(k)=Eo+2tcos(ka/2), odredi efektivnu masu i grupnu brzinu elektrona, te rezultat primijeni na
dugovalnu granicu ka<<1 i komentiraj njegovo znacenje.

I
. 21? 21? <1
m = — N — y a
a“tcos(ka/2) a’t <

at hk
V= —Wsm(ka/Z) ~ e ka <1

Negativna vrijednost efektivne mase ukazuje na Supljinsku vrpcu oko centra BZ.

Z-5.4 Za 3D TBA elektronsku vrpcu disperzije
~ k,b k,b
E(K)=E,| co k.a k,c ka _ k,cC |
2 2 2 2 2 2

izvedi elemente tenzora efektivne mase.
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1 Ec® ke L k,a kybj
=—- Ccos Ccos T + COS 7

Z-55 Zadana je elektronska vrpca u  aproksimaciji  efektivne  mase,
R 2 K2 2
E(k) =?(k—x*+—y* L j gdje sumy", my", m;” redom efektivne mase u smjeru X, y, z osi.

X y z

Odredi izraz za gustocu stanja.
. 1
r: g(E) _”—h«/ZmeymZE

Z-5.6 Odredi tenzor reciprocne efektivne mase za 2D heksagonalnu resetku s TBA
\/_ k.a

k,a
disperzijskom relacijom vrpce E(K)= E, —2tcosk,a—4tcos—>— cosT u dugovalnoj

granici, koriste¢i razvoj kosinusa oko dna vrpce.

, e 211 0
s[5

Z-5.7 U aproksimaciji ¢vrste veze (TBA) izvedi Blochove energije i Blochove valne funkcije
za 1D lanac od N atoma s jednim stanjem energije E° i valne funkcije ¢(r—R), u aproksimaciji
prvih susjeda ako je preklapanje orbitala parametrizirano integralom elektronskog preskoka t.

1
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E(k) = E° - 2t cos(ka)
o b KR 5
\Pg(r)—m;e #(r—-R))

gdje je: E® —sredina vrpce (atomska energija), Rj — koordinata j-tog ¢vora resetke, k — Blochov
valni vektor, ¢(r-R;j) — atomska valna funkcija na ¢voru j, N — broj atoma u kristalu

Z-5.8 Izracunaj kohezivnu energiju 1D kristala konstante reSetke a u aproksimaciji ¢vrste veze
(TBA) prvih susjeda s integralom elektronskog preskoka t, i prikazi ju kao funkciju popunjenja
vrpce parametriziranim Fermijevim valnim brojem k.

rj: EX :ﬂsin(kFa)
T

coh

Z-5.9 Izracunaj gustocu stanja 1D kristala konstante reSetke a u aproksimaciji ¢vrste veze
(TBA) prvih susjeda s integralom elektronskog preskoka t, a zatim iz nje izracunaj kohezivnu
energiju kao funkciju popunjenja vrpce parametriziranim Fermijevom energijom Er.

1
2L 1

E)y="r——
g(E) e Jar E°
ex =2 Ja - E

Z-5.10 Za 2D volumno centriranu pravokutnu resetku stranica jedini¢ne ¢elije a i b, u okviru
aproksimacije ¢vrste veze prvih susjeda s integralom elektronskog preskoka t, odredi:

a) elektronsku vrpcu i razvoj oko njezinog dna,

b) gustocu stanja pri dnu vrpce.

I
a) Dno vrpce nalazi se u ishodistu (centru) BZ pa su egzaktni i aproksimativni izraz oko (0,0):

. kb
E(k)= E°—4tcoskL2acos%

" 0 t 2 2
E(K)~E —4t+§[(kxa) +(k,b)’ |

b) Koriste¢i definicijski izraz g(E)=2n6(E-En) dobivamo

L2
E)=
9(E) rabt

@( E-E°+ 4t) , gdje je L? povrsina uzorka
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6. ELEKTRICNI I TOPLINSKI TRANSPORT

Z-6.1 lzvedi Ohmov zakon u (krajnje) simplificiranom modelu djelovanja konstantnog
elektri¢nog polja E na (nabijeni) slobodni elektron u kristalu metala pri ¢emu je pretpostavka
da na elektron djeluje takoder i sila trenja proporcionalna njegovoj brzini.

I
V(t) =Ce " _&r opce rjesenje diferencijalne jednadzbe za brzinu elektrona (C je konstanta
m

e’nr

m
relaksacijsko vrijeme, n - koncentracija elektrona, m - masa elektrona, a —e njegov naboj

odredena pocetnim uvjetom) koje u stacionarnoj granici daje | = E, gdje je t -

Z-6.2 Izvedi izraz za vodljivost metala u vremenski osciliraju¢em elektri¢cnom polju E=Eoexp(-
iot) polaze¢i od modela slobodnog elektrona na koji djeluje sila trenja proporcionalna njegovoj
brzini. Zatim izvedi vodljivost u granicama wt<<1 i ot>>1, gdje je t relaksacijsko vrijeme.
Skiciraj rezultat graficki.

or<kl: o(w)=o,(l+iwr)

wr>1: O'(a))zao(ﬁ+éj

Z-6.3 lzvedi izraz za tenzor magnetovodljivosti M u magnetskom polju B=(0,0,B) za Cesticu
naboja g.

I
1 .7 0
Oy

T 11 (@0)°

—or 1 0 ’ UOEan, GN)EE
m

C
0 0 1+(&r)°
gdje veli¢ina @, oznacava ciklotronsku frekvenciju koja nosi i predznak naboja, a s "pravom"
ciklotronskom frekvencijom wc=|q|B/m povezana je na nacin: @, =-w,, 4 <0;, @&,=w,, q>0

B
= sqn(@) |41

Z-6.4 1z izraza za tenzor magnetovodljivosti za Cesticu naboja q
1  or 0 B
~ n ~
_CUCT 1 O y Go = q ‘ y a)c = q_
~ N2 m
0 0 1+(&.7)
izracunaj Hallovu konstantu (magnetsko polje je u z-smjeru).

_ 99
1+ (@)

B
= sgn(q)%
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Z-6.5 lzvedi izraze za Hallovu vodljivost i Hallovu konstantu u aproksimaciji slabog
magnetskog polja B=(0,0,B) ako su nosioci naboja i elektroni i Supljine.

1

. : : n g —n pu’

Posavsi od tenzora M, zanemarenjem ¢lanova ~B?, dobiva se R, = ——"—¢~¢
e(nhluh - ne/ue)

Le=eTe/Me i un=eth/mn pokretljivosti elektrona i Supljina, a ne i Ny pripadne koncentracije.

>, gdje su

Z-6.6 lzvedi izraze za Hallovu vodljivost i Hallovu konstantu u aproksimaciji jakog
magnetskog polja B=(0,0,B) ako su nosioci naboja i elektroni i Supljine.

I
Posavsi od tenzora M, zanemarenjem &lanova ~1/B?, dobiva se
e 1 . . . VR
o, ==, —n,), R, =————, gdje su ne i Nh koncentracije elektrona i Supljina.
B e(nh - ne)

Z-6.7 Odredi ciklotronsku frekvenciju elektrona s elipsoidnom ekvienergetskom plohom

2 2 2
danom disperzijskom relacijom vrpce E(k) = #? [%+k—ZJ gdje su m; i mj transverzalna
mt |

i longitudinalna efektivna masa. Magnetsko polje usmjereno je u smjeru x-osi tj. B=(B,0,0).

Z-6.8 Provjeri valjanost Wiedermann-Franzovog zakona u rezimima T<<<®p, T<<®p, T>>0p
argumentiravsi temperaturnu ovisnost konkretnim izrazima.

I
o const, T <<<@®,
LOVLN Y0 B ER
T ’ °

T
const, T >>0,
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7. POLUVODICI

Z-7.1 Za intrinsi¢ni poluvodi¢ s fenomenoloskom ovisnoséu procijepa o temperaturi
Eq(T)=Eq(T)-aT?/(T+To), odredi parametar To ako je o=3.2-10%V/K, a poluvoditu se
zagrijavanjem od T=0 do T=300K energijski procijep smanji za 0.08eV.

i T, =T(L—1J=GOK
E,(0)-E,(T)

Z-7.2 Posavsi od izraza za koncentracije efektivnih nosilaca naboja Ne i Nn izvedi izraz za
polozaj Fermijevog nivoa u intrinsi¢cnom poluvodi¢u na temperaturi T ako su efektivne mase
elektrona i Supljima me i M.

Ec er E, —% ksT In M , gdje su Ec i Ev energije dna vodljive i vrha valentne vrpce
m

*
e
*
h

1 Ee =

Z-7.3 Izvedi zakon akcije (djelovanja) masa (ZAM) za intrinsicni poluvodic.

Eg
34 2T

i =%(2nkBT)3’2<m:m;:)

Z-7.4 Izracunaj postotak povecanja intrinsi¢ne koncentracije nosilaca u siliciju pri povisenju
temperature za 1K u odnosu na sobnu (300K) ako je za silicij Eq=1.1eV pri 300K.
(ks=8.62-10°eV/K)

rj: E=(ni(T2)- ni(T1))/ ni(T1)=7.86%

Z-7.5 Siliciju na sobnoj temperaturi (T=300K, ni=1.45-10°%m™) dodana je koncentracija
Np=5-10%cm™ donorskih i Na=3-10*cm™ akceptorskih primjesa. Odredi tip poluvodica i
koncentracije manjinskih 1 veéinskih nosilaca naboja u njemu.

I
n=2-10%cm= - veéinski, p=1.05-10%m™ - manjinski; poluvodi¢ je n-tipa

Z-7.6 Odredi polozaj Fermijevog nivoa na T=300K za germanij (ni=2.4-10*cm na 300K) koji
sadrzi Np=5-10'%cm atoma fosfora (donori) i Na=8-10*%cm atoma bora (akceptori).

ri: [Er-Eil=ksT In(p/ni)=0.185eV

Z-7.7 Odredi polozaj Fermijevog nivoa za silicij (Eq=1.1eV, ni=1.45-10°cm na 300K) dopiran
s Np=10cm donorskih primjesa na T=400K.
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1i: |E-Eil= 0.11eV

Z-7.8 Fermijev nivo n-tipa silicija (Eq=1.1eV, C=2.32-10%cm®K?) na 370K udaljen je za
0.37eV od dna vodljive vrpce. Odredi koncentraciju primjesa bora, koji treba dodati u taj
poluvodi¢, da se Fermijev nivo pomake za 0.08eV prema sredini zabranjenog pojasa.
(ks=8.62-10eV/K)

rj: Ap=4.48-10"°cm™
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8. DIELEKTRICNI ODZIV

Z-8.1 Vodi¢ vodljivosti o(w) nalazi se u osciliraju¢em elektriénom polju E=Egexp(-iwt). Izvedi
izraz za ukupnu relativnu permitivnost kristala &r induciranu protjecanjem elektri¢ne struje,
posavsi od Maxwellovih jednadzbi i Ohmovog zakona, pod pretpostavkom da polje ne vrsi
polarizaciju reSetke tj. da je "intrinsi¢na" relativna permitivnost kristala &'=1. Usporedbom
dobivenog izraza s relativnom permitivno$¢u elektronske plazme, gpi(0)=1-wp?/(w?+imt™),
gdje je wp frekvencija elektronske plazme a t relaksacijsko vrijeme, odredi izraz za vodljivost
o(w).

Ti: g,(w)=1+iM, cl@)=—2—, o, =
Ey@ l-lor m

Z-8.2 Polazeé¢i od opcenitog izraza za dielektricnu funkciju elektronskog plina u "jellium
modelu”
e’ « f(E)-T(E

k+q)

& (0, w)=1-
r(q ) 80q2 = ha)+EE_EE+q

a) izvedi izraz za &(q) u Thomas-Fermijevoj aproksimaciji (w=0, q<<kr) na T=0,
b) izvedi izraz za e(®) u dinamickoj granici (o0, q<<kr) na T=0.

I
e’g;

&y

2

a) £(q)=1+ eg gg , 9dje je gr gustoca stanja na Fermijevom nivou (K,x =
0

Fermijev valni broj)
e’n e’n

b) ¢ (w)=1- >, gdje su n i m koncentracija i masa elektrona (w, =, [— - frekvencija
M &M

titranja elektronske plazme)

- Thomas-

Z-8.3 Nadi elektricno polje u srediStu homogeno polarizirane dielektricne kugle c¢ija
polarizacija iznosi P, a radijus R.

(Uzmi da je povrsinska polarizacija gusto¢e naboja odredena s P i iznos Pcos(0), gdje je 6 kut
otklona radijvektora iz srediSta u odnosu na pol maksimalne polarizacije.)

Ij: E,.=—, E,=E, =0

X ' y z
3e,

Z-8.4 a) Odredi renormaliziranu frekvenciju ot u odnosu na izvornu frekvenciju fononskih
modova ionske resetke wp iz zahtjeva da se polarizacija moze napisati kao P = noz(a))|wr E i
- na(w)

kao P= “__E, gdje je polarizabilnost ¢elije a(w)| =
1—%n0¢(a))|w0 ¢

91
M, @&° -’

odredena

njezinom reduciranom masom M i razdvojenim nabojem q unutar nje.



21

©) _ (=)
b) Posavsi od izraza za dielektriénu funkciju &, (@) = €™ + ﬁ, pokazi da se ista moze
602 — 0)2
napisati u obliku &, (») = &™) —t—.
W — @
ng’
1j: a) @ =} VIR gdje je n - koncentracija dipola, g - naboj iona, M, - reducirana masa
&gVl

elementarne Celije

Z-8.5 Izvedi disperzijsku relaciju polaritona posavsi od izraza @(k __° k , Uz zadanu
(w)
& (o
8(0) _8(00) ) o ) ]
& (w) =&+ e te diskutiraj obje grane w=(k) u granicama k—0 i k—sco.
—o o
I
? (k) = %[aﬁg(‘” +c2k2 i\/(aﬁe((’) +c%k?)? _48(oo)a)T2C2k2:|
&

2 2
o, (k —>O):\/wf+(l—ﬁ2}%k2; 0 (0) =,
, &

L

C . _
a)f(k—)O)—Fk, 6()7(0)—0
@, (K—> )=

5(00)

@ (K — ) = o,

napomena: Kod raCunanja grani¢nih slu¢ajeva vodi rauna da u prvom c¢lanu pod kvadratnim
korijenom u egzaktnom rezultatu uzme$ u obzir ¢lanove istog reda kao drugi ¢lan pod
korijenom!

Z-8.6 Promotri sustav s koncentracijom n elektrona, od kojih je svaki vezan u mati¢cnom atomu,
koji je izlozen oscilirajuéem elektricnom polju E=Eoexp(-iot). Pretpostavljaju¢i da svaki
elektron zadovoljava jednadzbu gibanja m(X + ax) = —eE —myX, gdje je m masa elektrona,
wo Vlastita frekvencija koja parametrizira povratnu silu vezanja elektrona u atomu, y

fenomenoloska konstanta sile trenja, a x koordinata u smjeru elektricnog polja, izvedi izraz za
relativnu permitivnost sustava.

ne’

gM(a} — &° —iyw)

1 & (w)=1+
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Z-8.7 Izvedi relaciju koja u najnizoj aproksimaciji odreduje ovisnost indeksa loman(A) o valnoj

duljini A, uzevsi u obzir samo atomsku polarizabilnost dielektrika opisanu relativnom
2

a)P

2 2!

at

frekvenciju koja karakterizira jakost sile kojom je elektron vezan u atomu.

2 2

. @ [0}
i 2=272c [ e D
a)at a)at

permitivnoséu &, (w) =1+ gdje mp ima znacenje frekvencije elektronske plazme, a mat

1

T N

2
n(A) =1, +(%j , gdjesu 7, = 1+

88
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9. MAGNETSKA SVOJSTVA TVARI

Z-9.1 IzraCunaj molarnu dijamagnetsku susceptibilnost plina vodikovih atoma u osnovnom

stanju ako je pripadna kvantnomehanicka valna funkcija elektrona W(r) = ! = exp[—L],
7a, 0

2
&h

gdje je a, = > Bohrov radijus.

zrme
y N,z e2h* ~ ~
{2 :—%:—2.99-10 “m°mol

Z-9.2 Konstruiravsi particijsku funkciju sustava jednakih magnetskih dipola u vanjskom
magnetskom polju B, pokazi da je magnetizacija sustava M jednaka negativnoj derivaciji

slobodne energije F po magnetskom polju B tj. M = —ﬁ.

oB

Z-9.3 Pokazi da se orbitalni magnetski moment tockastog naboja g, koji se giba jednoliko po
zatvorenoj petlji proizvoljnog oblika u ravnini, moZze napisati kao = %J- rxjdv i g= = L,

gdje je L mehanicki angularni moment.

Z-9.4 Odredi magnetizaciju paramagnetskog sustava jednakih magnetskih dipola ako
projekcija dipola na smjer magnetskog polja B moze poprimiti vrijednosti p, 0, -p. Primjenom
dobivenog rezultata izvedi izraz za magnetsku susceptibilnost u granici keT>>uB.

Usporedi izraz s "kvantnim rezultatom” M=ngugj%;j(x), gdje je: n koncentracija dipola, g
Landeov faktor, ug Bohrov magneton, j=J/h totalni angularni moment, Zj(x) Brillouinova
funkcija, te x=gusjB/ksT, za paramagnetizam atoma s predavanja (j=1=1, s=0, u=us).

2 N, 10
y== HolL
3 kT

Z-9.5 lzvedi izraz za atomsku paramagnetsku susceptibilnost na temperaturi T uz pretpostavku
da kut izmedu magnetskog polja B i magnetskog dipola p pripada kontinuumu vrijednosti
izmedu 0 i . Potom iz dobivenog rezultata izvedi izraz u granici keT>>uB.

I
M=nul| 28| Lo =cth -1
KgT X
2
znﬂi, uB < kT

3k, T



24

Z-9.6 Izracunaj totalni angularni moment j (kvantni broj) za atom:
a) C% b) Fe®; c)Co?.

rj: a) j=0; b)j=4; c)j=7/2

Z-9.7 Polaze¢i od hamiltonijana atomskog elektronskog spina S i angularnog momenta L u
vanjskom magnetskom polju B; H = ﬁ([ + 2§) +al S, gdje je a<<1 konstanta vezanja spin-

staza (L-S vezanje), odredi njegovu energiju u granici slabog i u granici jakog magnetskog
polja.

1
a) Za slabo polje B, ¢lan L-S vezanja je nezanemariv i uzrokuje precesiju L i S oko J; problem
mozemo rijesiti tako da L 1 S prvo proiciramo na J, a potom na os kvantizacije odredenu s B -
to je tzv. Zeemanov efekt:
JU+1)- I_(I _+1) +S(s+1) (Landeov faktor).

2j(j+1)
b) Za jako polje B, ¢lan L-S je zanemariv; L i S se ponaSaju nevezano i svaki za sebe se direktno
proicira na os kvantizacije odredenu s B - to je Paschen-Bachov efekt:
E= Hp (Iz +252) B

E:ﬂsgjsza g; =1+

Z-9.8 U okviru klasicne Weissove teorije feromagnetizma, polazeci od izraza za magnetizaciju

paramagneta sa spinovima +1/2, koncentracije dipola n, na temperaturi T i u vanjskom

HgB
B

a) uvjet nastajanja spontane magnetizacije,

b) izraz za ovisnost magnetizacije o temperaturi u blizini kriti¢ne temperature,

C) izraz za susceptibilnost u paramagnetskoj fazi (Curie-Weiss) u granici visokih temperatura

(u odnosu na magnetske pojave).

magnetskom polju B, M = ng, tanh , izvedi:

I
T 2
a) Dobiva se transcedentna jednadzba X =tanh (?C XJ, X = M T = Hotlg AN

Nty Ke

koja ima
Hot1aNA
neis¢ezavajuca rjeSenja za Xx~M ako je T<Tc tj. T < % ( je Weissova konst.).

B
b) M ~ T—T,

n 2
C) Zp — C = :uO:uB

T-T. K

Z-9.9 lzvedi izraz za spinski paramagnetizam vodljivih elektrona (Pauli) u metalu na T=0,
koriste¢i razvoj Fermi-Diracove raspodjele pri ugB<<Ekr.

Ij: xp=pous?gr
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Z-9.10 lzvedi izraz za spinsku susceptibilnost slobodnog elektronskog plina ako u Paulijev
paramagnetizam uklju¢imo i odbojnu kulonsku interakciju elektrona suprotnog spina na istom
¢voru resetke (kratkodosezna interakcija) parametriziranu na nacin Ein=Unyn; (U je konstanta
interakcije, ny, n; su koncentracije spina 1, |). Koji uvjet je potrebno ispuniti da se elektronski
spinovi spontano urede feromagnetski? Neka je gr gustoca stanja elektrona na Fermijevoj
energiji.

2
M g = gFﬂO:‘(JB
1- 9%

2

Odatle slijedi uvjet spontane magnetizacije (feromagnetizam): 1—

ngu — 0 (Stonerov kriterij).
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= =
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. = . = =2 . =1
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Koristimo Hundova pravila: (1) s - poprima max. vrijednost u skladu s
P.P.; (2)1- poprima max. vrijednost konzistentnu s (1); (3) za ljusku
manje od polupopunjenu je j=|I-s|, a za ljusku vise od polupopunjene je
j=|1+s].

C/Q-F\I\N\,O"\A’) ZJ\A&
a) CG : [He] )< /2 'z(—/_&ﬂ 4 4 q;”)wwj
S=~w+ 5 =1

n ) P . = B
1 C=LEn+r 04 0.0 =1
= L[] | W=~ popumpenie
L: 41 0 = Np= C - waX. Po?mv\:‘emja_
NP =3 = j=l-¢]

O 1 [AGdih

2d ¢z54pq -3y =2
|w|&|vlv|¢|/_\>€_ 2+t () B
L: 4241 0 4 2 =2- (D + A () ¥ -0 + 1. L) +A ()= 2

w=0C , Ng=ro

W= G>—»-5 = | =\C+s]|

\ = lz+1[ L
V5 Ialadhe
2d > (( :a
T EEIT R 0 = (@%M 0t LA (2)=2
w=7 , Ng=N00

n=1%>-2=5 =5 i \Q.\_sl



IX.7
Z-9.7

_ e - - “-‘2.%
b?,Tm(L*—lg\) + AL-S

\/\%d\/\/\ma g

a) Za B<<, L-S ¢lan dominira fizikom angularnog momenta - uzrokuje
precesiju L 1 S vektora oko vektora J. Problem mozemo aproksimativno
rijesiti tako da prvo projiciramo vektore L 1 S na J, a potom na os
kvantizacije odredenu poljem B.
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b) Za B>>, L-S ¢lan je prakticno zanemariv. L i S vektori evoluiraju svaki
zasebno i direktno se projiciraju na os kvantizacije odredenu poljem B.
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