Odabrana poglavlja fizike ¢vrstog stanja
Osnove fizike ¢vrstog stanja

- nastavna skripta -
vl.2

D.Radie¢, 2021.



"If you really want to do something, you'll find a way. If you don't, you'll
find an excuse.
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Predgovor

Nastavna skripta Odabrana poglavlja fizike ¢vrstog stanja / Osnove fizike
Cvrstog stanja namijenjena je studentima nastavnickih smjerova fizike PMF-
a, SveuciliSta u Zagrebu. Sluzi ponajprije kao vodi€ kroz predavanja iz
istoimenih kolegija koji se odrzavaju na FO PMF-a. Gradivo je podijeljeno
u 10 nastavnih cjelina koje €ine poglavlja skripte. Ono uglavnom slijedi
udzbenik M. A. Omar "Elementary Solid State Physics" koji predstavlja
svojevrsni standard u svijetu za navedeni profil studenata. U skripti su
obradena temeljna podrucja fizike Cvrstog stanja na §to je moguce
jednostavniji nacin, a da je istovremeno ostavljena otvorenom natruha
kritiénog osvrta na simplifikacije 1za kojih lezi iznimna kompleksnost kako
konceptualnog, tako 1 matematickog aparata potrebnog da se ostvari
rigorozan i ispravan uvid u razmatranu fizikalnu pojavu. To je u¢injeno da
se izbjegnu, Cesto velike, miskoncepcije u poimanju fizikalnih fenomena, a
koje nastaju kad se studentu predstavi samo simplificirani model koji on
Cesto identificira sa samom pojavom. Izmedu ostalog, naglasavam iznimnu
vaznost, kako intuitivnog razumijevanja fizikalne pojave, tako, niSta manje,
1 napora koji je potrebno uloziti da se ona matematicki ispravno opise. Tek
matematicki zatvoren model, izgraden na temelju intuitivnog uvida,
provjeren eksperimentom, znaci da neku pojavu razumijemo. Nemali broj
puta svjedoCio sam konstrukcijama intuitivnih objasnjenja fizikalnih
fenomena od svjetski poznatih fiziCara, od kojih, usprkos prvotnom dojmu
da su besprijekorna, tek mozda Cetvrtina njih "prezivi" rigoroznu
matematicku formulaciju kroz koju, ili simetrije prirode, ili pak nerealisti¢ni
potrebni parametri naprosto brane da intuitivno predviden fenomen doista
postoji i u prirodi. Neka poglavlja oznaCena su crvenom zvjezdicom uz
naslov. To su matematiCki zahtjevnija poglavlja namijenjena izu€avanju
ambicioznijim studentima koji Zele proniknuti korak dublje u razumijevanju
prirode, izdi¢i se iznad "razumijevanja na razini rijeci". Njih odmah moram
upozoriti da €e, jednom kad iskreno krenu tim putem, ubrzo vidjeti da iza
tog koraka dolazi sljedeci u neprekidnom nizu, i da je, ako docekaju stare
dane bez osjecaja da prirodu u potpunosti razumiju, to sasvim u redu 1
potpuno "normalno".
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Za brojna podruc¢ja moderne fizike Cvrstog stanja nije bilo mjesta u okviru
ovog kursa koji se odrZava u jednom semestru po satnici 2+1, no vodilo se
racuna da ona osnovna, nuzna za dublje razumijevanje gradiva koje se
predaje u osnovnim i srednjim Skolama, kao 1 neka koja otvaraju nova
pitanja, budu pokrivena. Ve¢ osnovnoskolac, kad prvi put radi s
dinamometrom, mjeri elektri€nu struju, magnetizira iglu, razlaze svjetlost
prizmom na spektar, ili mjeri specifi¢nu toplinu tijela, susrece se s
konceptom elasti¢nosti, elektricne vodljivosti, magnetizma, opticke
vodljivosti, toplinskog kapaciteta... Sve ove pojave duboko su ukorijenjene
u mikroskopskim procesima u materijalima koje opisuje fizika ¢vrstog
stanja koriste¢i standardne teorijske metode fizike mnoStva Cestica, teorije
polja itd. Profesor fizike, pored intuitivnog razumijevanja, mora imati
barem uvid u pozadinu ovih procesa koji nadilazi simplificirani
fenomenoloski model koji predstavlja u€eniku. Ova skripta pisana je u tom
smjeru, sluzi kao vodi€ za pracenje predavanja, no nikako nije zamjena za
literaturu koju je potrebno prouciti poradi podizanja razine razumijevanja i
napose §irine usvojenog znanja.

Na kraju, zahvaljujem svojoj obitelji, Zrinki i Mihaelu, na svesrdnoj
podrsci pri pisanju ovog teksta.

D. Radi¢



Uvod

Fizika ¢vrstog stanja, ili kondenzirane tvari grana je fizike koja promatra
pojavni svijet na energijskim skalama reda veli¢ine 1K - 10 eV.

Objekti promatranja, prema stupnju unutrasnje uredenosti strukture, svrstani
su ugrubo u sljedece grupe:

1) kristali

- tvorevine od atoma, molekula ili iona uredenim u kristalnu resetku koju
odlikuje translacijska simetrija

- primjeri: metali (Zeljezo, bakar), kovalentni kristali (silicij, dijamant), soli
(kuhinjska sol, Bechgaardove soli), molekulski kristali (kristali plemenitih
plinova)...

2) amorfni materijali

- nemaju dugodosezno uredenje poput kristala, ve¢ tzv. “kratkodosezni red”
u strukturi (nekoliko desetaka angstrema)

- primjeri: amorfni metali (nastali brzim hladenjem taline), stakla...

3) plastike (polimeri)
- sastoje se od molekulskih lanaca (medusobno povezanih ili nepovezanih)

4) mezomorfni materijali (nematici i smektici)
- sastoje se od Stapicastih molekula medusobno paralelnih s veéim ili
manjim stupnjem uredenosti njihovih centara mase u prostoru

5) fraktali
- objekti sa samoslicnom strukturom, obi¢no nastaju narastanjem
- primjer: pahuljica snijega

6) tekucine
- jako neuredene strukture, ali postoje dinamicki uredene tvorevine, npr.
kratkozivu¢i klasteri molekula vode

7) plinovi
- potpuno neuredene strukture



8) kvazikristali

- nemaju periodicku strukturu, ali daju difrakcijski uzorak zbog prisustva
“skrivenog dugodoseznog uredenja”, matematicki se pokazuje da proiciranje
6-dimenzionalne periodicke strukture na 3-dimenzionalni prostor daje
strukturu kvazikristala (npr. proiciranje 2-dimenzionalne resetke na pravac Ciji
koeficijent smjera odgovara iznosu zlatnog presjeka daje Fibonacijev niz)

- posjeduju simetrijske odlike, npr. os rotacije 5. reda, koje kristali nemaju

9) umjetno stvoreni mezoskopski i nanoskopski sustavi

- metamaterijali (imaju indeks loma manji od 1)

- kvantne tocke, MEMS, NEMS: kvantnomehanicki efekti zbog malih
dimenzija imaju vaZnu ulogu, sprega elektri€nih 1 mehanickih stupnjeva
slobode da se iskoriste nelinearnosti u elektricnom transportu

10) topoloski materijali

- materijali koji imaju netrivijalna topoloSka stanja zasticena posebnim
simetrijama hamiltonijana, npr. topoloSki izolatori su izolatori u unutrasnjosti
dok povrSinska stanja mogu biti vodljiva 1 simetrijski su zaSti¢ena kao
topoloska invarijanta sustava

11) meka tvar (“soft matter”)

- materijali koji mijenjaju strukturu ili se deformiraju termalnim utjecajem, ili
mehanickim utjecajem energijske skale termalnih fluktuacija

- primjeri: gelovi, polimeri, tekudi kristali, bioloSki materijjali. ..

Fizika &vrstog stanja (FCS) operativno je kombinacija:

- nerelativistiCke kvantne mehanike (relativistiCki efekti poput spina uzimaju
se u obzir perturbativno ili fenomenoloski)

- statistike fizike

- klasi¢ne elektrodinamike 1 mehanike,

a temeljne interakcije su: elektromegnetska i1 Paulijev princip (statistika).

Karakteristi¢na energijska skala je 1eV, a duljina 1A.

Temeljni problem FCS: teorija mnostva &estica koje interagiraju

dugodoseznom kulonskom interakcijom.



I. KRISTALNA STRUKTURA

Iako se krutine (kondenzirana tvar) golom oku doimaju kao kontinuirani
sustavi, uvid u njihovu mikrostrukturu na atomskoj razini otkriva diskretnu
strukturu koja se sastoji od atoma, molekula, iona, nakupina atoma itd.
Medu njima, one kod kojih se takvi strukturni motivi ponavljaju periodicki u
prostoru, kao da su prostorno organizirani u zamisljenu reSetku, nazivamo
kristalima, dok one, kod kojih takve periodi¢nosti nema, nazivamo
amorfnim tvarima.

Spomenutu prostorno-periodi¢nu tvorevinu nazivamo kristalnom resetkom,

pri ¢emu zamiSljenu periodi¢nu matricu u ¢ije Evorove se smjesta strukturni

motiv i1li baza, nazivamo Bravaisovom resetkom.

O kristalnoj strukturi mozemo govoriti u razli€itim dimenzionalnostima

sustava: 1-dimenzionalnim (1D), 2-dimenzionalnim (2D), ili
3-dimenzionalnim (3D).

Iako je prostor u kojem opazamo fizikalne pojave trodimenzionalan,

anizotropija interakcija vodi na efektivnu anomalnu dimenzionalnost u kojoj

se sustav ponaSa kao da mu je dimenzionalnost niza od tri.

Idealni kristal podrazumijeva periodi¢nost koja se proteze beskonacno u

prostoru 1 ne mijenja se u vremenu.

kristal = Bravaisova reSetka (BR - periodicna matrica bez baze) +
baza (strukturni motiv smjesten u ¢vorove BR)

- 1lustracija u 2D:

b 8 4
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BRAVAISOVA RESETKA: beskonaéni diskretni skup to¢aka u prostoru,
odreden vektorima

D
B= Znia( 5 ’W\cfiZ ) D= o\i\mewu'ga\ Pms*brq
-

jednostavni (primitivni) translacijski vektori koji
odreduju bridove elementarne (primitivne) celije (ne
moraju biti ortogonalni) - oni €ine kristalografske osi

ELEMENTARNA (PRIMITIVNA) CELIJA: volumenom najmanja
strukturna jedinica €ijim periodi¢kim ponavljanjem mozemo izgraditi kristal
(nema praznog prostora izmedu ¢elija, niti se dijelom preklapaju). Jedinicna
Celija takoder je dio volumena ¢ijim se periodi¢kim ponavljanjem moze
izgraditi kristal, ali taj volumen nije nuzno najmanji mogu¢ - jedini¢na cCelija
nije jedinstveno odredena, ali primitivna jest.

fpr- jediniCna, ali ne primitivna Celija

primitivna Celija
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Volumen primitivne ¢elije 5 -
(odnosi se 1 na resetke s bazom): 1= Q,- ( Q; X q;)

WIGNER-SEITZOVA CELIJA:

dio prostora koji omeduju ravnine okomite na
spojnice izabranog ¢vora resetke s njegovim
prvim susjedima, povucene kroz njihova ]
polovista.

Broj prvih susjeda zove se koordinacijski broj (Z).

W-S éelija
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Operacije simetrije Kristalne strukture:

Periodi¢nost strukture implicira odredene operacije simetrije ¢ijom
primjenom struktura ostaje invarijantna (ne mijenja se).

1.) TRANSLACIJA (s obzirom na vektor) 5y @B
Struktura se ne mijenja ako je translatiramo za vektor P, = 2_W":Q ;,
® & @ o .
" neZ
. .
a’z g -—p —
. . R=2q,+0Q,
-
Q,

2.) ROTACIJA (s obzirom na os)

Ako je struktura invarijantna na rotaciju za kut 360°p oko neke osi,
kaZemo da ima os p-tog reda. U kristalima moZe biti samo p=1,2,3,416
zbog istovremene translacijske simetrije kristala.

NEN p=4

3.) REFLEKSIJA (s obzirom na ravninu)
0 P(%n,®)

=7

?‘(*|‘3|-%)

* Ostale operacije simetrije moZemo dobiti kombinacijom 1, 2 i 3; npr.
inverzija r — —r dobije se refleksijom na ravnini pa zatim rotacijom za 180°.



KRISTALOGRAFSKI SUSTAVI

Elementarna Celija zadana je sa 6 parametara:
- duljine bridova: a, b, c
- kutevi izmedu bridova: a=«(b,c), B=«(a,c), y=«(a,b)

Razlikujemo 7 kristalografskih sustava:

1) KUBICNI (@ = b = c; .= P =y = 90°)

2) TETRAGONSKI (a=b#c; a=p=7=90°

3) ORTOROMPSKI (a #b #c; a=p=vy=90°

4) TRIGONSKI (a =b =c; a=B =7 #90°

5) HEKSAGONSKI (@ = b #c; a = = 90°, y=120°
6) MONOKLINSKI (a# b #c; a=B=90°% v # 90°
7) TRIKLINSKI (a #b # c; o # B #7)

koji sadrze 14 Bravaisovih reSetki:

11
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Tip kristalne reSetke kojom materijal kristalizira odreden je minimumom
Gibbsovog potencijala G=U + ?v ~TS

za zadanu temperaturu 71 tlak p (U je unutrasnja energija, V je volumen, S
je entropija).

Promjenom 7 i p minimum G moZe se promijeniti - dogada se strukturni
fazni prijelaz u drugaciju kristalnu strukturu. Kristalne strukture koje se
redaju povecanjem 7 nazivamo redom a-, -, y-, ... faza.

Primjeri Kkristalnih struktura:

(1) Jednostavna kubi¢na reSetka (SC - “simple cubic”)

z
. = o0 (ﬁ) -konstanta reSetke: o
: 0 -volumen pr. ¢elije: o®
e o -koordinacijski broj: ¢
-4 t ‘., -materijali: od—Po
- 0 -broj atoma u jedi-
o - v ey qees
x v 2= & (‘:) ni¢noj Celiji: 8-{?— =1

(2) Plosno centrirana kubic¢na reSetka (FCC - “face centered cubic”)

- A 5
®, = %‘ (4) -konstanta reSetke: o
© -volumen pr. ¢elije: 3
q, =2 (‘1’) -koordinacijski broj: 12
z \n -materjjali:  Au, A3, Cu Y-Fe
* J . . ’
g =% [ -broj atoma u jedi-
3= 2 \° sx e g gese X g
A ni¢noj celiji: §g+C3=4




13

(3) Volumno centrirana kubicna reSetka (BCC - “body centered cubic™)

- coa oo

(0N

-konstanta reSetke: &
-volumen pr.¢elije: 9?‘;
-koordinacijski broj: &
-materijali: Li MNe, ¥, Cs Mo
-broj atoma u jedi- & % =2
ni¢noj Celiji:

(4) NaCl resetka - FCC resetka s bazom o—O)

® Cl
O Na®
NaCl

(5) CsCl resetka - SC resetka s bazom

® Cl-
® Cst

w

-konstanta reSetke: &
-volumen pr. Celije: &:
-koordinacijski broj: &
-materijali: Na(¢, Agtc Y40
-broj atoma u jedi- L Na 4 (L
ni¢noj celiji:

e
%

-konstanta reSetke: &
-volumen pr. ¢elije: o
-koordinacijski broj: &
-materijali: CsCe, BeCu« [iWg
-broj atoma u jedi- £ é ¥A=9
ni¢noj Celiji:



(6) Heksagonska reSetka

2

\ d

\
S

n

o

P

OO >

n

pje

"

(@)

N

o~
o
S —

S500 O

S——

——”
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-konstanta reSetke: o, c
-volumen éelije: ~ Ede
-koordinacijski broj: ¢ (a<cy 2(axc)
-materijali: kvarc,grafit
-broj atoma u éeliji: L-llt etc

e 3G 2
-volumen celjje: < o
-koordinacijski broj: &

3 T
( G) -materijali: qra{en

-broj atoma u ¢éeliji: 2

(3) -konstanta reSetke: o

(8) Heksagonska gusta slagalina (HCP) - 2 isprepletene heksagonske

reSetke pomaknute za vektor @, +

Hexagonal close packing

|

3

-—p |\ —
Q, +-;Q3

-konstanta reSetke: ac

4 s G L
-volumen celijje: Sac
-koordinacijski broj: A2
-materijali: Be, Mg A-N{, Ti, 2w

-broj atoma u Celiji: Ll vuLlag =9
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(9) Dijamantna reSetka - FCC reSetka s bazom (2 atoma na (0,0,0) i (1/4, 1/4,
1/4)

-konstanta reSetke: a
-volumen ¢éelije: 62/ u
-materijali:  dijamant, Ge S¢

MILLEROVI INDEKSI

Millerovi indeksi (h,k,[) predstavljaju nomenklaturu za oznaCavanje
kristalnih ravnina i kristalografskih osi u kristalnoj strukturi.

Pravci (kristalografske osi):
Zelimo indeksirati pravac koji prolazi tockama A, B, C, ... kristalne
strukture sa slike. Pravac indeksiramo kolinearnim vektorom

D-hBlkTs LT,

gdje je trojka [A,k,[] odabrana tako da
je podijeljena najve¢im zajedni¢kim
faktorom tih brojevatj. 4, k1l su
najmanji cijeli brojevi u istom
relativnom omjeru. Negativan indeks
oznacava se povlakom iznad broja.




Ravnine:

Odredimo sjecista promatrane ravnine s koordinatnim osima: a, b, c.
Millerovi indeksi te ravnine {A,k,/} su skup najmanjih brojeva (najmanji
zajednicki viSekratnik) koji zadovoljava omjer:

2
&
P abnile dan s €
= e
o J
o h
X
(122) plane
2 2 2
| h| |
X X X

a) -
.
?l-

R S R R N T

16
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Udaljenost n-te (paralelne) kristalne ravnine indeksirane istim Millerovim

indeksima:

Ay =X sl = §os@ = 2 ey

¥ Normal \IL

RECIPROCNA RESETKA

Periodicka reSetka, reciprocna onoj u realnom prostoru odredenom
vektorom translacije R, je reSetka u prostoru valnog vektora k (ili impulsa
p). Definiramo ju upravo radi pogodnosti za opis svojstava koja imaju
periodiCke strukture.

valni broj: |- %F impuls: p=tk (A - valna duljina)
def: jedini¢ni vektori reciprocne reSetke
K‘%az"a; ; E‘%as*a; : gsz%a:xzz y  8=a,(0xa)
Iz gornje definicije slijedi relacija:
- translacijski vektor realne reSetke: L=nd,+n, 8, +N,8,  weZ

- translacijski vektor recipro¢ne resetke: 6= 15: % E; + 3_,79; , ;€ Z

—V:E; =2.'ﬁ(".‘5.“"zclz* "g,) = sz\)MGZ
% .




selije reciprot < (BAR)
volumen elementarne éelije reciproénog prostora: o = b, (5,2,
=vrijedi: a 9* = ()

Primjeri elementarnih recipro€nih vektora u razli¢itim kristalografskim

(4) heksagonska: b,*

sustavima:

ose:  wez() 5E() Tez() sy

orce:  we(l) wxl) Bzl e

(3) BCC: E’l}(:) E’g'(c':) b= (:) (Bec > Fec®)
; )

*1%
Cxo
Q:\ -

-~

n
= 9!'3
/P'\

- T \ - 9
(5) sacasta: ‘o, =}§:(-ﬁ) b,= 2a (ﬁ)

Wigner-Seitzova ¢elija u reciproCnom prostoru naziva se
1. BRILLOUINOVA ZONA (BZ).

-
oF Ces
¢ -

/L reciprocni prostor (a*, b*, ¢*)

|F\1=\B\=\T| =0
= 8% =W =12 =2

18
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DIFRAKCIJA VALA NA KRISTALU

Periodi¢nost kristalne strukture omogucuje pojavu difrakcije
(interferencije) valova valne duljine komparabilne udaljenosti ravnina t;j.
konstanti reSetke. Time difrakcija valova (X-zrake (rendgenske), elektroni,
neutroni) predstavlja najvazniju metodu istrazivanja kristalne strukture.

U okviru jednostavnog modela opisat ¢emo pojavu difrakcije upadnog
ravnog vala na periodic¢koj reSetci atoma. Pri tome pretpostavljamo da je
rasprSenje elastino 1 da se ravni upadni val karakteriziran valnim vektorom
k rasprSuje na elektronskom omotacu atoma “efikasnos¢u” odredenom
atomskim strukturnim faktorom.

ne Jedwow abowmu: upadni wal:
TR ‘
¢ih &.=d e Y voernt wal

|% | atom (k¥ = comt. - jedn. Tavhine)
I | vell\thicowe val -

& 143

d’a,d;" 4’,-& eT e S-@Qrwﬁ 'U'O-L
'P-‘J Selskies [a‘ms\«& steulturnd {altor
awplituda vala

(K =l b cefleldiromoy vala))
AN \(A;S'\‘ml.lh “
(promattamo 2 atoma
pa qenerzlizicamo’)

{]
>
< —
|
—
2

ca2\ila Laz0. upadnoy raspt':'o\oj vala

isho é‘h \L

g
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Trazimo konacnu razliku puteva koju su prevalile zrake 11 2: ona je odredena
razlikom projekcija vektora r na pravece k1 k’.

Nakon toga generaliziramo razmatranje na N atoma u kristalnoj reSetci
(ukupna valna funkcija reflektiranog vala suma je parcijalnih s N atoma):

S (w) A2 Wy 1§,
‘k’mk =Z +¢w\- = 4’0?& Zf—c\ e "
N

n=A

Neka svaka elementarna ¢elija ima M atoma u bazi 1 neka je A
elementarnih ¢elija u kristalu (N= /' M).

Elementarna Celija (n-ta) kristala na vektoru poloZaja R u odnosu na
izabrano ishodiSte u kristalu, pri €¢emu su atomi u bazi, u odnosu na
ishodiSte elementarne Celije, na polozajima p. Vektor p moZe se izraziti u
bazi primitivnih vektora strukture, ili u bazi SC ¢elija + baza (vidi sliku).

3, (Y Se (M=1)
t
o,
//'
’_ -l
§.:“) q‘ -?" = (olo\o)
P

/ Y (%) BCC (H=2) (3 FCC (ntby

g, =(9,0,0) %, =(9,0,°)

2 (b o) G,=(101 )

Eag  Feew
‘1=(D vl 13
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Buduc¢i su sve elementarne ¢elije identi€ne, sumu po # (produkti
eksponencijalnih funkcija) nakon uvr§tavanja r=R+p , mozemo izraziti kao
produkt dvije sume: po elementarnim ¢elijama (7) 1 konstituentima baze (7):

The = Tt g.;

W . »
RN 23 M . 22 £ ¢ Q. ne owse o w

€ 19-R Yy +9-S; o v
47“* = <kc,'_?:‘z Cl “‘Z‘ca el :\Qf su leamantonrne ({Afas(
nea t=a e o sume gu wezomswe

. e ~
=3E) = TE) - qeometijshe dhealturad
Loddor baze

kastalwe strulturns  felter
KTristal je periodiCan t;.

T 20,0, + W 8, +V, 4y (Z“ - D )

s = .-’-?: = .

=> S(‘z) =2 e.l‘i Y= NS-» a ',Cq“-\\‘e.uw feuprotwe
L _ ind _ L0 ) resethe

(SGV\O eia"Kai’ s ostal 3w sumacij'  po {n) dajun o)

Kristalni strukturni faktor S(q) je konacan tj. difrakcija na kristalu daje
maksimum (ako pritom strukturni faktor baze F(q) ne i§¢ezava) za
rasprSenje vala s razlikom valnih vektora q tj, kutevima koji odgovaraju
takvim q, za q=G. Difrakcijski uzorak u prostoru direktno oslikava
simetriju recipro¢nog prostora.

Odatle direktno slijedi Laueova formula:

L Ggerp

T, -l G =

9} Qv\ -> o - 2

3 LG, =|G.I* <=> Lksin- = Q,
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Braggov zakon
Upadni val rasprSuje se na paralelnim kristalnim ravninama 1, ovisno o
njihovom razmaku d, valnoj duljini A te kutu pod kojim je upao na
ravninu @, daje (ili ne daje) difrakcijski maksimum. Ovisno o simetriji
kristala, u njemu se nalazi viSe skupova paralelnih ravnina na kojima se
val rasprSuje, a odredene su Millerovim indeksima {4 k [}, odnosno
pripadnim vektorom G koji je okomit na ravninu.

a\&-\ = “'-‘:\ +k "rf (-‘;3 YG—’L\MG\L wmethn Yavwiwoaws {L k L}

A p =28 ..“ >%=2—W
3 |Gl w
X
:
- >
L‘f} 1: q“
'\:)
=10
re
G“ = G0 C.W\GT

I St = A

Bmanov 2akon
cdredwye haﬁwu toslee (olowof.jew(. Ff_ 20 Wolsimum)

&km T_m,au'\g iwlenzitet pod danive 3 ; do bi se
Braggqova totka widjela, wmora iy F(3yto
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METODE ISTRAZIVANJA KRISTALNE STRUKTURE

(1) Difrakcija X-zraka na kristalu

Ovo je jedna od najvaznijih eksperimentalnih metoda u kristalografiji. X-
zrake se koriste jer im je valna duljina komparabilna meduatomskom
razmaku tj. razmaku kristalnih ravnina (reda veli¢ine 1A). Difrakcija X-
zraka provodi se u mnogo varijanti, no temeljne tehnike su:

- Laueova metoda:

Monokristal se 1zloZi “bijelim” X-zrakama (kontinuirani spektar valnih
duljina), a rasprSeno zracenje snima se na film. Ovom metodom mozZe se
dobro odrediti simetrija kristalne strukture, omjeri udaljenosti ravnina, ali ne
11znosi udaljenosti ravnina tj. konstante kristalne resetke (jer valna duljina
nije tocno odredena). Maksimumi se javljaju u to€kama odredenim uvjetima
konstruktivne difrakcije.

f/
Shits Crystal L aa

i Y \I g;‘?.o’#: X

| chey =t
Beam | T e
..
“

X-Ray Source /

- Metoda kristala u prahu:

U kristalnom prahu kristaliti su orijentirani nasumicno - uvijek ih je
dovoljno da za zadanu valnu duljinu i kut konstruktivne difrakcije daju
maksimum duz cijelog konusa pa se na filmu vide koncentri¢ne kruznice.
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Odredivanje {h k [} indeksa kristalnih ravnina koje za izmjereni kut ®
daju difrakcijski maksimum naziva se indiciranje.

(2) Elektronska mikroskopija

Koristeci valnu prirodu Cestica, difraktiramo snop elektrona na kristalu.
Ubrzani elektroni razlikom potencijala V imaju impuls p te odgovarajucu
valnu duljinu puno manju od X-zraka. Time je omogucena znatno veca
rezolucija. Takoder, elektronski snop prodire dublje u kristal, interagira
kulonski s nabijenom strukturom i daje specifican uvid u nju. Najcesce se
koristi transmisijska elektronska mikroskopija (TEM) na tankom filmu
uzorka, a slika na fluorescentnom ekranu snima se CCD kamerom.

shewmatsks ‘uih% M'\ugu:\q di@(&\v.cijskq s\tka

foroleluim  swopom
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(3) Neutronska difrakcija
Neutroni, kao neutralne Cestice, prodiru duboko u strukturu 1 u potpunosti
se rasprSuju na atomskim jezgrama u kristalnoj strukturi (za razliku od X-
zraka 1 elektrona koji to €ine uglavnom na elektronskom omotacu)
nuklearnim medudjelovanjem, a razlikuju 1 razli¢ite izotope materijala.
Pored toga, buduci da posjeduju magnetski moment, rasprSuju se i na
magnetskim momentima u kristalnoj strukturi pa su pogodni za istrazivanje
magnetizma. Posebno se koriste za precizna mjerenja eksitacija kristalne
reSetke na titranje (fononi). Kako se koriste tzv. “termalni neutroni”, za
mjerenja je potrebno imati nuklearni reaktor, a zbog neutralnosti se i teSko
detektiraju.

£

(4) STM (“scanning tunnelling microscope”)

Tehnika se sastoji od vodljivog vrha (“tip”’) koji se piezoelektricnom
kontrolom (x,y) koordinata pomice iznad povrSine uzorka s atomskom
preciznoS¢u ne dodirujuéi ga. Uzorak mora biti vodljiv te se dovodenjem
razlike potencijala izmedu vrha i uzorka ostvaruje tunelirajuca struja. Vrh
se pomice odrzavajuci konstantnu struju tj. na istoj udaljenosti od povrSine,
snimajuci “z-koordinatu” na svakom (x,y) poloZaju. Tako se snimaju
korugacije povrsine tj. konture koje &ine atomi na njoj s precizno$éu ~1A.

Control voltages for piezotube

Piezoelectric tube
with electrodes

Tunneling Distance control
current amplifier and scanning unit

pouriina silicijevag karbida (S‘\C.)

Data processing ( kehsasghqquﬁ 'fe;e_&ko\ " o= 0."7 \DW\)

and display

i

Tunneling
voltage

L

shewokshs Pe ikaz STM-a



26
DEFEKTI U KRISTALNOJ STRUKTURI

Defekt u kristalu jest lokalno odstupanje od idealne periodi¢nosti. Vazni su
jer mnoga svojstva materijala odredena su upravo defektima, npr. elektri¢ni
otpor, toplinska vodljivost, Cvrstoca itd.

Defekte dijelimo na:

- staticke defekte:  geometrijske nepravilnosti u kristalu, ne ovise o
vremenu

- dinamicke defekte: elementarna pobudenja stupnjeva slobode u kristalu,
formiraju se kratkotrajno u vremenu pod utjecajem
vanjskih pobuda (EM zralenje, tlak...)

Elementarna pobudenja u kristalu:

- fononi: kvanti harmonickog titranja kristalne resSetke

- eksitoni: vezana stanja elektron - Supljina

- magnoni: spinski valovi u magnetskim materijalima

- plazmoni: kvanti kolektivnog titranja elektronske plazme

- polaritoni: hibridizirana stanja titranja reSetke 1 EM vala

- polaroni: vezana stanja elektrona i1 lokalne deformacije reSetke (fononi)

Kristal se u cjelini nalazi u pobudenom stanju (kolektivna pobudenja), a
distribucija tih pobudenja po energiji zadovoljava uglavnom Bose-
Einsteinovu statistiku.

Pored defekata izazvanih vanjskom pobudom, glavni uzrok njihovog
nastanka je termodinamicCki: kona¢na temperatura 7'1 entropija sustava S

G=0x+ ?\/ -T B = “termodinamicka vjerojatnost” tj. broj
mikroskopskih konfiguracija sustava koji
S= ‘l-‘ e ® vodi istom makroskopskom stanju energije

Formiranje defekta u kristalu pove€ava unutraSnju energiju U, ali istvremeno
povecava i entropiju S te time smanjuje Gibbsovu energiju G. Na kona¢noj
temperaturi 7, broj defekata odreden je minimumom Gibbsove energije.
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Staticki tockasti defekti

O O @) O @) O O @) 0)
®
O o @) 0) O O O O
0) O O O 0) O @) O @)
supstitucijska vakancija intersticijska
primjesa primjesa
- Schottkyev defekt

Nastaje izbacivanjem atoma s regularnog mjesta u reSetci iz kristala (npr.
zraCenjem) pri cemu u kristalu nastaje vakancija

@ 9 8 N= broj regularnih mjesta u kristalnoj
e O reSetci

© i O Ns = broj Schottkyevih defekata u

termalnoj ravnotezi

B = broj nacina kako moZemo realizirati

Ns defekata na N regularnih mjesta
W
ETICECRY
Minimizira se slobodna energija F=U-TS = EsNs - kBT In(B) po Ns, gdje je Es

energija potrebna za formiranje jednog Schottkyevog defekta, uz uvjet
N >> Ns >> 1 te konstantan tlak i volumen. Broj defekata u termalnoj

ravnoteZi je:

ok
'MS = N e \L{T(
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- Frenkelov defekt
Nastaje izbacivanjem atoma s regularnog mjesta u reSetci kristala 1 njegovim
dovodenjem u intersticijski polozaj, pri Cemu u kristalu nastaje vakancija i
intersticijska primjesa

N = broj regularnih mjesta u kristalnoj reSetci

O O O N’ = broj mogucih intersticijskih poloZaja (ovisno o

_— o) simetriji kristala)
Y o0 o EF = energija formiranja jednog Frenkelovog defekta

NF = broj Frenkelovih defekata u termalnoj ravnoteZzi

©O o o B = broj realizacija Nr defekata na N regularnih
poloZaja za sve moguce konfiguracije N’ intersticijski
dozvoljenih mjesta

go_ N Nl
TN (NN N (R

Minimizacija slobodne energije uz uvjet N, N’ >> Nr >> 1 daje:

Ee
Ne ={N @ i

Staticki linijski defekti - dislokacije

Kod ovakvih defekata periodi¢nost reSetke lokalno je naruSena na razini
dijela kristalne ravnine.

- bridna dislokacija:
Jedna kristalna ravnina je uklonjena
iz strukture na tom mjestu (strelica).
i
i
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- vijcana dislokacija:

Dolazi do paralelnog pomaka ravnina
poput uvrtanja.

Plasti¢ne deformacije kristala nastaju gibanjem i preraspodjelom dislokacija.
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II. KEMIJSKE VEZE I MEDUATOMSKE

INTERAKCIJE U KRISTALIMA

Uvodenjem pojma kristala postulirali smo uredeno stanje. Konstituenti
kristala (atomi, ioni, molekule itd.) veZu se u kristal 1 formiraju ga
posredstvom sila od kojih je najvaznije kulonsko medudjelovanje i kvantna
mehanika. Te sile efektivno formiraju vise tipova veza ovisno o tipu
objekata koji u kristalu medudjeluju, pa tako razlikujemo:

- 1onska veza

- kovalentna veza

- van der Waalsova veza
- vodikova veza
-metalna veza

te se shodno tome formira viSe tipova kristala (ionski kristali, molekulski
kristali, metali itd.).

Nastajanje uredenog stanja (kristal) medudjelovanjem atoma rezultat je
termodinamike tj. snizavanja totalne energije sustava ulazenjem u uredeno
stanje u odnosu na neuredeno. Razlika energije kristalnog stanja Ecryst 1
neuredenog stanja Eo prije formiranja kristalne strukture naziva se
KOHEZIVNA ENERGIJA kristala:

Econ = Eo0 - Ecryst >0
Kohezivna energija kristala odreduje svojstva kristala, temperaturu taliSta
itd. U kristalima kohezivna energija je reda veliine 1 eV.
Ako se formiralo kristalno stanje, znac¢i da kohezivna energija kao funkcija
meduatomske udaljenosti a ima maksimum za a=ao - to je konstanta
kristalne resetke. Tipi¢ne vrijednosti ao su reda veli¢ine 1A. Ovo je
posljedica oblika potencijala medu atomima.

/ DdeiV\\ ‘E(Ok d Eu;\,

Vit vivladnl
\ = J; L = m - da
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Medudjelovanja koja dovode do formiranja kristala:

- elektron(-) - elektron(-): odbijanje zbog kulonske sile i Paulijevog
principa

- ion(+) - ion(+): odbijanje zbog kulonske sile

- elektron(-) - ion(+): privlacenje zbog kulonske sile

- kvantna mehanika: Ako delokaliziramo elektron da umjesto jednom
atomu pripada cijelom kristalu, smanjit ¢u mu se kineti¢ka energija. To je
rezultat relacija neodredenosti Ax Ap ~ h. Povetanjem Ax, smanjuje se Ap,

a time 1 kinetiCka energija Ekin ~ (Ap)>.

(1) KOVALENTNA VEZA

Kovalentnom vezom vezu se preteZno atomi s polupopunjenom vanjskom
ljuskom, tako da atomi u vezi tvore zajednicki elektronski par (svaki atom u
vanjsku ljusku onog drugog daje jedan elektron suprotnog spina i tako ju
nadopuni do stabilne elektronske konfiguracije - potpuno popunjena ljuska
bez spinski nesparenih elektrona. Ovo je vrlo jaka veza s kohezivnom
energijom reda veli€ine 10eV.

Tipi¢ni kovalentni kristali su elementi IV grupe koji kristaliziraju u
dijamantnoj resetci.

| SU | Ge | B | (ajamant) aea
BVl Loy | 32c | S0 [ 233 ﬁéﬁ

Ovi kristali nastaju s-p hibridizacijom atomskih orbitala (napose, sp?
hibridizacijom u gornjem sluc¢aju). UlaZenjem u kovalentnu vezu, s i p

-----

hibridiziranih stanja postaju linearne kombinacije jedne s i tri moguce p-
orbitale (x,),z). Odlika ove veze je prostorna usmjerenost (elektronskog
oblaka vjerojatnosti nalazenja).



primjer: ugljik u alotropskoj modifikaciji dijamanta (sp*-hibridizacija -
molekula je tetraedarskog oblika i vodi na dijamantnu reSetku):

is is

AN LI L

2 [T | 2

b1yt
sp® Sp* sp® P

s 'Lr, ‘).‘»3 210

Energy

2p—+—+-

ok b K ¥ @nd
T 11 SP

Hybridized Orbitals

-

25 A

Ground State Carbon

primjer: ugljik u alotropskoj modifikaciji grafena (sp>-hibridizacija -
molekula je planarna 1 vodi na 2D sacastu reSetku, jedna p-orbitala ostaje
nehibridizirana (okomita na ravninu kristala) 1 ona je odgovorna za vodljiva
svojstva grafena/grafita jer omogucava delokalizaciju elektrona stvaranjem

-veze):
ig is
Al N

t] ]t
SP_SPspP| ¢

y unhybridized

32
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(2) IONSKA VEZA

Ionska veza karakteristiCna je za elemente Cije su vanjske ljuske gotovo
popunjene (npr. alkalijski halkogenidi). Stvaranjem veze jedan atom
oduzima elektron iz vanjske ljuske drugom i njim nadopunjava svoju
elektronsku konfiguraciju. Time se formiraju dva iona suprotnih naboja
koji se kulonski privlace. Tipi¢ne kohezivne energije su 5 - 10 eV.

| NaCe | KF IAg‘E\" I
Bl 392 | g2y [8.3¢ |

Kulonska energija strukture sastavljene od + 1 - iona ovisno o njihovoj
medusobnoj udaljenosti rij, dodajuci uvijek odbojni ¢lan koji dolazi od
Paulijevog principa kad se ioni previse priblize (udaljenosti
komparabilne atomskom radijusu ax) pa se elektronski oblaci pocnu
preklapati (to vodi do eksitacije elektrona u viSe pobudeno stanje jer se
dva elektrona ne mogu nalaziti u istom kvantnom stanju - energija se
povecava i karakterizirana je konstantom €), moZe se napisati u obliku:

9 2
E:lZ[ee%: = }<o
S 4T E, Ty A da Wi eristad

vy [ s o'
_ kulons\h Elow :
Odboi\m. ?w\\’.]e,\r (‘:\QV\ 4+ : 20 istoiwmewe (odkojuo)

— : 200 YOLnoiwene (?ﬂf\&fh0>
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Normirajmo udaljenost 7i; na udaljenost najblizih susjednih iona R, t;.
izrazimo ju preko diskretne bezdimenzionalne veli€ine pij: 7ij = Rpi,j

Nadalje, u Paulijevom ¢lanu zadrzimo samo doprinose Z prvih susjeda jer taj
doprinos pada izrazito brzo s medusobnom udaljenoS¢u atoma.
Energiju moZemo napisati u obliku:

._E_ 67- :_'1
= N[% e ™ - e kz- P }

)
(#i

fu

Ay

Tl . ©isteimen
dﬂz.zs Py ) ® manoiwent
\#F¢
aM = Madelungova konstanta: Ova suma predstavlja ozbiljan
matematicki problem. Suma je alternirajuca te zbog toga sporo
konvergira - to je posljedica dugodoseznosti kulonske interakcije.
1D slu€aj moze se rijesiti egzaktno, ali za njezino opcenito
rjeSavanje pribjegava se nizu metoda (Evjen - Frank, numerika, itd.).

Madelungova konstanta za 1D ionski kristal:

(- ——-)r——(-)>—00—(-)>——

R
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Optimalnu udaljenost susjednih iona R=Ro (konstanta reSetke) nalazimo
minimiziranjem energije £ po udaljenosti R:

ey o
Ro
Lo
L \e @ —
M[ze( ol " e ol“] ?
'ﬁ a e"
Q H
BEE SN E ung. %y N
T
i - _ e An ( _ &
_>lE - sz,?., 4 Ro) ,
Za Na(l je:
- Madelungova konstanta: n A3
- kulonska energija po 1 atomskom paru: ~ gtesr | & 3.0

¢ T uURE. R M

(3) Van der Waalsova veza

VdW vezu stvaraju neutralne molekule ili atomi s potpuno popunjenim
vanjskim ljuskama (npr. kristali plemenitih plinova, molekulski kristali).

Privlacenje nastaje dipol-dipol interakcijom i to izmedu dipola koje atomi

medusobno induciraju jedan u drugom (fluktuirajuci dipoli). Odbojni dio

39

interakcije nastaje zbog Paulijevog principa kad se elektronski oblaci po€nu

prekrivati na udaljenostima komparabilnim atomskom radijusu as. Nema
dijeljenja 1 delokalizacije elektrona pa je ova veza puno slabija od
kovalentne 1li ionske, kohezivna energija tipicno je reda veli€ine 0.1eV.

| Ar | Pe | ¥r | Xe | Ho | CHy |
E V)] 0.08 002 Jor [ox [o.04 | 0a |
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- “fluktuirajuéi dipol”:
gustoca elektronskog oblaka
;’}lﬂ‘*;&‘\{mm fluktuira u vremenu (efektivnim
periodom 7) pa je:
- y
(?=21(Fat =0
T
Pal P (6) CRID = & §IBeldt #0

Atom 1 svojim dipolnim elektriénim poljem inducira dipol u atomu 2, time
su dipolni momenti atoma 1 1 2 korelirani.

Energija interakcije dva dipola na udaljenosti 7:

-
« U=

64 ??—

s [Bf o BBGY

Wl vs s

Za estimaciju energije vezanja promotrit ¢emo ekstremalne situacije
konfiguracija dva dipola 1 koristiti onu najniZe energije jer samokorelirani
dipoli ionako ¢e se samosuglasno postaviti u nju.

-‘Fl - -.L
) —> 3 —=»

= ‘Pl?g WS o ¥ Cot O - PoLYT c05 O s ?|?; e N .
U= T—" -3 = =-2 ‘_3\/ (My\tza eV\Q\'S\)d)
» 3
) Lo 3 <&
U ~ PP :ns'ﬁ -2 ¥ Cogt O 'sPl.f cos TV =+2 ?.?;_
T Al 1T

) s——Tx

=
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-
% ~
4) ‘P\T :i-‘:‘
™ Ly
PiPe s T BT Cos - P¥ sy PP,
U - Y - 3 3 = 3
T < 1T

Red veliine interakcijske energije je: U ~ — ?“—\;L

c
Potencijal dipola 1 na poloZaju r:
>\ __ ?ﬁ : ; — P
\IA(Y) = "_3 —T- .‘-4?.
(pII¥)

Elektri¢no polje dipola 1 na poloZaju r:
EA(?\ = ‘V V/l(-f.)

A - a Pa
== (%9, +§9,413)) T
- ;*?«'Z.X d«--?.-Z.g _3~?«'Zz

o (e gt : Geankaa=y~ iGdagsaar)y

._2? a a aA

= ‘T: (xx*“*zz)

22 o 2h W

- ,{3 -.T-. 3 ,(3
€A KD

Dipol 2 induciran je djelovanjem polja dipola 1. Mozemo reéi da je dipol 1

pobuda, a dipol 2 odziv na tu pobudu. O tome Ce biti viSe rijeci u poglavlju
o dielektricnom odzivu, a za sada prihvatimo ¢injenicu da je (mala) pobuda
vezana s odzivom linearnom vezom preko odzivne funkcije. U sluCaju da je
pobuda elektri€no polje, a odziv na njega dipolni moment, odzivna funkcija
naziva se atomska polarizabilnost a, 1 govori o susceptibilnosti atoma da se
djelovanjem polja u njemu inducira dipolni moment odredenog iznosa.

-ﬁz:d\E,‘ =0K3‘3
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Potencijalna energija dipola 2 u polju dipola 1 stoga je:

-> 5 L
-_-__-..-. __P«‘?r.__P‘\ Pa . 12
Bi=-T5 = nt 3 sTdw

Nakon usrednjavanja po vremenu nalazimo:

Y o B
U(r) ok < = <

Ovo je privlacni dio interakcije (negativan je), karakteriziran konstantom B
koja ovisi 0 atomskoj polarizabilnosti 1 vremenskom prosjeku kvadrata
induciranog atomskog dipola.

Odbojni dio interakcijskog potencijala uzrokovan je Paulijevim principom
kada se elektronski oblaci po¢nu preklapati (udaljenosti komparabilne s ax)
pa elektroni jednog atoma moraju prije¢i u viSa pobudena stanja. Taj proces
vrlo naglo poveca energiju sustava, ali isto tako vrlo brzo trne s udaljenoscu
vecom od axn. Modeliramo ga fenomenoloski nekom brzo-trnu¢om
funkcijom. Tradicionalno se koriste modeli potencijala:

A .
Uy = W U =€e au

Tﬂ-

Ukupni potencijal izmedu neutralnih atoma s fluktuiraju¢im dipolima
modelira se LENNARD - JONESOVIM POTENCIJALOM karakteriziranim

konstantama A4, B > 0:
odbojni ¢lam (Pauli)

\
Ut Pﬁv\e\ &t clon

(flulctuirayndy dipsll)

Utr) = -

A R -(i; o
I
)
)
i
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(4) VODIKOVA VEZA

Vodikova veza (H-veza) ostvaruje se atomom vodika koji povezuje dva
susjedna atoma na nain da mu jedan od njih oduzme elektron te od njega
ostane samo jezgra - proton. Taj proton nalazi se izmedu susjednih atoma u
dvostrukoj potencijalnoj jami podijeljenoj barijerom kroz koju proton
tunelira “od jednog do drugog atoma” (u biti nalazi se u linearnoj
kombinaciji dva degenerirana kvantna stanja u susjednim jamama koja
potom tvore vezano stanje niZe energije i antivezno stanje viSe energije).
Mozemo re€i da mu se delokalizacijom sniZzava kineti¢ka energija, ali,
budu¢i je masa protona velika, taj dobitak u energiji vezanja je mali.
Posljedica je vrlo mala kohezivna energija ovakvih sustava, tipi¢no 0.01 -
0.1 eV. Dovoljan je paketi¢ energije ekvivalentan pedesetak kelvina da ju
razori. Upravo ta “slabost” H-veze od iznimne je vaZznosti posebice za
zivotne procese (npr. DNK lanci spojeni su upravo H-vezom, a repliciraju
se njezinim otvaranjem 1 zatvaranjem).

owmid -4,0
| v £ |0 (ted)| ok 0 |
E.leV] A.68 [ 02 [ 008 |

primjer: (HF,)"

® o® a® ¢
Ht H* Ht

primjer: H,O (led)

5. $0. 88,
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3. 85. 83,

Ooxggen O hydrogen




model. Dvostruka potencijalna jama - sastoji se od jame 1 1 2 s barijerom
izmedu. Vlastita stanja protona u jamama su |1) i |2), a energija Eo je

degenerirana u obje. Izmedu jama postoji tuneliranje karakterizirano
matri¢nim elementom -W, totalna valna funkcija linearna je kombinacija

stanja | 1) 1 |2).
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(5) METALNA VEZA

Materijale koji formiraju kristal metalnom vezom nazivamo metalima. To je
vecina elemenata. NajvaZnija odlika ove veze je da atomi, formiranjem
kristalnog stanja, otpustaju elektrone iz vanjskih ljuski u kondenzat te oni
prestaju biti lokalizirani na matiCnom atomu i pripadaju cijelom kristalu.
Tako kolektivizirani elektroni €ine vrpce €ija je energija, ovisno o
popunjenosti vrpce, niza od energije (sume) atomskih stanja.
Delokalizacijom elektrona s atoma na cijeli kristal znaCajno mu se spusta
kinetiCka energija (zbog ranije spomenutih relacija neodredenosti). Svaki
atom otpusta Z elektrona u kondenzat te od njega ostaje Z-puta ionizirani
atom. Ukupna struktura elektricki je neutralna. Elektroni se u kristalu gibaju
gotovo slobodno u dobroj aproksimaciji kao plin neutralnih Cestica. Uzrok
tome je Sto su vrlo efikasni u zasjenjenju kako pozitivne ionske reSetke koja
preostane, tako i vanjskih elektrostatskih polja narinutih na kristal, pa tako 1
vlastitog naboja. Slobodno gibanje elektrona zasluzno je za dobru elektriénu
1 toplinsku vodljivost metala. Takoder, metalna veza, za razliku od
kovalentne, nema usmjerenost u prostoru te su zbog toga metali pogodni za
mehanicke deformacije.Tipi¢ne kohezivne energije su 1 - 10 eV. Ima vise
modela za opis metalne veze, nekim od njih detaljnije cemo se pozabaviti
kasnije.

neuredeni atomi: metal: S\o\:odu elebtronshs plin
(vrpce delofeglizivowmils
a(‘w.s\:q ﬁk\\« kolekhiviziranihy elebirona)

hvtf')

“Vl'\

?:V_’

kulownsks potenas \al

dubokoleiecn
otowa, aetl(-:tcb\ tfomia
Ze trona
ro‘\CV\c\.\AL wona Vv = WL ( Lokaliziran &)

(kritalma reSetha)
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TI1. DINAMIKA KRISTALNE RESETKE

Postulirali smo savrSeni kristal u kojem se u beskona¢noj 3D periodickoj
strukturi atomi nalaze nepomicni u ¢vorovima kristalne reSetke. Ti poloZaji
odgovaraju minimumima periodi¢kog kristalnog potencijala koji formira
kristalno uredenje. Atomi, medutim, oko poloZaja definiranih minimumima
potencijala (ravnotezni poloZaji) mogu titrati. Za dovoljno male pomake od
ravnoteZnih poloZaja, potencijal se moZe aproksimirati harmonickim, a
gibanje opisati kao harmonicko titranje atoma. Opis takvog gibanja vrsi se
vezanim diferencijalnim jednadzbama koje involviraju koordinate svih
atoma u kristalu. Linearnim kombinacijama tih koordinata mogu se naci
svojstveni modovi titranja sustava te na taj nacin diferencijalne jednadzbe
razvezati 1 rijeSiti. Medutim, time prelazimo na kolektvne modove gibanja
svih atoma u kristalu te ne moZemo viSe govoriti o titranjima pojedina¢nih
atoma. Kvanti takvog kolektivnog titranja kristalne reSetke nazivaju se
fononima.

Kristal je trodimenzionalan, a prelazak na kolektivne svojstvene modove
razvezuje jednadzZbe gibanja i po svojstvenim smjerovima (polarizacije) u
3D sustavu. Efektivno, sustav od N vezanih atoma koji titraju svodi se na
sustav 3N nevezanih (jednodimenzionalnih) harmonickih oscilatora.

Za ilustraciju promotrimo najjednostavniji slu€aj 1D reSetke atoma mase m

s ravnoteZnim poloZajima x» 1 odmacima od njih u», u periodickom
kristalnom potencijalu V(x), razmaknutim za konstantu resetke a.

AV (x)

v Xnet Xneq Xn Xyt L
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Dozvolimo atomima male pomake oko ravnoteZnih poloZaja, 1 razvijmo

potencijal V(x) po malim pomacima u» oko ravnoteznih poloZaja x» (kako je
potencijal periodi€an, razvoj je isti za svaki n):

XY A V] 2 B .. S a8
[CRTA "jx/"% cE B X o heroniile potencil
X=X, X=Xy,

\ILX\ ~ ;(" )
=0 —— N ’
(minimum Vi) =R G Lonctaute, elacticwost;
=O (odabir ishodiths ewergije) WOrneae

“oo\({o\l ZQ\LOV\ s E = -3'rod \
= =W, X

Sustav se efektivno ponasa kao lanac masa m medusobno povezanih
oprugama konstante elasti¢nosti f:

Q
R M B wvmi A wm A v @B MM B M3

_)‘Aw« I_)uh I_’uwu

(=Yoo no  (n#\oo

Pretpostavimo da su elasticne sile kratkodoseZne te da svaki atom indeksa n

osjeca samo medudjelovanje sa svojim prvim susjedima n-1 1 n+1. U toj
aproksimaciji elasti¢na energija n-tog atoma je:

(3 R (8 Z
= (“u_ “h-x) + = (“u- “WH)

Ukupna elasti¢na energija lanca suma je doprinosa elasti¢nih energija svih
atoma:

(3 2 (8 2
Uz v+ -gu) ¢+ (0 ouw) ¢

f Z p 2
+ —i-(u“— Woid) + T(““;“w,ﬂ-l-

® v .o . . m 02 m .7. m .2
Ukupna kineti¢ka energija lancaje: T = ---+ SU bt
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Iz lagrangijana sustava £=1-U, pomoc¢u Euler - Lagrangeovih jednadzbi
d 4 oL

° e =0
at ou, WM,

nalazimo jednadZbe gibanja za sve koordinate un:

X

Wk, 4 (2 (UamUe) #2(we-u,)) =

\..;-“ = —vﬁ (?‘u“\ " uh-« ~“\\-§43
| |

!

JednadZzba gibanja je sustav N vezanih linearnih diferencijanih jednadzbi
drugug reda, gdje je N broj atoma u lancu. Budu¢i je jednadZba za svaki
pomak u» vezana s pomacima un-1 1 un+1, nemoguce je samo iz jedne
jednadZbe nacdi n-ti pomak. Medutim, iz matematickih svojstava linearnih
diferencijalnih jednadzbi 2. reda, znademo oblik njezinog rjesSenja:

k t) )
lA“(:x\t\ = Ae\-( X-w _ T&\f\l\\. val : l(:z—: (vq\y“ \M-aD

X =na (diskretna koordinata)
w (-fre‘wev\c{ia tt'\‘rak&cu)
(Q“‘\?u{“* do it rxm&a)

Uvrstimo ovo rjeSenje u jednadzbe gibanja:

; -wt i(kna-wt i(ktn-na-wt ; =
-w"Ae_‘(k“A w )__ n (?-Ac.( wa-e )_Acs(\c(n Na-w )_ Ae.(k(vm)c\ u{-\)
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Disperzijska relacija periodicka je funkcija valnog broja k, gdje je ke --T—,f‘-]
(to je podrugje 1. Brillouinove zone):

(k) = w(k+G,) , G,“=3'lvx.

Maksimalna frekvencija: z@ ~ 10 M2

Grupna brzina vala: v (k) =% = a\r— |cos | —> wax. 4 k=o

Aproksimacija kontinuiranog medija

Diskretni medij (kristal) moZemo promatrati u aproksimaciji kontinuuma s
obzirom na mehanicke valove koji se njim propagiraju kada je valna
duljina vala puno vec€a od konstante kristalne reSetke (A>>a tj. ka<<1).
RjeSenje jednadzbe gibanja na poziciji n-1 1 n+1 razvijamo u Taylorov red
po malom parametru a oko poloZaja x koji promatramo kao kontinuiranu
varijablu:

U 2
uhta()‘\t§= wulxt) + a — ox + Tﬂ + X
Uvrstavanjem u jednadzbu gibanja dobivamo:

S
Tuxay AR UK

=0 = valwa \edwadiba
= At wm o x* @ J .. .
I — ] (zg b_ow\-\kufavu w\qd\)\
T E\Y:‘ . raiwa ?'°|’“3°‘°th MQ"\M\\'CLOS vala \uuzo\ile,u.
o ~4A

Ve ~ .{03% : bravna 2vulka ®w w\ediju
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Aproksimacija kontinuuma odnosi se na k—0 (dugovalnu) granicuu 1. BZ

PR =)kl razvijamo disperzijsku relaciju po

) ka<1:
r—+

O\)(lh =9_]§ |Siu%
5 % o[E |k
"

k=o s

US :V(\L-9°) = Qg
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b
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Mehanicke promjene Cvrstih tijela u aproksimaciji kontinuuma opisujemo
pogodno konstruiranim veli¢inama:

- deformacija (“strain”): gradijent elasticnog pomaka u(x) u tocki x

_duw)
€= dT
- naprezanje (“stress”): sila po jedinici povrSine (u skladu s Hookeovim
zakonom
) g&\:*@“ﬂ

gdje je veliCina Y poznata kao Youngov modul elasticnosti.
Za medij kontinuirane gustoce, brzina propagacije mehanickog vala (zvuka)

J€: U;:jé;

napomena: Gornje veliine definirane su na najjednostavniji nacin za 1D
kontinuirani medij. Kristal ne samo da je 3D objekt ve€ posjeduje 1
strukturnu anizotropiju. Deformacija i naprezanje nisu stoga skalarne ve¢
tenzorske veliCine 1 sluZe za opis razvlaCenja, kompresija, torzija i smikova.
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Linearna reSetka s dva atoma u elementarnoj éeliji

Promatramo linearni kristal kojem se u elementarnoj ¢eliji veliine a nalaze
dva (razli¢ita) atoma masa m1 1 m2, u okviru harmonicke aproksimacije
prvih susjeda, gdje su sile medu susjednim atomima karakterizirane
konstantom elasti¢nosti f3.

o
X - (o V. 0 (ni)a (w+2)a
U Q L A
= eer b (uh-\rh)\u(u“-\s;\_‘\ + (v, um\] +
o2

E-L jednadZbe daju jednadZbe gibanja:

w\;\{l\,\ = B (Luv\.’\r\« e \rvx-aw
W\LG-\,\ = - r:(L\ry\ - u\n o uh*g)

JednadZbe gibanja opet su sustav vezanih linearnih diferencijalnih jednadzbi
drugog reda za pomake s poznatim oblikom rjeSenja kao 1 u slu€aju lanca s
jednakim masama (ravni valovi). Ovdje, medutim, s obzirom da se radi o
razliitim masama, gdje pomake svake od njih opisujemo zasebnim
funkcijama, moramo pretpostaviti razli¢ite amplitude ravnih valova, 4 1 B:

1 (kna - wt)
U\“(X\t\ = ACl & O~ >

. L e t L i
U, (¢%) = %Q}C\C(W‘. 3 JoIEE) ‘
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Uvrstavanjem u jednadzbe gibanja dobivamo:

(ke -t i(kna-wt)  {(k(nella-ut (k- Ha~wt)
~tae ) o &‘ 2Ac -8e * )-Be. - )

i(kntt)a-ut etmda-wt)  i(kna-wt) (k)a-wt)
-wBe Lt )--E- ( -Ae -Ae

iz Cega slijedi homogeni sustav algebarskih jednadzZbi za nepoznate amplitude

A1B:
EIIAPN,
26 ka, 20 _
- WL Qﬁ&—{ A L 2 (-U + —i) B =9o

e 20 0 \a
(A) -l'*vr‘ - -‘;' Qbs—i"
=0
YN F,28
» 20 \/_.2,28 upl ao2ka _
: (t.)-l--“-a—‘)(w'l'-v—v-‘-;-)— m‘leDSz =0
te kona¢no nalazimo disperzijsku relaciju sustava:
B m, &+ w\,_ 1 Uwm w-., 7. ka
Iy = p Tt [ [1- e st ]
|

Disperzijska relacija ima dvije grane koje opisuju dva kvalitativno
drugadija nacina titranja: 0_(k): AKUSTICKO (A) i 0.(k): OPTICKO (O).
Izmedu spektra frekvencija akusticke 1 opticke grane nalazi se pojas
zabranjenih frekvencija Sirine A kojima sustav ne mozZe titrati - nazivamo
ga procijep u spektru (“gap”).

napomena: U slu€aju da se u lancu nalazi supstitucijska primjesa mase
M<m1,m2, stanje titranja primjese nalazi se u procijepu na rubu 1.BZ, t;.
frekvencija je o-(n/a) < o < w.(n/a), a valni broj k= w/a.
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ey (9 =0
W, ¢ WMy
W, (o) = 7.(‘ Ve, way
([z&
. N +)
i(‘:)‘W e
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A= o) 0.

(1) AKUSTICKO TITRANJE

U ovom nacinu (modu) titranja mase m1 1 m2 titraju u fazi (pomak je u
istom smjeru). Takav nacin titranja ujedno je jedini moguc u Celiji s jednim
atomom u bazi. Ovo je nacin titranja kojim se kristalom propagira
mehanicki val (zvuk) te otud 1 naziv.

Shematski prikaz (samo ilustracija faze, u biti mase se gibaju duz lanca 1
¢ine veca 1 manja zguSnjenja atoma):

@) dugovalni limes:
[ ?
i ® ‘ l * » - brzina zvuka: Vv =a ,_(nﬂ‘w)
. - disperzijska relacija: () (&) = v[kl
(2) OPTICKO TITRANJE

U ovom nacinu titranja mase m1 1 m2 titraju u protufazi (pomaci su u
suprotnim smjerovima). Ovo je nacin titranja kojim se npr. ionskim
kristalom veZze 1 propagira EM val (svjetlost) te otud i naziv.
Shematski prikaz (ilustracija faze, mase se takoder gibaju duz lanca):

dugovalni limes:
? ? - disperzijska relacija:
@ B

&
* ‘ l c\)_‘_(_h\ Q',J 26 L ;S const.
W Wy
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Aproksimativne disperzijske relacije za akusticko, odnosno opticko titranje u
dugovalnoj granici nazivaju se Debyev, odnosno Einsteinov model. O njima
Ce biti viSe rijeci kasnije.

Modovi titranja 3D Kkristala

Postavljanje jednadzbi gibanja za 3D kristal, ovisno o njegovoj simetriji
predstavlja netrivijalan problem o kojem nece biti rijeci u ovom kursu
(valja pogledati dodatnu literaturu - S6lyom). Radi se o problemu od N
vezanih 3D harmoniCkih oscilatora jer svaki od N atoma moze titrati u 3
smjera. Pored svojstvenih modova koji razvezuju koordinate titranja atoma,
postoje 1 3 svojstvena smjera u kristalu - polarizacije A. NalaZzenjem
svojstvenih modova i smjerova problem se razvezuje u 3N svojstvenih

modova. Dodatno, u kristalu s N atoma moZe biti /#/ elementarnih celija s
po B atoma (N=B.J/) §to implicira pojavu akustickih 1 optickih grana.

opcenito:
D - dimenzija kristala D akustiCkih grana (A)
- broj elementarnih éelija = D(B-1) optickih grana (O)

B - broj atoma u elementarnoj Celiji (bazi)

, > ol 3

Fhoonem b

L : longitudinalna polarizacija
T1, T2 : transverzalne polarizacije
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Fononi

Fononi su kvantizirani svojstveni modovi titranja kristalne resetke.
Kvantizacija dolazi iz nametnutih rubnih uvjeta na rjeSenje jednadzbi
gibanja. Zahtijevamo da sustav bude invarijantan na translaciju za duljinu L
u kojoj se nalazi N stopa kristalne resetke a tj. L=Na (radi jednostavnosti
ilustrirat ¢emo postupak za 1D sustav, ali analogno je moguce provesti ga u
3D). Moze se zamisliti da 1D lanac od N atoma zatvorimo u prsten. Ovo
nazivamo periodi¢kim ili Born - van Karmanovim rubnim uvjetima.

T Ne
uvu.p = uv\ = e = 1 =D \L" MQ )

Odavde proizlazi da broj mogucih stanja (valnog broja) u 1.BZ iznosi N; to
su diskretna stanja s indeksima m:

(V)

L -

s -% . X

- o N g\\wx tawmedw -Ei 2
2 y 5 “

"‘/ (N W/a

Ovakvo kvantizirno stanje titranja kristalne reSetke naziva se fonon - ono je
kvant titranja harmonickog oscilatora s energijom:

E. =’V~w(\n+-‘z) , W=04,2, ...

Fononi su po svojoj prirodi bozoni te zadovoljavaju Bose-Einsteinovu
statistiku.

Srednja energija jednog harmonickog oscilatora u kontaktu s termostatom
na temperaturi 7, gdje je z particijska funkcija, g degeneracija stanja, je:

° _ A
T, big .
- T (LE\ o ‘(!‘Ew (;_. oo _p«;‘u“_ e" 2
== %%‘ = v?;o %""e - g:b = 4~ o bR
v:.i 2a WO
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- _Bte o ttw
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Lu &((@\m MO .{rc.\ueu.{ig IR

Za sustav harmonickih oscilatora (kristal) s disperzijskom relacijom w(k):

E, =hw (\,\ LA ) PLANCKOVA RASPODJELA
: k\ L (inadica Bose-Einsteinove
L raspodjele za bezmasene bozone
“\f- M:wk —> (fononi, fotoni...)) daje srednji

]

broj fonona u stanju valnog broja
k na temperaturi 7.

Amplituda titranja (klasicno - kvantno):

- virijalni teorem za harmonicki oscilator: E,, = E,r = E“, =2 Em

Ewo= L dmuddy = Ro(wd)
= A%) T=o0o: Nn=o " (U\2> = Z.:Lo - &M?\{'\mda vw.\'\as 3&\5&\..&(\
) T=o : (U"L> ( w4 —) ~ N &“«v\\'ku&c\ 'h'l‘fom&a\ Qﬁo?or—

CA.O\MJ wo, &Q \)TOAK terwmt \'.\
pe budewth fomonol
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Utjecaj fonona na rasprsenje X-zraka na kristalu:

- amplituda rasprSenog zracenja proporcionalna je kristalnom strukturnom
faktoru:

= = {-’.-ih
&@) ~ e? I
Lot - -> -
?"‘““‘-& Evoen veletke : R, - & +u,
- - 2
- udarni presick: G (3) ~ [A@)
Nakon usrednjavanja po vremenu dobiva se:
2
NV\.&‘-\: : \wo\‘\ -{-awaw\ . vaate s 1V

Brageova toska (24 ,2amranutu reiet ku) z

Swamuye ivtewaliet oitre Braqaove Wwoke 1, sel” 3~
w ‘\h\lﬁ\&‘k ollolinw (2% q \wimd‘ ve terwalwo
Volou.dfzv.tln. Lononal?)

\ Braggova tocka

. ..’./,.-«'\ " <

o] wrarmazanott’ Brugove tocke 2boq
“dikranja fefetke (dio ntenaitefa
pretelio se w okolinu Braqqve toike)

(]
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Gustoéa stanja

Gustoca stanja je funkcija koja govori o broju dostupnih stanja (valnog
broja k) na energiji E (u ovom slu¢aju frekvencije ®; E=io) u

infinitezimalno uskom intervalu energije dE (tj. dw). Kao takva, oslikava
karakteristike disperzijske relacije. Prakticno nam mozZe posluziti kao
jacobian transformacije koordinata pri prijelazu s integrala po stanjima
valnog vektora & u integral po energiji.

Brojanje stanja
Pretpostavimo da imamo D-dimenzionalni sustav s duljinom svake stranice
jednakoj L, dakle volumen je L2. Ranije smo pokazali da nametanjem Born -
van Karmanovih rubnih uvjeta na 1D sustav slijedi kvantizacija valnog broja
kL=2mn, n€Z. Analogan postupak provodimo duz svake i-te prostorne
koordinate D-dimenzionalnog sustava te nalazimo uvjete kvantizacije
komponenti valnog vektora:

kL=2nn;, n<l,i=1,2....,D.

TraZimo broj stanja dn; u sfernoj ljusci debljine dk;:

k. w =

k= dk dn

mdija\ni kutni
dio Ao

Sumacija po kvantiziranim stanjima valnog vektora:

> = %)bjo\‘k : (%‘)bgk“d\‘(m

=
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Ovu integraciju opCenito nije trivijalno provesti. Kutna ovisnost, koja
oslikava anizotropiju sustava predstavlja matematicki problem. Jedan nacin
njegovog rjeSavanja je napisati gornji (volumni u reciproCnom prostoru)
integral po d”k u pogodnom obliku: volumen integriramo tako da
integriramo elemente povrSine dS prvo po plohi konstantne energije
(frekvencije) 1 dobijemo njezinu povrSinu S, a potom prointegriramo sve
takve infinitezimalno tanke ljuske konstantne energije u “radijalnom
smjeru” dkL (okomitom na povr§inu) do konanog volumena.

Fl - GRS s

ABR

e 1 | T = I ,
e, = oAk =%e, dl =%, |dky :
dk,
2 N\
=gd"~) ('ﬁ' | % e | S|, - conct
hams* wk.;COi\S .
(- J aky

— 47
2g,(W): QuUSTOdA CTAMA ~

Transformacija sumacije po stanjima u integral po energiji (frekvenciji):

2400 = (dw g w) &(w)|
ke » £ = £ (ki)

Aproksimacije na disperzijsku relaciju

Kako smo iz ranijih poglavlja vidjeli, funkcija w.(k) nije jednostavna. Da bi
se mogli raditi analiti¢ki izracuni, pristupamo njezinim aproksimacijama.
Dvije su najpoznatije aproksimacije su: Debyev model za akustiCke, 1
Einsteinov model za opticke grane disperzijske relacije.
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(1) Einsteinov model (opticki modovi):

W (k) = W, = const.

J

(2) Debyev model (akusticki modovi):

v~

Q. = 'U;|\<|'

O: Iz gornjeg izraza vidimo da je opti¢ka grana nedisperzivna u smislu
w(k)=const. Sva stanja valnog vektora k iz 1.BZ upadnu u isti infinitezimalni
interval frekvencije, oko frekvencije wo. Derivacija w(k) po k je nula pa
funkcija gustoCe stanja divergira na toj frekvenciji dok na ostalima iSCezava.
Gustoca stanja optickih modova stoga je delta-funkcija:

7(w) —~ J(‘J"Uﬁm)

(o
n

A: Za akustiCke modove primjenjujemo Debyev model:

27

e

(A
= g, =g

2 (] s 5 S [T g foo o

1>
1\%(“\("\

const.

e’ =uP|L
kA f k] = const (A)
= ‘\’;A’L k>0 « radijaina integracija u polarnowm sustavu
T_\rziv\q 2vuka ovisi o polarizacij (me §iei se
:ydm\:o\n bracvoua  tUIwa \cvtsiq\n\‘w\ Su:‘erovcwa)
-1 D~4
~ Q
{
1D ID:
y kam("\ y u'}mfw\
HU) v‘{'
~
(X} (X} (X}
> > - >
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Specijalno, u izotropnom sustavu (nema kutne ovisnosti funkcija, ve¢ samo
radijalna), brzina zvuka je takoder izotropna vs(A)— vs:

dk dk
W

[ 2, AD (Awije todke na +k ( -k : 4 T TR )

_(‘d-n- =l 2% , 1D (krufnica)
| AT, 3D (skerna quska)

B
=fde |
- b \-1'
= & - ,_—‘;(lcdk . 2D
I (Ede | 3D
r
L D
1""3
(& L\>4 D _ e
3 @ =(3._1?) EQ Sdn' =4 z'ﬁ'\{}w ' 2D
L
i mo ,3-0

# napomena: Gustoc€a stanja izvorno se definira kao suma po svim kvantnim
brojevima {x} koji karakteriziraju spektar £{x} na nacin:

%(E)={ZM5(E-EK)

[lustrirajmo ovaj postupak za 3D izotropni kristal u Debyevom modelu:

n

g () % §(w~-9)
3. 9 (w- k)

[

L
{ —_——
E N

"

I i g
% oo W KAk 3 (3 -k)

s

L2

-Tm
awt g S
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Debyeva frekvencija i temperatura

Usporedimo rezultat za gustocu fononskih stanja dobiven u Debyevom
modelu s eksperimentom:

2lw) Debye

13
w, 10™ rad/s

Iz eksperimenta je vidljivo ono §to se razumski moZe zakljuciti: u konacnom
sustavu postoji kona€an broj svojstvenih modova titranja s razli€itim
energijama (frekvencijama) Sto implicira postojanje neke maksimalne
energije na kojoj su svi modovi aktivni i daljnje povecanje energije viSe ne
moze aktivirati nove t]. gusto€a stanja pada na nulu. Kako Debyeov model,
g(®w)~m? nema inherentno ogranicenje na frekvenciju u tom smislu, valja ga
omediti fenomenoloSkim uvjetom: maksimalni broj modova u Debyevom
modelu mora biti jednak onom dobivenom iz eksperimenta za odredeni
materijal. Buduc¢i je broj modova N jednak integralu gustoce stanja (povrSini
ispod krivulje funkcije gustoce stanja), parabolu u Debyevom modelu
integriramo do neke maksimalne frekvencije @b kada je povrSina ispod te
krivulje jednaka onoj ispod eksperimentalno izmjerene.

Ta frekvencija naziva se Debyeva frekvencija: frekvencija na kojoj su svi
modovi titranja aktivni.

4 %(u} Debye Y

Qp
N = %'1 = S g(o) do elesperiment
(o]

Ly 'Be\o\(e\r& Leeve l«dia

("evt ofL")
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Na temelju definirane Debyeve frekvencije, slijede izvedene veliCine:

- Debyeva temperatura Op: temperatura iznad koje su svi (akusti¢ki) modovi
titranja kristala aktivni

ho, = L6y = e3=3\?—f ) E—)b'vr\o"\L

| Hy | vu] ¥ | 0a | Au | Ay [ W | Ma]cn | AL | Fe | g |Ciamat) |
6, 1k1 [ 35 | 95| a00 [as0 | 130|220 | 270 | 290 340|390 420 [1200[ 4850 |

- Debyev valni vektor kp 1 Debyeva brzina vp u 3D kristalu s A
elementarnih Celija:

Wy = T, by
e = 8 z_“— g usrednie brad . ND = an AT,
2= 5 Ialgm ¢ e bl avika 9 snvs,
Wy e S 3.3
— L* .2 L Wy 3| pe N

J& :}__4, = w\dﬂ = S wdw = ) WD, =% 6N —

N = !%( ) v y3 G“-l.\,.: > 3 > \ L3

4

& 2N NS a

Yy = w0, (v ) . '

Toplinski kapacitet kristalne reSetke

Toplinski kapacitet ili specifi¢na toplina sposobnost je sustava da pohrani
termalnu energiju u unutras$nje stupnjeve slobode. Tehnicki se definira kao
koli¢ina energije potrebna da se kilogramu tvari podigne temperatura za 1K.
U kristalnoj reSetci ti unutrasnji stupnjevi slobode su svojstveni modovi
titranja koji se termalno pobuduju. Kod kristala, za razliku od plinova,
volumen se zagrijavanjem ne mijenja znacajno pa ¢emo za opis koristiti
toplinski kapacitet pri stalnom volumenu cv. Prosjecna unutrasnja energija
D-dimenzionalne kristalne reSetke s // elementarnih ¢elija s po B atoma u

svakoj dana je sumom energija svih svojstvenih modova (harmonicki
oscilatori u stanju k) po svim polarizacijama A na danoj temperaturi 7



U= LA o a
U—%’twﬁ,h[“ﬁ,\_"'z] ) h’t.h_m (ﬁsk“_

T_Srealv.i\' broy fomona u stanye k., polarizacije A
na tempevatuve T
energija woda $+A“\.\'k (“u")
— polarizacija: ovist o D¢ B

Toplinski kapacitet je: s\

-

C\,—a—.‘_
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Analiticki moZemo izraCunati grani¢ne slucajeve visoke i niske temperature

(u odnosu na karakteristicne fononske energije).

(1) Granica visoke temperature (klasicna granica)

L‘T E2 A N
a A - l‘;T

N = e(uzc.n..,\_'1 ~ %ok Oup - ¥ R,

U = Z twk.l\ el +X] < hsT %hi - NDB kaT

t/\- T‘w‘s,l\-
2ANEWATL O _
na T =NaA =¥X2D
= & =NDRk, = c.owst,l ~ DULLOMG ~PETITOV ZA DN

J

20 3D keskwl § R=l alowew po e.lwo.dumas e,'.(c:\(-.

cv = 3Nk,

* Akusticki 1 opticki modovi nisu diskriminirani u ovoj granici. Klasi¢ni
rezultat obuhvaca sve stupnjeve slobode i ekvivalentan je zakonu
ekviparticije energije (svaki stupanj slobode HO doprinosi unutrasnjoj
energiji s k8T, a imamo ith # DB, §to daje gore navedenu U 1 cv).



61

(2) Granica niske temperature (kvantna granica) - 3D kristal

kT << R,

A

= e
v os»:(s ™ |
()

Cy —%’V\ - ('m“"‘ +;—/§)

_ L) A)
.= B mE

a(«.us*t \ v
[ S ohertidl dogrives

Ny

a) Opticki doprinos toplinskom kapacitetu
Imamo 3(B-1) polarizacija, disperzija je o(k,A)=mo=const. pa suma po
(k,A) daje samo konstantni faktor 3(B-1)/'.

& 303t keTt

= 3N (% d)k (‘NJ.)Z e ket - oe’t{gu J‘°k"i‘*°$ eL:POV\Qv\diq.luo
: ' Frne na wiskive tewperodumuwa

b) Akusticki doprinos toplinskom kapacitetu

"oy

(ﬁ\— Zm k.‘l"- e'k'

By

2 B Debye: W=k

- (L % - btd\c (%)Qk"' supst.: x:%
_S\c.z—“hsgk x-“—-e»
’ )’ i
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P
d

®_ 3 kg o l:._'r)’ . Xe 2wl
v ot 3\ & (61_4)7- ) G‘!"‘\l‘f
T ° 4 _ oW\ _ evNW
(2 woEe
=Nk (= de L %
(R | * ey [T, 1o, (%
0 ) )
3 (7 4
~ ANk, (1) | dx X E
B(eb (Cx__4)?.
&
_ hwh

== (HNE ictegral)

U ukupnom toplinskom kapacitetu na niskoj temperaturi opti¢ki doprinos je
zanemariv u odnosu na akusticki pa rezultat piSemo u obliku:

\'L‘R N\C <

k ~ tonst,
(potone-vemit)

v

T 5’6)
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Prosje¢an broj termalno pobudenih fonona na temperaturi 7

R ‘
n = Z_. V\,n A = z LN
Y VI tat

a) Akusticki modovi

L & Belqe-. L =V "3 )
" 3 > kdk .
“_ng(%) lc'lTS o =] e x:ti_‘_ »
°© @keT —1 i‘;o
X L Sad P
wax k“'\'
‘T' HE
— 47,1- ) ( & f 0"‘
4 Ao STWE
(=2 Vs’ (L\‘seﬂs
_SN( ) f"' X AX
ol €=
. . & ne YT
- granica niskih temperatura: Tey ; (Tay » g du f ; = =31%(y
o o ° e~
—(A) T \3 3
=i NM—=—) ~ &40,
W= BNTe () ~T e
ov

- granica visokih temperatura: T8y ; € = 4+x (Txaw = 4(2)
o

—(n g T

b) Opticki modovi

_(0)_33‘(3.‘) “° ) chg W, (E;U\ﬂeiv\)

eeg ~A
e
(o) T

- granica niskih temperatura: ko T ¢ %e, @ W = 3N (8- e kT

- granica visokih temperatura: kT > he, ¢ = 3 (B-4) ( ks? ) PR
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Toplinsko Sirenje kristala

Iz iskustva znamo da se krutine s kristalnom strukturom u pravilu §ire s
porastom temperature. Pokazat cemo da je taj efekt uzrokovan
anharmonicnos¢u kristalnog potencijala tj. korekcijama na harmonicku
aproksimaciju u okviru koje smo izveli svojstvene modove titranja
(fonone). Potencijalnoj energiji Ep(r) u harmonickoj aproksimaciji
(kvadrati¢na u pomaku od ravnoteznog poloZaja ro: x=r-ro) dodat cemo
korekciju treceg reda u pomaku. Ne trazimo egzaktno rjeSenje nelinearne
diferencijalne jednadzbe gibanja ve¢ vremenski uprosjeceno stacionarno
rjeSenje. Za simetri¢ni potencijal pomak x simetriCan je te je njegov
vremenski prosjek <x>=0. Za anharmonicki potencijal (nesimetri¢an), ta
simetrija pomaka “lijevo/desno” je narusSena i vremenski je prosjek
konstanta razli¢ita od nule.

/
E"m_ / i dt(’_ P X SY-%
1
L [ Efu\V\« \cn‘\mliq E)=2tar
awharmonitka OP'CO)(A\‘WQC{"& ¢ 2 1

A»O\ Aeed

usrednijen)e po wrewmeny
dEp(")
ax

s druge strane:  {E,) ==~ (x‘> P>é<> > (= &\(f:) ? ,i?z

> ".-_-wx+—x %( )_-w(x)+—(x")

jednadzba gibanja: wx = —

+o0 Axd <E)= )_(E,) (wirijolni Leovewm Ho)
rjeSenje traZimo u obliku: X® =X, +e = (X)= % amttert
: 3 3A RALE) T—o:c\\u‘\\:vtt &lawn
®R> O=-6~>C+m,_<5> = C=vgm—

o i o . . . . S E
Prosje¢ni polozaj oscilatora modificiran je u odnosu na ro: {+)= 1, + %.‘—)

y e . . . _ 4 A& 3Acy 1 o -0
- def: koeficijent linearnog rastezanja: ol = 37 § % g P
d(E) o’
Co=N
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IV. SOMMERFELDOV MODEL METALA

O metalima je bilo rije¢i u poglavlju gdje smo uveli metalnu vezu kao
odgovornu za njihovu kondenzaciju. Kao jedno od najvaznijih svojstava
naveli smo postojanje plina (gotovo) slobodnh elektrona, s obzirom na
kristalnu reSetku 1ona, koji su delokalizirani na podrucju cijelog kristala.
Sommerfeldov model metala najjednostavniji je u smislu opisa istih 1 uzima
u obzir samo plin slobodnih elektrona koji tretira kao jako degenerirani plin
slobodnih fermiona bez naboja. U tom smislu uzima u obzir samo Paulijev
princip tj. statistiku Cestica spina 1/2 opisanu Fermi-Diracovom
raspodjelom. Elektron-elektron interakcije u potpunosti su zanemarne
(opravdanje te pretpostavke naci ¢emo u u€inku zasjenjenja naboja u
sustavu slobodnih elektrona na ionskoj pozadini koje ¢e biti obradeno u
poglavlju o dielektricnom odzivu). Takoder, u€inci periodi¢nog potencijala
ionske resetke nisu uzeti u obzir - njih ¢emo sagledati u sljede¢em
poglavlju. U Sommerfeldovom modelu elektron se nalazi u “pravokutnoj”
3D potencijalnoj jami L XL XL ravnog dna na nultom potencijalu unutar koje
se, samim time, giba slobodno tj. ima samo translacijske (kineticke)
stupnjeve slobode. Rubovi jame potencijala V(x,),z) omeduju gibanje
elektrona na volumen kristala i daju osnovnu Born - van Karmanovu
kvantizaciju stanja valnog vektora elektrona k. U tom smislu rubovi su
beskonac¢no visoki (zanemareno je ikakvo postojanje kona¢ne valne
funkcije “u zidu jame”), ali artificijelno govorimo o kona¢noj dubini jame
Vo u smislu mogucnosti pobudivanja elektrona da napusti metal (izlazni rad
®) vanjskom pobudom (termalno, zraenjem...). Jako degenerirani
fermionski plin u jami popunjava dozvoljena stanja od kojih ono najvise
energije na 7=0 nazivamo Fermijevom energijom EF, a na konacnoj
temperaturi to je kemijski potencijal u(T). Sommerfeldov model omogucava
opis termodinamickih svojstava metala (toplinski kapacitet) 1 nekih
osnovnih svojstava vodljivosti.

? b Vexa®) ?
1)

— o -V°
Ee Ii’ SONWMERFELDOY

/ o MODBL (T=o
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Schrodingerova jednadzba za slobodni elektron: ':‘;:vt‘l’ +EY =0

Spektar 1 valna funkcija (ravni val):

A
-2 E"
c 2Rl
£ 2w e -
3 %y
\?t(f) = 4—33
5 k
~ >

Stanja u jami su kvantizirana zbog rubnog uvjeta iS€ezavanja valne funkcije
na rubu jame, ¥(x,y,2)=0 za x,y,z = -L/2, L/2.

Rubne uvjete mozemo formulirati i kao periodicke (Born - van Karmanove)
Y(xi+L)=Y(xi), i=1,2,3 tj. {x1,x2,x3}={x,),z} odakle slijedi:

L2 ki (x:4L) ‘T kX
e = e’

() ™) o §
:k; L:?.'W'\; —_— k;:Th; . “;62 , 13Xy,
Gustoca stanja

Sommerfeldov model je izotropan pa je angularnu integraciju pri brojanju
stanja k lako provesti. Integral JdQ iznosi: 2 (1D), 2z (2D), 4n (3D). Dodatni
stupanj slobode u odnosu na fonone koji treba ubrojiti je spin elektrona s dva
moguca stanja s=-1/2, +1/2 koja su u odsustvu magnetskih polja ili drugih
interakcija koje se veZu na spin (npr. spin-orbit) degenerirana te u brojanje
stanja doprinose faktorom 2. Za D-dimenzionalni sustav:

ST
- D D p DA
2= 2() Ak =2GE) [Wdkda ={ Flede, »
o L (2w, 3D
= kdle |

. X L\? as
Kako je 2 =(degey 3(e)=2 —) —_—_ )
SF (21\' E-oguﬁ-lqul
slijedi: (. & . tm 4 4
J 7’1; dE/dx. L‘{’ﬂ,lm_e JE » 4D
L k tm
3(5):4 ?‘JE—M ; = const. | 2D
L K* k= —JlamE Bw )
| ™ dE/a dE _*‘t,zz n*_t.*l”‘e ~E 3P
de=wmk
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1D LD 3D

q(6) T C{()} q(6)
k = NE
E

r'e
>

A

|.s

@

v
A

Jako degenerirani plin fermiona - Fermi-Diracova statistika
Elektronski plin koji se nalazi u jami kvantna je tekuc¢ina koja se sastoji od
fermiona koji zaposjedaju stanja valnog vektora zadovoljavajuéi Fermi-

Diracovu raspodjelu: b
A "(5) | . 8 1
1 ft

L66) 2 =g
e®EM 4y

T=0: £(®=O(E.-E)
step-Lunkeije

Fermijeva energija EF najvisa je energija do koje je fermionski sustav
popunjen na 7=0. Fermioni, za razliku od bozona, zbog Paulijevog principa
ne mogu okupirati isto kvantno stanje te se uzlazno slazu po energijskim
stanjima valnog vektora k. Na kona¢noj temperaturi (f=1/ksT) fermioni se
raspodjeljuju po svim energijama (iako im broj na visokim energijama pada
eksponencijalno), a kemijski potencijal u(7) odreden je tockom infleksije
Fermi-Diracove raspodjele. U sustavu s /4 elementarnih Celija gdje je u

svakoj po Z elektrona otpusteno u kondenzat (ukupno ih je N = /' Z),
Fermijeva energija je:

EF m ”\E = I 2
N=yz = geous _v Jz—“m:ﬂ_f o Eo= i (3v)

™3 TR Zm v
slijedi: X
- koncentracija elektrona:  n =3 ~ 1% w? g
- Fermijev valni vektor: k.= 3z~ 40wt
- Fermijeva brzina: vezhkr | 40wy

,_ ™
- Fermijeva temperatura: .. E\‘e ~ 1'% (Ee ~leV)
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|Li [ Ma | K [ Rb|Cs | Cu]| Ag | Au |
Edll[n] 32| 2m [ 13| 260 | 205] 500 | 5:52]

napomena: Fermijeva temperatura reda veli¢ine 10* K iznimno je visoka (ak
viSa od taliSta metala). Na sobnoj temperaturi (i nizim) metali su sa stanoviSta
elektronskog plina “hladni” i predstavljaju jako degenerirani fermionski plin.

Na 7=0 u recipro¢nom prostoru elektroni popunjavaju stanja unutar kugle
radijusa kr. Tu kuglu, ili bolje reCeno taj skup popunjenih fermionskih stanja
nazivamo Fermijeva kugla ili Fermijevo more. Ono predstavlja osnovno
stanje fermionskog sustava (vakuum bez eksitacija).

Fermijeva kugla (7=0): ks

Prosjecna (kineticka) energija Cestice u jako degeneriranom fermionskom
plinu na 7=0 bit ¢e ukupna energija sustava U podijeljena s brojem Cestica N:

e
U ={ E{er3(e) 48

i $) g S:E.fce\g(ems ) T=0: £(&) = O(E,-%)
N g:gce) 4(&rd &
1> wlzm fs £ tdE L e
- ™% o . ¢
=28 = Vel (i FerT)
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Toplinski kapacitet elektronskog plina u metalima

Translacijski (kineti¢ki) stupnjevi slobode elektrona mogu se termalno
pobudivati 1 kao takvi pohraniti energiju Sto plinu elektrona daje toplinski
kapacitet. Treba, medutim, voditi raCuna da se radi o kvantnom plinu u
kojem vrijedi Paulijev princip, a ne klasiénom. U klasi¢nom plinu sve
Cestice mogu se pobuditi bez obzira na stanje energije. U jako
degeneriranom plinu fermiona, da bi se neka Cestica energije E pobudila na
viSu energiju, npr. termalno apsorpcijom ka7 energije, mora postojati
nepopunjeno stanje na energiji £+ksT. Kako su u jako degeneriranom plinu
fermiona na 7=0 sva stanja do Fermijeve energije uniformno popunjena,
dostupna prazna stanja postoje tek za fermione koji se nalaze u intervalu
energije Sirine k87T oko Fermijeve energije dok je vecina kondenzata ispod te
energije potpuno inertna i ne doprinosi pohranjivanju termalne energije.
Sli¢no razmatranje proSirujemo 1 na kona¢ne temperature gdje cemo
toplinski kapacitet najprije estimirati uzimanjem u obzir dijela elektronskog
plina koji se nalazi u k8T inervalu oko Fermijieve energije. Kasnije ¢emo
toplinski kapacitet izraunati rigoroznijim raCunom koriste¢i Sommerfeldov
razvoj.

aproksimacija: Budu¢i su samo
|-—-| elektroni u ksT-okolini EF termicki
aktivni (aktivnost ostalih

eksponencijalno je potisnuta),
moZzemo smatrati da se termicki
pobudi Ny elektrona s prosjenom
energijom ka7 u okolini Er. Nadalje,
buduéi je T~10%K « Tr~10*K, u

g ksT-okolini EF gustoca stanja vrlo

[\ :mg(e)

\
3
m]

- — =

o' i E, malo se promijeni pa je mozemo
Leruaithd aproksimirati konstantom
N ermn _
BRGNS atisws  8(E) = gER) =gr.

Nefr dobit cemo mnoZzenjem broja stanja po jedinici energije (gr) s prosjecnom
energijom pobudenja svake Cestice (ksT):
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AE = L, T
Nege = 3. BE = gr—“sT
L= UT:o .3 “e&.f AE = L4=a +%s<“uT)z

Cy :@%)\. =29.\,T ~ T

Ovim postupkom estimirali smo red veli€ine i funkcionalnu ovisnost
toplinskog kapaciteta, dobivamo da linearno ovisi o temperaturi. Numericki
faktor u izrazu (u ovom slu€aju 2) ovisi o primijenjenom modelu izracuna i
njegovoj toCnosti. Rigoroznijim izraCunom (Sommerfeldov razvoj do ~72
Clana) izvest ¢emo tocniji izraz s obzirom na numericki faktor:

YR
_ 2
Cy=7 ek T

|

napomena:.

Usporedimo rezultat za jako degenerirani fermionski plin s rezultatom za
klasi¢ni plin €estica. Za klasiCni plin, po zakonu ekviparticije energije,
unutrasnja energija plina bila bi U=(3/2)NksT, te toplinski kapacitet:

C\, = %“ks

Za jako degenerirani fermionski plin je:

2 Ys IS
EF-"‘ (“m) = B= & b

2\ 0 B o .
P 1—3IN Klasi¢ni cv reduciran je
K (il & = + &, (malim ~10 2) kvantnim
faktorom jer je plin
_ M3 kel elektrona degeneriran tj. u
= =3 Nk Eg pobudenju ne sudjeluju svi
T kveatwi falctor elektroni ve¢ samo njihov
Klasigni teawlbel mali broj (ksT okolina oko
numedoks {a\ctor (wodel) Fermijeve povrsine).
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Eksperimentalno odredivanje toplinskog kapaciteta

Zagrijavanjem kristala pobuduju se 1 fononski (kristalna reSetka) i
elektronski stupnjevi slobode pa izmjereni rezultat ukupnog toplinskog
kapaciteta sadrZi oba doprinosa. Ovisno o reZimu temperature u odnosu na
Debyevu, fononski doprinos moZze se napisati na dva na¢ina dok je
elektronski uvijek u niskotemperaturnom rezimu:

1) 7>0p:

(rem) N
Cy =YT +30ky ¥ 3Nk,

L?w\o wany’ ool -[auo\cbx dogrinosa

2) T«0p:
Mo 3 T ke N
= ¥T +@T | 3T = =
(Tm =Y + T2 ) VW' N kg
2 S o5
>

o

Linearnom regresijom odredujemo koeficijente y i  koji odreduju

elektronski 1 fononski doprinos toplinskom kapacitetu. Metali imaju y#0
(jer imaju plin slobodnih elektrona), dok je kod izolatora y=0.

Sommerfeldov razvoj

Sommerfeldov razvoj aproksimativna je tehnika raCunanja (inace vrlo
teSkih) integrala po energiji preko Fermijeve funkcije raspodjele AE) kojom
se integral zadane funkcije F(E) rauna do to¢nosti u temperaturi ~72:

r
(Feere(eyaE = chme +—(wm’°‘:§)

L =}‘l®




1. korak: izracunati pw(7)

E' c,‘ 3
= — - h
N = Ja@rde = 4 fRas = Ja.5
° qe)sg e °
[

-~ ®
= Sgce)ﬂe)ds =3 ﬂE.((E)dE :{F(e\;:ﬁ }
VLA

3 gt <l

o 2 o
=% (?/A R (kﬁ.‘%/k )

3 2 3 2 [ g T\
_a lo a v XA o 2 () w (L)
-iﬁe}{ [1 * ZE(L'T};F] = IhH [1 €\ Eg ]

J osteje u vodedew élanu w kerekeljd oproksimiramo w2 Eg
broj Cestica je saCuvan pa vrijedi: N & Mg
(1 =" ks'l'
= E, (1+“‘ EWYT x € (1 1TEEY

)um e (- = “?:))

Izveli smo ovisnost kemijskog potencijala o temperaturi. Ovisnost je slaba
(kvadrati¢na korekcija ve¢ malog broja ksT/EF) 1 W(T)<EF.

2. korak: izraCunati cv(7)

SES(G)f(G)dG S S E {(G)db ,__{ge)ze‘llz}
}g L(m"ﬂ x" Ie
Emhaiis”)

[ 18 (\f-ﬂ' ]

p

=q, 2 Fh.
L(
R oUp
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u dobiveni izraz uvr§tavamo izracunati izraz za p(7):

W = s%,, Sh. 1\’"‘ kg’\‘>:| [4 s E;TF)] - %%o 4 41. (h"') N))

_F (L
2 .:‘1. J):l
§) " R T
c"z_w) “3%=E‘ \LT =‘13L%FL3T‘/
e

Termoelektronska emisija u metalima

TermiCkim pobudenjem energija elektrona moze se podici “preko ruba
potencijalne jame” te on napusta metal. Nastaje struja elektrona iz metala -
termoelektronska emisija. Na tom principu temeljio se rad brojnih (starijih)
uredaja poput elektronskih cijevi, katodne cijevi itd. Neka je Vo dubina
potencijalne jame, a ®=Vo-EF izlazni rad (energija potreba za napustanje
metala). Postavimo koordinatni sustav tako da z-os okomita na povrSinu
metala, x- 1 y-os paralelne s povrSinom (metal se u tim smjerovima prostire u
beskonacnost u ovom modelu). Elektron u metalu je slobodan (ima samo
kinetiCke stupnjeve slobode tj. kineticku energiju, a da bi napustio metal,
mora imati brzinu u z-smjeru vecu od kriti¢ne, v->vo, koja je odredena
dubinom jame V0. Razlog je taj Sto elektron da bi napustio metal, mora
popunjavati stanja energije, odredena Fermi-Diracovom raspodjelom, koja
su na viSoj energiji od Vo= Er + O.

T#0 E termithke
A" ewmisiya
1Vo Vo T -
. . walv| e 2 (.2
Ee . I§ & 4--\- - = 3 , N-li,_._\)'x.l,\sb*\ti
W\N'o\l vV
= Vo J, 2V,
-f(E) 2 ) ” ©
Ol >
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Elektroni s energijom E>V5 rijetko su naseljeni po stanjima (eksponencijalno
ih je malo) tj. ne nalaze se u rezimu jake degeneracije kao oni ispod Er.
Stoga moZemo Fermi-Diracovu raspodjelu aproksimirati:

..p(E €¢)
$E)= eo(s-m +x

Termoelektronska struja (u z-smjeru) je:
WV
da = ‘_zavit'i‘)fd!) = & " [d kv, e r( %)

M) gN d\\l‘ A \)-%e zk"‘-( % * ‘34\'.{ k‘T

tm‘
Wt sy oS Py

(s} e [SM =y S*‘EC =] Sme = ]

l—‘““"'\‘dﬁ b eV st [E et (@A) [x " = e

kT -ﬂi as
™ [ |zk T &) o 2T
(amy® ) k‘T [ == & s(")l [ w & "3]
=4~ (-0 =2
v

2e (..,34 zL.'rwh_,_ =T - Eg)

(am? 1M =
: 4TTwme e e o -3
8‘= T(k“‘l') el = AT e &7 DUSHMAN ~ RICHARDSONOVA

, L y FORMULA
A =120 Acwmt ¥ *

Predznak termostruje izabran je na gornji na¢in konvencijom.
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V. ELEKTRON U PERIODICKOM

POTENCIJALU

U Sommerfeldovom modelu u potpunosti je zanemaren periodicki potencijal
ionske pozadine (kristalna reSetka) u kojem se gibaju elektroni. U ovom
poglavlju sagledat ¢emo aspekte djelovanja periodiCkog potencijala reSetke
na dinamiku 1 simetrijska svojstva elektrona kao kvantnomehanicke Cestice.

~ S =) Tt
ry VY
Blochov teorem

Hamiltonijan uvijek reflektira simetriju sustava, u promatranom slucaju
translacijsku simetriju:

=

-
H(®) = W(F+®) j V—="‘s:4“'“r.°t"’"‘::s ez

Schrédingerova jednadzba za elektron glasi:
[':T:Vz + vm]q»(:, =EP@ , VP = V(F+R)

V(r) je periodicki potencijal reSetke s periodom odredenim vektorom
translacije reSetke R.

Fizikalna observabla (mjerljiva veli€ina), a to je vjerojatnost nalaZzenja
elektrona na mjestu r koja je odredena valnom funkcijom kao | ¥(r) |2
mora takoder poStovati simetriju kristala tj. mora vrijediti:

|‘-l’(§-’)|1_-_ |‘l’('\'—’+'i)|1

Da bi to bilo ispunjeno, ¥(r) i ¥(r+R) smiju se razlikovati do na fazni
faktor u kojem se nalazi jedina ovisnost o R (jer i§¢ezne u | P(r+R) | 2):

@) = e My
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Schrodingerova jednadzba koja opisuje ovaj problem (parcijalna) je
diferencijalna jednadzba 2. reda s (jedno)periodi¢kim koeficijentom perioda
R - to je potencijal V(r). Za takvu jednadZbu vrijedi matematicki teorem
koji odreduje oblik rjeSenja kao dvoperiodicke funkcije oblika:

Y& =e *Cum , WP = u(@F+3)

gdje je u(r) periodicka funkcija s istim periodom kao potencijal ¥(r) u
jednadzbi, a ¢(r) je faza (funkcija) koja odreduje drugu periodi¢nost
rjeSenja. PoveZimo dva navedena svojstva valne funkcije:

T ICLED) T ICLE A
0 YEsR) = e‘:c_,) wW(F+g) = e_'é_: " )uG—’>
e (P 1e®)
W YRy = e b () Sip T 0
G AR) ieE) (b
e'¢ SR o B e‘d’(" wer)

Funkciju ¢(r+R) na desnoj strani razvijemo u Taylorov red po R u toc¢ki r
pa slijedi:

= = q %“M:) =>n ->
Y(R) -—é;{—.ﬁ“ i‘:k ¢
AP T L S 4 TP 3
: = ° + _T“ El -
0+ 5 o “Zq“‘- k" gk

Lijeva strana jednadZbe ne ovisi o r, dakle ni desna strana ne smije ovisiti 0
r (to je uvjet na dozvoljene oblike faznih funkcija (R) 1 ¢(r)). Prvi €lan na
desnoj strani sadrzi derivaciju ¢(r) po r. NajopcCenitija klasa funkcija koje
nakon deriviranja po varijabli ne ovise viSe o njoj su linearne funkcije.
Funkciju ¢(r) biramo stoga u obliku ¢(r)=k-r (k je za sada samo neki
konstantni vektor). Kako je prva derivacija funkcije ¢(r) konstanta, druge i
viSe derivacije i8€ezavaju, pa time 1 svi pribrojnici sume u drugom ¢lanu na
desnoj strani. 2%
2T

-»>

L D e@®= kR

->
v
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Na temelju izvedenog zapisujemo dva ekvivalentna zapisa oblika valne
funkcije koja je rjeSenje Schrodingerove jednadZzbe u periodickom
potencijalu. Ovaj op¢i oblik valne funkcije koji reflektira konsekvence
periodi¢nosti potencijala reSetke 1 koji mora zadovoljavati valna funkcija u
idealnom kristalu nazvamo Blochov teorem:

Funkcija ux(r) zadovoljava translacijsku simetriju resetke, veli¢ina k
povezana je s valnim vektorom Cestice.

Vidimo da je jednoelektronska valna funkcija u kristalu produkt ravnog vala
i periodicke funkcije ux(r) koja oscilira na atomskoj skali - to nazivamo
dvoperiodickom funkcijom.

Ostaje pokazati na koji nacin je veli€ina k povezana s valnim vektorom
odnosno impulsom elektrona u kristalu.

tvrdnja: K je vektor periodicnosti 1 moZe se ograni€iti na 1. Brillouinovu
zonu.

- - o

ey e - - "
nekaje: | - [, + G, e Fur

UL VS L LN

- e e wie)
-\: Sags -ﬁ: = V\’;—w : \Mti ~_‘:1 = Eﬁ(?) : t“i“““‘

i 3 > ) : ““_‘v L
' } + § § —rn fec\'Ptoav\C =e uf?/"“u‘uv& 3-{o
r
G-'-' T G oee q Pfo:'fbf

Od sada pod k podrazumijevamo Ki sz.
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Kvantizacija elektronskih stanja

Kao 1 u prethodnom poglavlju, primijenivsi periodicke Born - van
Karmanove rubne uvjete na valnu funkciju sustava dimenzija L XL XL,
Y(xi+L)= Y(xi), i=1,2,3, dolazimo do kvantizacijskog uvjeta za valni vektor
kul.BZ:

™) ox 1
k; = T_—h; n, e , V3XYyR

Postupak je analogan duZ sve tri prostorne koordinate, ilustrirajmo ga duz
x-smjera u kojem je sustav duljine L=Na (a je pripadna konstanta resetke):

w ALY w N N
Q’::—‘;WGLBi %—%‘H—&V‘-ﬁz = Wé[‘fnf

N stanja k k

; ) i A8
X A.%2 Ly
(-9 [- N

U 1.BZ nalazi se, dakle, N stanja valnog vektora k.

napomena:.
Konstrukcija Blochove funkcije 1 pokazana periodi¢nost svojstava u
recipro¢nom prostoru, f{k)=f(k+G), analogna je konstrukciji u kojoj
elektron promatramo kao kvantnomehanicki val koji konstruktivno
interferira na periodickoj strukturi tj. analogna je Braggovoj refleksiji na
kristalnim ravninama. Npr. uzmimo slobodni elektron s disperzijom
E(kK)=h?Kk*2m:

E(-\:.) = E(-\:-a N = £ & £(-C)* ": : Broggova. Yowning
A ' T8 - eonst
X =@-2&+q & i
- = X 1
k-G“'-'-% (Lauc.) |
RS, S

Nadalje, upravo spomenuta periodi¢nost svojstava f{k)=f(k+G) unosi
dodatnu komplikaciju vezanu uz degeneraciju istih na rubu BZ. Posljedica je
da standardni raCun smetnje divergira u periodi¢kim sustavima i mora biti
reformuliran. O tome Ce biti rijeci u nastavku.
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Primjeri konstrukcije Brillouinovih zona u viSe dimenzija:

] N k, f[om]

® |e. G,+6, }[0011
N 2
// r/,;/f/v;//,; Q [010]
—G, 100] S N oo o
. A . v
2d: {23 2.9, 3. N 3D: {8 FcC 4,23 ®ce
] ]

Spektar elektrona u periodi¢ckom potencijalu - vrpce

Pokazat ¢emo da spektar elektrona Ex(k) u periodickom potencijalu ima
strukturu vrpci, indeksiranih novim kvantnim brojem 7, s procijepima
(“gap”) izmedu njih:

' Eayk

DEE—— W —
n

Vazna simetrijska svojstva energijskih vrpci su:

(1) E«(K) = E«(k+G)
(2) E«(K) = EA(-k)

gdje je (1) posljedica translacijske simetrije hamiltonijana, a (2) posljedica
simetrije hamiltonijana na inverziju tijeka vremena (t—-t). Treba joS dodati
svojstvo da Ex(k) ima istu rotacijsku simetriju kao 1 realna reSetka.
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RjeSavanju Schrodingerove jednadzbe tj. raCunanju elektronskih vrpci
analitiCki se mozZe pristupiti u dvije glavne granice:

(1) Granica gotovo slobodnih elektrona:
elektron promatramo kao slobodan, a periodicki potencijal tretiramo kao
malu perturbaciju na to osnovno stanje

(2) Granica cvrste veze:

elektron promatramo kao ¢vrsto vezan na atom (Cvor reSetke) s (malom)
vjerojatnosSc¢u da tunelira na ostale atome (Cvorove reSetke) 1 tako ostvari
delokalizaciju.

Postoje brojne metode koje operiraju izmedu ove dvije granice u cilju
postizanja §to preciznijeg racuna vrpci, ali one se svode na zahtijevne
numericke izracune 1 nece biti predmetom ovog kolegija.

(1) Granica gotovo slobodnih elektrona (“nearly free electrons” NFE)

Elektron u ovom pristupu je slobodan, a kristalni potencijal V(r) predstavlja
malu perturbaciju u Schrodingerovoj jednadzbi (Hot+V(r))Y=EY. Bazau

kojoj provodimo racun smetnje su valne funkcije slobodnog elektrona Ho -
ravni valovi.

£t _2 Et\:’
Hoz-mv :
o @ Rk’ =
W -E" o ep . B :
- =» >
-, v — o "
¢c(f)=4%e =|k>

L}
L Dicacova wotneiia w bra | ) ket 1)

k je dobar kvantni broj (saCuvana veli€ina, posljedica translacijske simetrije)

V(r) je periodicka funkcija, moZe se dakle razviti u Fourierov red:

.a“-v
1Y
e

i ne {u,.v\.’,vxd

VG =T V(@)



Vec¢ 1z gornjeg zapisa vidi se uCinak potencijala ¥(r) na slobodni elektron:
potencijal raspriuje slobodnoelektronska stanja |k) u |k+Gn), Vn.

) " ) ) )
30 EW  Ey E Evac  Fuag
2G
~G A
: : «
< 5
T

RjeSavanje Schrodingerove jednadzbe (Ho+V(r))¥Y=EY u okviru 1. reda
standardnog racuna smetnje daje:

Ee = E + ZIVEdity

KLIVHIE =
B@ = o + % e E"’> 4>:.(")
gdje je matri¢ni element kristalnog potencijala (po pretpostavci

perturbativnog racuna uvijek puno manji od slobodnoelektronske energije
valnog vektora Kk):

D K
sty o4 1

<'Ei|\4l-:)|-\:) = S‘dﬁ-;—v e N —=e = { V(¥ raasijewmo w Fourlecovw ed }
% “rD -A' x
= Z.V(G.D 47 gd’r e‘(k 2 *a"‘) R

-0

:i_\/(é'“) cg.‘:, X (md. dement je O,08im 2 k et 4.3“)
n ) n

Perturbirana valna funkcija je stoga:
%o =g VAT e;‘—e::' %, 0ed, $p )

V(E“\ i
% 47?(‘) & Z E(o) Em (b-c*r-é:\')

Racun smetnje dobro opisuje stanja perturbiranog sustava dok je razlika
energija u nazivniku velika spram matri¢nog elementa u brojniku
(konvergira). U sustavu s periodi¢kim potencijalom taj je uvjet narusen

81
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u okolini toaka na rubu BZ gdje je E(k) = E(k+G) tj. stanja su
degenerirana (vidi sliku na G/2 1 -G/2 - rubovi 1. BZ gdje se krivulje
elektronskih disperzija sijeku). U okolini rubova BZ standardni raun
smetnje divergira tj. nije primjenjiv.

Mora se pristupiti formulaciji rauna smetnje koji uzima u obzir
degeneraciju stanja nastalu djelovanjem periodickog potencijala, a to je
racun smetnje za degenerirana stanja: valna funkcija degeneriranog stanja
linearna je kombinacija svih valnih funkcija stanja u degeneraciji:

"\"Q(?) — Z;C“¢c+§(‘?) = %_\-chl“+e\>

Za jednostavniju ilustraciju postupka, iz beskonacne sume po »n zadrZzimo
samo Clanove n=01 n=1:

Ce@® = ALRY + BIES®

Primijetimo da je ovo ekvivalentno postavljanju Blochove funkcije (ona
“vodi rauna” o degeneracijama tj. periodi¢nost potencijala konstrukcijom je
ugradena u nju):

-

Yo ? ke w@® je yesiodiéna W s, ei'é.- nsoy e . (Esr@)+
- - 4 e - "
t@ e W@ 2005 u Four. fed e ih X 222, e +CE

Valnu funkciju uvrstimo u Schrédingerovu jednadzbu:

(H,-\-V)"P\‘ = EY

)
) ‘v' -»> - P -» -> > => - »
s AH ALY & BH k4G + AVILY + BV[k+@> = AELE> + BE|LtGY
T =By =B b0

M: A[EM+Twis-E] + 3<le|u+c.> =0

?tﬁ? & Em

o B[ED «Zataulaty -] + ACEEIVIED =0

pe pretp <« € \é

[T}
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(1) 1 (2) ¢ine homogen sustav algebarskih jednadzbi za koeficijente 4 1 B
¢ija determinanta mora iS€ezavati da bismo imali netrivijalno rjeSenje:

B -E Vg

EP-E)(EM-E) - \W|* =
Vg E:’:q_E =0 = ( )( %13 E) I Gl o

Rjesavanjem kvadratne jednadZbe nalazimo spektar koji sadrzi dvije grane:

-> 0 0) 2
X A R RV |
|
2 " * -p =P L
gdje su: Eg’ B ‘“\:\ " Eé:a o BEAREN), (;\:‘e)

U podru¢ju BZ daleko od rubova | V6| je zanemarivo mali spram razlike
neperturbiranih energija pa se grane rjeSenja svode na priblizno:

E_(x EY | E,(x Ef

Medutim, oko rubova BZ, gdje dolazi do degeneracije neperturbiranih
energija, ¢lan | V¢| ima znaajan doprinos i ulogu. Razvijmo spektar po
malom odstupanju k od ruba BZ, k=-G/2+AKk:

et 4 (o Geat)) o | (BNt BT |
T SGERy

> - =3 Ak k
Byl (S0 ¢ [(EF@EITANT P

7Y
o

)

Rjesenje oko ruba zone k= +|G|/2 = +n/a ima priblizno kvadrati¢nu
disperziju u |Ak|. Na samom rubu BZ k = -w/a tj. | Ak|=0, otvara se
energijski procijep (“gap”) A izmedu grana spektra E+(k) 1 E-(Kk):

E-D) =25 1y \Eti $EC
A=z E(-D)-E_(-3) = 2|

-

Al

E_(w)

|
\

L 4

)
e

o
ol
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Za ilustraciju smo na pocetku uzeli samo #=0 1 1 ¢lanove u razvoju
Blochove funkcije po ravnim valovima, izveli sekularnu jednadzbu za 2
nepoznanice, te smo dobili samo dvije vrpce. U stvarnom postavljanju
problema, uzimanjem u obzir N degeneriranih stanja, dobiva se N vrpci s
procijepima izmedu njih. MoZemo ih prikazati u tzv. prosirenoj zonskoj
shemi, 1li reduciranoj zonskoj shemi (sjetimo se da sve funkcije valnog
vektora mozemo prikazati u 1. BZ) koja se dobije prelamanjem funkcija
preko rubova u 1. BZ - oba prikaza su ekvivalentna:

U najcesce koristenoj, reduciranoj zonskoj shemi mora se voditi rauna,
buduci je k isti za sve vrpce, o indeksu vrpce n. Indeks vrpce novi je kvantni
broj koji karakterizira spektar 1 valnu funkciju:
- \.g-’:’ = -
L\’;;',,\(v) =e U, ® ; E (¥
t_ indeks vrpce

MoZemo rezimirati: vrpce su nastale konstruiranjem linearne kombinacije N
degeneriranih atomskih stanja (uzeli smo da imamo jedno stanje po atomu) .
PeriodiCki potencijal reSetke uklanja degeneraciju slobodnoelektronskih
stanja na rubu BZ 1 otvara procijep u spektru u okolini to¢aka degeneracije.
Slobodnoelektronske disperzije se modificiraju, i to najviSe na rubovima BZ
gdje su degenerirane, dok je u ostatku BZ ta modifikacija prakti¢no
zanemariva.
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Dinamika elektrona u vrpci i efektivna masa

Podimo od Hamiltonovih jednadzbi gibanja i izvedene elektronske
disperzijske relacije E(K):

é’..; _°M - 2 'af:?) v = %‘- —_5—:?: (grwpna braina)
LN =
L 2 __3VM _ext "2 _ il’-_.'extt,
Pe="3a; Po ke (vaniska sila)
akceleracija:
dv: 4 d 26 q (s ol:j 96, _ | 'a‘Ek ‘e"t Sosc
Q: == :.————“ ) R ni AL —z_ e F L= X4,
VT Ak ® dt k. & 3%2\.10\‘3 MW A Fxae oy Qki'ékj J ) "
=%F“t =T 4 tewzor
3 -[W']i' . veciptotne
3 efektivne
mose

Utjecaj periodiCkog potencijala na gibanje elektrona mozemo rezimirati:
- Valni vektor k (i odgovaraju¢i impuls p=£1k) vise nije vezan uz

individualni elektron (kinematicki impuls) ve¢ je to impuls kolektiviziranog
elektrona tj. impuls vrpce (naziva se joS 1 kvazi-impuls).

- Odstupanje od slobodnoelektronskog gibanja sadrzano je u disperzijskoj
relaciji tj. sloZzenoj ovisnosti £(K) koje se moze bitno razlikovati od
paraboli¢ne (sadrZi vrpce, gapove, anizotropiju 1 ostale utjecaje periodickog
potencijala).

- Za razliku od slobodnog elektrona, u kristalu nije nuzna (dapace, najcesSce
nije prisutna) kolinearnost brzine elektrona i njegovog (kvazi)impulsa, niti
akceleracije 1 vanjske sile tj. vik i afFex.

- Zbog kristalnog potencijala, elektron, ako mu gibanje promatramo u
analogiji sa slobodnom Cesticom, giba se s promijenjenom masom u odnosu
na slobodni, a koja ovisi o smjeru gibanja u kristalu.

Efektivna masa simetri¢ni je tenzor (m*;=m™*;;) koji se pogodnim izborom
koordinata moZe dijagonalizirati te dobiti vlastite smjerove gibanja elektrona
u kristalu.
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Efektivna masa

" o
. xR Xy x2 -kz _‘_\'L
. . - * o % . o B s,
tenzor efektivne mase: m" = m:, w\:._, W&:, ) iy = ¥ 0 ™t T
" w;g ™ ‘3\?‘ '3\(;'5\(3

Koncept efektivne mase validan je oko dna vrpce ili oko vrha vrpce ako se
E(K) moZe razviti u paraboli¢nu ovisnost ~k? (jer se tada moze povuci
analogija s gibanjem slobodne Cestice E=p?/2m).

Ak Bl BB~ (l'.-\v.-,.\t = wm<o
'ht
C 3w

E“_:: E;"‘C(k‘k‘)’. => W\“>O

;

7

kg ky

v

Vidimo da je efektivna masa oko dna vrpce (kB, EB) pozitivna, a oko vrha
vrpce (kr, ET) negativna §to predstavlja vrlo neobi¢no svojstvo u kontekstu
promatranja slobodne Cestice. Radi se o tome da je oko vrha vrpce parabola
disperzije okrenuta prema dolje §to odgovara negativnom koeficijentu te,
konsekventno, elektron, §to je impulsom udaljeniji od kr, ima sve manju
energiju (za razliku od onog oko dna vrpce kB gdje ima sve vecu kako se od
njega udaljava). Navedene posljedice analitiCkih svojstava E(k) pogodno
¢emo formulirati u efektivno ponasanje elektrona ovisno o poloZaju u vrpci:
oko dna vrpce radit ¢e se o elektronima, a oko vrha vrpce o Supljinama.

Supljina u vrpci (h - “hole”)

Neka je vrpca gotovo potpuno popunjena elektronima (dakle oko vrha
vrpce preostaje mali dio nepopunjenih elektronskih stanja). Zbog ranije
navedenih simetrija Brillouinove zone vrijedi da je suma impulsa svih
elektrona u slu€aju potpuno popunjene vrpce jednaka nuli (jednak broj k i
-k se medusobno ponisti) tj. 218z k = 0. Neka je jedno elektronsko stanje
impulsa ko nepopunjeno u vrpci.
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Impuls Supljine k» definirat ¢emo preko nepopunjenog elektronskog stanja:
=0
Ek = }}V slle == T‘. - Supljina se ponasa kao elektron negatvnog impulsa
(3
Ako na elektron djeluje elektri¢no polje E, vrijedi 55 = - +E
pa je za vrpcu s jednom Supljinom:

db, __d¥e _  e=
a =+3E

Dakle, Supljina se ponaSa kao Cestica pozitivnog naboja (suprotnog u odnosu
na elektron): €, = -e, = +|el

Brzina Supljine, s druge strane, jednaka je brzini nedostajuceg elektrona. Da
to pokaZemo, koristit cemo Cinjenicu da je energija potpuno popunjene vrpce
konstanta tj. 218z E(K) = Eband = const.

Efektivna masa Supljine suprotnog je predznaka u odnosu na masu

nedostajuceg elektrona (negativna je), m*n = -m*.. PokaZimo to razmotrivsi
akceleraciju Supljine:

A k( ": . -\‘
a‘-“’ dv; _LA_Q_(ZE‘:) =_;_Z‘a d SE(k)_z_JA_ ‘aE(\:)ij

L =3 "% 4t i AP dt ok TT T RAPR
4 =41
5 '[F{];S
Gustoca stanja za elektron u vrpci
faier N\ - - dno vrpce {*:B'
e - _EL W\“
s L Rl
P ] — - \r"?CC _
y, 7 . \ / \ -qapove ®= “"t\’ ll‘“’(E “Es)
/ \ — - vrh vrpce Er:
g _h'l. T »
4+ / Fus B o e

v

) Es & 3(E) = W]zl wi(Er-E)
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(2) Granica ¢vrste veze (“tight binding approximation” TBA)

Granica gotovo slobodnih elektrona davala je dobar opis metala u kojem su
stanja kolektiviziranih elektrona visoko iznad dubokoleZec¢ih lokaliziranih
stanja u ionskom potencijalu pa se kristalni potencijal mogao tretirati kao
mala perturbacija na slobodni elektron (dobro za npr. alkalijske metale).
Napustimo granicu “ioni + slobodni elektronski plin” i podimo sada od
suprotne granice u kojoj promatramo niskoleZe¢e valentne ljuske te kristal
tretiramo kao sustav “slabo interagiraju¢ih” neutralnih atoma (pojam
“interakcije” u ovom kontekstu odnosi se na moguénost tuneliranja
elektrona s atoma na atom). Ovakav opis pogodan je za prijelazne metale s
djelomi¢no popunjenim d-orbitalama, izolatore... Elektron dugo vremena
“kruzi” oko mati¢nog iona prije nego preskoci na neki od susjeda, kazemo
da je karakteristiCna frekvencija “kruZenja” (proporcionalna energiji
atomskog stanja Eo) puno veca od karakteristi¢ne frekvencije tuneliranja
(proporcionalna matri¢nom elementu preskoka s atoma na atom ¢).

TraZimo pogodnu reprezentaciju Blochove funkcije, za koju znamo da
definira opcCeniti oblik rjeSenja u periodi¢kom potencijalu, s ovako
postavljenim problemom - N degeneriranih atomskih stanja Eo s
mogucnoscu tuneliranja. Valna funkcija mora zadovoljavati Blochov teorem:

»> >

i o S
%@y = e P (¥)

Postulirajmo funkciju:

¢

‘-.
ik

s (F) = J% % e wW(E-%)

gdje je W(r-R) Wannierova funkcija elektrona s koordinatom r na ¢voru
reSetke R (unutar jedne vrpce) te pokazimo da zadovoljava Blochov teorem:
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R g .
Y@y = % ; e‘t.u\ﬂ (P+2-2) = { :ung;:;&:tmo}
TR o
:\I—F%e W(P-};--i"?)
L ik
=e

a5 _y
W%e w (#-2)

=

=¥ (®

Wannierove funkcije W(r-R) Cine potpun, ortonormiran skup funkcija (bazu
vektorskog prostora funkcija) za danu vrpcu, dakle po definiciji su na
cijelom kristalu egzaktno ortogonalne:

(wie-ywE-THode = SE.‘v'J

Medutim, upravo da zadovolje uvjete ortogonalnosti za razliite Cvorove
reSetke, nisu lokalizirane na ¢vor R ve¢ imaju “dugi oscilirajuéi rep” u
njegovu okolinu. Samim time teSko ih je raunati 1 rezultat su numeric¢kih
izraCuna. Za potrebe analitiCkih izraCuna posluzit ¢emo se aproksimacijom:
ako su atomi u kristalu dovoljno udaljeni tako da je preklapanje valne
funkcije elektrona s jednog atoma eksponencijalno malo na susjednima,
Wannierovu funkciju moZemo aproksimirati atomskom valnom funkcijom
elektrona (rjeSenjem Schrodingerove jednadZzbe za elektron u atomu na
¢voru R): @(r-R). Problem je u tome da atomska valna funkcija, iako
ortogonalna na istom atomu (dakle, €ini egzaktnu bazu vektorskog prostora
kao skup rjeSenje Sturm - Liouvilleovog problema), nije striktno ortogonalna
na cijelom kristalu zbog kona¢nog preklopa s valnim funkcijama sa
susjednih ¢vorova R’:

&(z-9) &F-i-9) ($%e-2) de-Tro* = &z o

v

£

S
2

)
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Ukupni hamiltonijan elektrona u kristalu modelirat ¢emo kao zbroj atomskog
hamiltonijana Ho (koji znamo rijesiti te €ija je svojstvena energija Eo i valna
funkcija @(r-R) - uzimamo da imamo jedno stanje po atomu) i kristalnog
potencijala Veysi(r). Kristalni potencijal modeliramo fenomenoloski kao sve
ono §to djeluje na elektron u kristalu u odnosu na izolirani atomski problem.
Ne znamo ga egzaktno napisati, ali moZemo parametrizirati njegovo
djelovanje na elektron - on uzrokuje tuneliranje s atoma R na atom R’=R+96
u reSetci s odredenom vjerojatnoS¢u ovisno o njihovoj udaljenosti.

H = H, "'qut 3 H°=-—V +V.‘ T-1)  atomaks ‘Lmde.‘\ovxijaw

-ZV("' 2 - S) krictalne Q&Q\Aﬁ_’)&l
Yasfrsw5¢ eleetrom L

SwLaa C\rOrouc WAL ¢ 3 5 J

tx\st

Schrédingerova jednadzba za atom (na ¢voru R):

H, $(+-2) = B, ¢-2)

Djelovanje kristalnog potencijala na elektron u atomu na ¢voru R:
Vet #@-8) = TV(F-E-3)e@-3) =3 -2 eE-2-O | tv0
§ g

Ucinak kristalnog potencijala je da elektron iz stanja @(r-R) (na ¢voru
R) rasprsi u stanje @(r-R-0) (na ¢voru R+9) s vjerojatnoscu
tuneliranja proporcionalnoj matricnom elementu kristalnog
potencijala #(6) na sve atome u resetci tj. V8. Predznak “-“ uz #(d)
odabran je konvencijom s ciljem da dno vrpce lociramo u centar BZ.

Matri¢ni element #(8) naziva se transfer integral 1 odreduje
vjerojatnost tuneliranja elektrona s R na R+, a konacan je zbog
kona¢nog preklopa atomskih valnih funkcija elektrona na tim
¢vorovima:

() = ($R-DVE-T-DHSE-T-3)d'r
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Schrodingerova jednadzba za elektron u kristalu:

H% 0 = Ep% @)

A |\b'
\l? Z e (H &r ﬂ—) + V(f:rtcpr ")) . (")

* E4(F-1) 3- t(:)&(*-w)

E, *Pc(r)-—zuo% cbc? -9 = RE%®

i ,u (+3) S i)

— N

Jeliwo svesth wa ollik .mcﬁo "\’;(r)

-c-»
E. %@ - Zt(s)e & = BE%®
[E,—%twe % E‘\:] %@ = o
= st
> E-\: = E,—%’cts)e . : S‘n\,_\'o.r eleltyona w TBA: urpca

I (suwme je po suiwm sugjedima $)

bwdudi Yo EEY=t-5):

Ep = E.- 2t cos(k:d)
l §20 |

Aproksimacija prvih susjeda (opravdana malim preklopom valnih funkcija
izmedu atoma dalje od prvih susjednih pozicija) za kubi¢nu resetku SC:

Ep = E. - 2, cos(k,0) -t cos(leyb) —2t, ems(kyc) (3>»)

Za ilustraciju radi jednostavnosti izaberimo 1D kristal: —

E, = E. -2t cos(ko)

Lt (Sirwna

urpee)
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N - puta degenerirano atomsko stanje Eo rascijepilo se u vrpcu Sirine 4¢ koja
sadrZi N stanja - ona su diskretna, ali vrlo bliska pa ih smatramo
kvazikontinuiranim.

Bt —m— - — — ;N]lr\:

Za stanja u vrpci vrijedi ista Born - van Karmanova kvantizacija kako je do

sada pokazano tj.
) pAy .
ki = —n;  nEZE e {x.4,2%

Vrpca (svaka) sadrzi N stanja (projekcije) valnog vektora k.

[lustrirali smo primjer formiranja jedne vrpce iz N degeneriranih atomskih
stanja, uz pretpostavku jednog stanja po atomu. Uzimanjem u obzir vise
stanja po atomu 1 viSe atoma u bazi elementarne ¢elije, dobili bismo vise

pripadajucih vrpci s procijepima izmedu njih, a valnoj funkciji elektrona u
vrpci bio bi pridruzen kvantni broj indeksa vrpce.

Kohezivna energija u (1D) TBA modelu
Kohezivna energija ovisi 0 popunjenju vrpce:
|1
En. =NE, -kZ Ep = DEC-uel+ 'L% §F1t os(ka)dl = 2 Ntsinlkea)
oce kg

€, Aat,

A Ecok
€¢ -
<) | E
|
! ! \&‘ : ke
X\ T . x v
—% —‘Lf. (o) kﬁ a L] Y 5

Najjace je vezana (max. Ecoh) polupopunjena vrpca.
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Fermijeva povrsina

Fermijeva povrsina (FP) je ekvienergetska ploha koju €ine stanja najviSe
energije elektrona do koje je sustav popunjen na 7=0. Ranije smo pokazali
njezin oblik u slobodnoelektronskom modelu, koji je izotropan pa je FP
odredena Fermijevim valnim vektorom £, te je ona Fermijeva kugla,
kruZnica, ili dvije tocke za dimenzionalnost sustava 3D, 2D ili 1D. U
sustavima opisanim vrpcama, FP moZe imati puno sloZenije oblike, a
svojstva sustava odredena odlikama njezine Cesto netrivijalne topologije.
Navest ¢emo za ilustraciju nekoliko primjera:

2D: ekvienergijske povrSine u (&, ky) recipronom prostoru ovisno o
popunjenju TBA vrpce

surface

‘,u \ :: Cl : Fermi XA ;ur\j\.“s LA ( ‘\)

C¢CoaCy

Najpoznatija metoda eksperimentalnog
odredivanja FP je ARPES (kutno razlu¢ljiva
foto-elektronska spektroskopija): snima se
energija 1 valni vektor fotonom pobudenog
elektrona s FP te se iz njih rekonstruira oblik

Cu FP.
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Gustoca stanja u TBA modelu

TBA model i analiti¢ka svojstva elektronske disperzije u okviru tog modela
nosi odredene specifi€nosti ugradene u gustocu stanja u odnosu na
slobodnoelektronski model. Prvenstveno, to su specifinosti vezane uz tocke
visoke simetrije u TBA vrpci gdje grupna brzina elektrona iS€ezava - one za
posljedicu imaju nastanak van Hoveovih singulariteta u gustoci stanja.

)

L)bj —_.L ) Vg“leuEﬂ

Sto je grupna brzina ve manja, gustoéa stanja g(E) raste. U odredenim
toCkama Brillouinove zone, odredenim simetrijom kristala odnosno E(k),

poput npr. ruba zone, vg= 0. To implicira divergencije gustoce stanja u tim
toCkama koje nazivamo van Hoveovi singulariteti.

* def. radi jednostavnosti ishodiSte energije Eo =0

ID: Ep = - 2wt es(ka)

van Wove Sing. 4
- £9(E) ==
-€
iy \ W
° >
. €
x = T -2 o 2%
= Q (€g) (61-)
2D: EE: _ ?.t cns(\‘-‘a) - Glt Qns(“_sa) ; ( t: t 3 ‘t‘ =t ’ ax s d.: =Q ) 229 N!V\,l%l
N g(E)

k,

) h Eo: Ep ~ \, 4 > (eliphiéna)
x—
[ 7 \\S’ Hx: Ef ~ kL - kX (hiperbolna)

7
/

b\ %_,g =k (E-. ca(s).,e(E-:\:)) E

. Heavisideov ¢ >

N (e [ q(E)~ const. ] = ° €.
(Ep) Ex)
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3D: Ek‘-: - QbS(\l.*a) - cns(\c.sa) -t Qb!(\c_ia) ) (t; =ty=t, =t ,a,= a,=a, = o)

[ 3(6)
()~ O (E-const) (Meavisideoy skok)

4(E) ~ ,| E +const.

-et 2t o 2t et

Primijetimo da u 1D, 2D, 3D gustoca stanja oko dna ili vrha vrpce poprima
?/blik pribliZzno svojstven slobodnoelektronskoj gustoci stanja ~ 1/VE, const,
E.

Van Hoveovi singulariteti topolosko su svojstvo sustava (simetrije Celije).
Svi ti singulariteti su integrabilni (preko njih se moZe integrirati, a da se
niSta prijelomno ne dogodi povezanim veli¢inama poput npr. kohezivne
energije i sl.).
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VI. ELEKTRICNI I TOPLINSKI TRANSPORT

Metali su poznati kao dobri vodic¢i elektri€ne struje 1 topline. S druge
strane, plastike 1 keramike loSi su vodici pa se koriste za izolatore. Logi¢no
je, u tom smislu, dovesti u vezu postojanje plina slobodnih elektrona u vezu
s dobrim svojstvima elektri¢ne 1 termalne vodljivosti koja jednim imenom
nazivamo transportnim svojstvima. Delokalizirani elektroni nose naboj i
kinetiCku energiju pa usmjeravanjem njihovog gibanja mozemo govoriti o
elektrinoj 1 termalnoj struji. Toplinu mogu prenositi 1 neki drugi procesi
(npr. neelasti¢no rasprSenje fonona), ali oni su daleko manje efikasni i nece
biti razmatrani. Nadalje, procesi propagacije EM zraCenja u kristalnim
izolatorima (eksitonski meduvrp€ani procesi) takoder nece biti razmatrani u
okviru ovog kursa. Ovo naprednije gradivo predstavlja Stivo za prouciti iz
izborne literature. Kasnije Ce biti rijeci o propagaciji infracrvenog EM
zraCenja vezanjem na dipolni moment elementarne celije ionskog kristala.
Ovdje ¢emo razmotriti fenomen istosmjerne (DC) vodljivosti,
magnetovodljivosti, (“jednovrpCane”) vodljivosti s obzirom na vremenski
oscilatorno vanjsko polje te termalnu vodljivost.

Transportni fenomeni op¢enito nastaju kad su u sustavu stvoreni
neravnotezni uvjeti u smislu potencijala €ij1 gradijenti kreiraju “silu” koja
pokrece strujanje odgovarajuce fizikalne veli€ine. U okviru linearnog
odziva, kad je gustoca struje j linearno proporcionalna odgovaraju¢em
polju (negativnom gradijentu potencijala), govorimo o:

1) elektricnoj struji: 3,=-SVV
2) termalnoj struji: 3. - woT
3) struji Cestica: Taz-DIn

gdje su V(r), T(r), u(r) elektriéni potencijal, polje temperature 1 kemijski
potencijal, a 6, k 1 D su elektri¢na vodljivost, termalna vodljivost i difuzijski
koeficijent.

Te struje nisu nezavisne. Ve¢ intuitivno jasno je da Ce struja Cestica koje nose
naboj “-e”” generirati elektrinu struju (je=-ej») 1 sl. Koriste¢i termodinamicke
relacije (7dS=dE-dN) 1 jednadzbu kontinuiteta (dn/ot + div j. = 0) moZze se
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naci veza izmedu njih. U linearnoj aproksimaciji, u slu¢aju kad je
primijenjeno samo elektri€no polje 1 temperaturni gradijent, traZzena veza
elektri¢ne 1 termalne struje dana je u obliku Onsagerovih relacija:

Ie.. Lik (E + — ) + \_"_( VT 1 L;" - Owsagerovy \:oq-icé"(u:‘-\’,;
‘}Q‘ Lu(E & _A) = Lu.( VTT) s £

Primjer ove veze je Peltierov efekt u kojem promatramo bimetalni spoj kroz
koji puStamo struju 1 odrZavamo ga termostatom na temperaturi 7o=const.
Da bismo to postigli, jedan kraj moramo grijati, a drugi hladiti Sto znaci da
postoji struja topline izazvana protjecanjem struje naboja. Svaki od
materijala 1 1 2 karakteriziran je Peltierovim koeficijentom P11 P-.

Ia -'-‘PIe

Krugom tece je=const, ali buduti je
P1# P», stvara se razliita termalna
struja jo pa da bi odrzali 7o, moramo
jedan kraj hladiti, a drugi grijati.

Boltzmannova jednadzba*

Rigorozni opis transportnih fenomena zapo€inje modeliranjem neravnoteznih
uvjeta koji su izazvani gore spomenutim gradijentima. Taj opis svodi se na
izraCunavanje termodinamicke funkcije izvan TD ravnoteZe. Ovdje ¢emo se
ograniciti na opis transporta slobodnim elektronima pa ¢emo govoriti o
Fermi-Diracovoj (FD) funkciji f. Elektri¢na struja j definirana je sumom:

3:‘. ezvtf(r}.t) — -QST3U:£G1,t)

NeravnoteZzna Fermijeva funkcija f{r,k,f) u tocki (r,k) faznog prostora
odredena je brojem elektrona dN u volumenu drdk oko te toCke u trenutku t:

AN L = L% ‘f"”‘




98
U TD ravnoteZi Fermijeva funkcija /o je:

-?.('I:) - [ & /‘.)+4] - uniforman u(¥)
-f.(*’.-l:) = [ e(s(EL /'-("))+ ] - ~-neuniforman u(¥)

Da odredimo neravnoteZnu funkciju £, koristimo Liouvilleov teorem o
saCuvanju faznog volumena u t—#+dt¢ koji nam daje:

Faet, Laldt tedt) = $E T 0
df _ of 41& -Hax _

PRttt =°

Medutim, procesi rasprSenja (coll), od kojih neki rasprSuju Cestice u
promatrani fazni volumen (in), a drugi iz njega (out) modificiraju desnu
stranu izraza:

2odat Latdt teat) = LRI +(°‘°“"““’) dt
o coll
57( )ih (")out

Razvoj do ¢lana linearnog u dt daje Boltzmannovu jednadzbu:

M L5 9 i
at MY i _s: (‘e“‘- el

F‘&

U semiklasi¢noj aproksimaciji (Hamiltonove jednadzbe) u kojoj je:
— ) t;\::-e(g+$cx§)

te modeliranjem neravnoteZne funkcije preko malog odstupanja fi od
ravnotezne fo, f = fo + fi, nalazimo:

oo\ v,u Bi-A 3 > b e of
(e [e@ )RR I =) S M £ B
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RjeSavanje Boltzmannove jednadZbe iznimno je komplicirano (Solyom),
kolizijski ¢lan “coll” sadrzi samu funkciju te tako pretvara jednadzbu u
integro-diferencijalnu jednadzbu. Za analitiCko rjeSavanje pristupit cemo
aproksimacijama. U TD ravnoteZi “coll” Clan je 0 jer in 1 out kompenziraju
jedan drugi. U aproksimaciji relaksacijskog vremena t on se mozZe pisati:

(a«;iu.e))w‘: = (;.\‘o HATE XA

gdje relaksacijsko vrijeme 1 predstavlja vrijeme relaksacije do TD ravnoteze.
Nakon nesto duZeg racuna, uz pretpostavku malih uniformnih polja E(r) i
I(r) 1 B=0, Fermijevu funkciju moZemo napisati u obliku:

0 = &, (L)+(-“° ey S [ (2 ﬁﬂ) GEE ‘GT]

Nadalje, uz dodatna pojednostavljenja nametanjem odsutnosti
temperaturnog gradijenta i gradijenta kemijskog potencijala nalazimo:

£ = M —(E- V)i (k)

Uvrstivsi ovu Fermijevu funkciju u izraz za struju
-»> _ d‘k =
= -ef 5V [F) -5
koji je po definiciji j=0cE (Ohmov zakon), proizlazi tenzor vodljivosti o

S 33 \': ":'“50('&)

gdje je - tzv. dijadni produkt vektora (tenzor) koji reflektira simetriju
kristala. U kubi¢nim kristalima problem se svodi na skalar jer je jIE.

Na dovoljno niskim temperaturama (7—0) t(Ex)= 1(EF)=t te uz razvoj Ex u
aproksimaciji efektivne mase, koriStenjem

:}k( 5"0) 4 €, o 4 %o

| 9E, '"Ea_tﬁ-'fg_t

nalazimo:
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(;'~e"r_f°‘—““—°-‘.r°{(|;)- v [k
- 4B & of TeoW = €T um v

Ako efektivna masa ne ovisi o k, dobivamo poznatu Drudeovu formulu za
DC vodljivost:

gdje je n koncentracija elektrona.

Postupak racunanja transpornih svojstava preko Boltzmannove jednadzbe
pokazan je u grubim crtama tek da se ilustrira kompleksnost izracuna
vodljivosti dok za detalje treba konzultirati izbornu literaturu (Solyom). U
nastavku ¢emo pokazati tradicionalne pristupe temeljene, medutim, na
daleko rudimentarnijim modelima.

Drudeov model DC elektri¢ne vodljivosti

Drudeov model (1900.) temelji se na pretpostavci da se slobodni elektron,
kojeg ubrzava vanjsko elektricno polje, rasprSuje na ionima kristalne reSetke
Sto vodi na elektri¢ni otpor.

Ovakva pretpostavka pogresna je iz viSe razloga. Ve¢ eksperimentalno se
pokazuje da je izmjereno relaksacijsko vrijeme brzine T ~10s, tj. vrijeme
srednjeg slobodnog puta koje elektron provede ubrzavajuc¢i izmedu dva
sudara s centrima rasprSenja na kojima relaksira brzinu, puno dulje nego Sto
bi bilo da elektron relaksira brzinu na ¢vorovima reSetke. Izmjereni srednji
slobodni put u metalima lo=vet je oko 100 konstanti reSetke (oko 100A pri
Fermijevoj brzini vr=10°m/s), dakle oko 100 puta duZi od Drudeove
pretpostavke.

Drugi razlog fundamentalne je prirode, u okviru kvantne mehanike.
RasprSenje elektrona na ¢vorovima resetke predstavlja nista drugo nego
konstruktivnu Braggovu difrakciju elektronskog vala, ono je rjeSenje
stacionarne Schrodingerove jednadzbe s periodiCkim potencijalom Cije
rjeSenje su Blochove funkcije koje su stacionarne, dakle ne sadrze
atenuacijski ili neki drugi vremenski ovisan ¢lan koji bi opisivao proces
rasprSenja koji bi vodio na otpor.
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Izvor rasprSenja koja vode na otpor mogu stoga biti samo odstupanja od
idealne periodicnosti kristala, dakle defekti u kristalnoj resetki, bez obzira
staticki (ne€istoce), ili dinamicki (neka elementarna pobudenja poput npr.
fonona ¢iji prosje€an broj raste s temperaturom) na ¢ijem se lokalnom
potencijalu elektron rasprsuje.

Idealni kristal imao bi otpor nula (ne mijeSati idealnu vodljivost sa
supravodljivos¢u koja je fundamentalno drugaciji efekt). Takav vodi€, koji
je dimenzijom manji od srednjeg slobodnog puta, nazivamo balistickim
vodicem (kvalitetnom sintezom uzorka na niskoj temperaturi moguce je
posti€i srednji slobodni put reda veli€ine centimetra, npr. za Cu /0=0.3cm
(4K), 16=3-10°cm (300K)). Jedini izvor otpora kod takvih vodica je
rasprSenje na granici uzorka 1 kontaktima s izvorom (taj tzv. kontaktni otpor
fundamentalne je prirode i nemoguce ga je izbjeci).

Sljedece pitanje koje valja razjasniti je uzrok postojanja elektricnog
transporta u metalu s obzirom da je elektri€no polje u njegovom volumenu
zasjenjeno. Doista, u elektrostatskoj situaciji (kao u elektricnom
kondenzatoru) dovodenje konstantnog polja izazvalo bi struju naboja koja bi
se saturirala na nulu nakon §to bi redistribucija naboja zasjenila vanjsko
polje tj. postiglo ravnotezno stanje. Medutim, prikljuCenjem izvora
elektromotorne sile na vodi¢, upravo njegovim djelovanjem, konstantno se
odrzava neravnotezno stanje injekcije naboja na jednom i ekstrakcije na
drugom kraju vodica. Distribucija elektri¢nog polja odnosno padova
narinute razlike potencijala ovisi u distribuciji struja u uzorku. U uzorku u
kojem nema necistoca kompletan pad napona je na granici kontakta s
uzorkom. U standardnom uzorku, s distribucijom necisto¢a u volumenu, i
padovi napona distribuirani su na granicama uzorka 1 ne€isto¢ama u
volumenu.

Imajuéi na umu ove fizikalne pretpostavke, fenomenoloski moZzemo
modelirati gibanje elektrona u vodi€u kao nabijene Cestice “-e” pod
utjecajem elektricnog polja E, koji osjeca efektivnu “silu trenja” s medijem
kroz koji se giba (rasprSenje na defektima) proporcionalno brzini s
fenomenoloSkim koeficijentom m. Nadalje, brzina koju elektron dobiva
ubrzavanjem u polju (driftna brzina v4) superponira se na postojecu
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statistiCku brzinu vsreda veli€ine vr tj. v = va+ vs. Medutim, v« je
nasumicno usmjerena 1 njezin vremenski prosjek je <vs>=0 usprkos
¢injenici da je velika po iznosu (reda veli€ine Fermijeve brzine). Buduci je
elektrina struja (u okviru navedenih aproksimacija) definirana kao

'S-_'-Qszv\}c!(-\:) = —ewd V)

tj. ovisi o prosjecnoj brzini kojom se naboj giba, moZemo govoriti samo o
doprinosu driftne brzine elektri¢noj vodljivosti. Za nju postavljamo
spomenutu fenomenolosku jednadzbu:

oo ° » ° i e=
MY + mYT = —eE = V4V =-gE

RjeSenje diferencijalne jednadzbe za brzinu, koje se moZze napisati kao suma
rjeSenja homogene jednadZbe 1 partikularnog stacionarnog rjeSenja za danu
nehomogenost na desnoj strani, je:

s -\'Lt -%

: . . _
-homogeno: ¥ +q¥ =0 D Y =¥e" = F€T j Tl - wvjeme velaksacie

Homogeno rjesSenje za t>7 eksponencijalno trne va—0.

- stacionarno: X +v¥ =-&F = V= -,L%E =-£Lg
Stacionarno rjeSenje je ono koje odreduje driftnu brzinu, odnosno <v> = vq
= vs= -etE/m, gdje je m efektivna masa elektrona. Primijetimo da je ta

brzina konstantnog iznosa (usprkos ubrzavanju stalnim el. poljem, trenje
daje konstantni stacionarni iznos brzine). Ta brzina koja odreduje struju:

2
> > ent 2
y=-eny, = ——E g =G E| - Ohwov 2akon
G.__e"v\"l:
T owm

te otpornost: ¢ =L
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Pri elektri¢nom polju ~1V/m i tipiénoj koncentraciji elektrona n~10%*m™>

te mjerenoj vodljivosti 6~10’Q ™ 'm™*, nalazimo relaksacijsko vrijeme
©~10"**s i driftnu brzinu va~ 10°m/s < ve~ 10°m/s.

Matthiessenovo pravilo

Ako postoji viSe tipova defekata koji vode na otpor u sustavu, a svaki je
karakteriziran pripadnom vjerojatnoscu rasprSenja pi~1/ti (obrnuto
proporcionalnoj pripadnom relaksacijskom vremenu), tada je totalno
relaksacijsko vrijeme odredeno sumom recipro¢nih vrijednosti.
Konsekventno, totalna vodljivost takoder je odredena sumom recipro¢nih
parcijalnih vodljivosti, a otpornost sumom parcijalnih otpornosti.

= p LI = =S
P2k = 33w 272G
€ =2%
I—.'l

Temperaturna ovisnost elektri¢ne otpornosti (doprinos necistoca i
fonona)

Temperaturna ovisnost otpornosti (1 vodljivosti) dolazi prvenstveno od
doprinosa termalno pobudenih (kreiranih) centara rasprSenja koja
predstavljaju defekte u idealnom kristalu. Ve¢ smo naglasili da su glavni
izvor istih necCistoce 1 fononi.

Necistoce su statiCki defekti koje predstavljaju potencijal (koji odstupa od
kristalnog) lokalno u reSetci na kojem se elektroni rasprSuju na nacin da
alteriraju stacionarna Blochova stanja te tako vode na elektri¢ni otpor. Iako
im broj slabo ovisi o temperaturi, ta ovisnost je prakticno zanemariva u
odnosu na onu kod termalno pobudenih fonona. Temperaturnu ovisnost
doprinosa otpornosti od necisto¢a smatrat ¢emo priblizno konstantnom
(odnosno vrlo blago rastu¢om funkcijom temperature) pn(7)=const.
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Fononi su, s druge strane, dinamicki defekti, predstavljaju vremenski
promjenjiva odstupanja od idealne kristalne periodi¢nosti. Fononski pomak
u(r) predstavlja perturbaciju i kreira novi potencijal u smislu odstupanja od
periodickog potencijala ionske reSetke na koji se veze elektronska gustoca
n(r). Takvo vezanje elektrona i akustiCkih fonona opisano je Frohlichovim
hamiltonijanom

— O B L= e T kg
e +J++\+ + HF"- - O\N- uq(?) h[r) - ‘1 \A’} IR >.-3"""‘
k
Promotrimo proces rasprSenja elektrona impulsa p apsorpcijom fonona
valnog vektora q (odnosno impulsa 7iq).
A Fononske energije reda su veli¢ine Debyeve
____1_ ﬁ_, t. 10%eV i puno su manje od elektronskih
oL ap reda veliine Fermijeve energije od 1eV.
= Zbog toga se proces apsorpcije/emisije

fonona mozZe smatrati gotovo elasti¢nim:

|
g

Ap je iznos promjene impulsa elektrona zbog rasprSenja u odnosu na smjer
impulsa u smjeru struje - to je veli¢ina pomocu koje ¢emo parametrizirati
otpor.
= > > |t
=%-3 |

g = plep® 2BF
\l"ﬂ\‘d\‘- ‘,) -F.-§\ - ?P' m\c ~ ?'Leos\e
?) pwse= p-Ap

84 =2 -2p(r-2p) =2p8p
I
- 2? ~ 1
Promjena impulsa elektrona proporcionalna je kvadratu fononskog impulsa.
Fononi velikog valnog vektora jako doprinose otporu dok su oni s malim

valnim vektorom zanemarivi.
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Prema Matthiessenovom pravilu, totalna otpornost sustava koji sadrzi
razliCite procese rasprSenja na fononima razli€itih q, bit ¢e jednaka sumi
parcijalnih otpornosti za svaki q, a pri tome je srednji broj fonona u stanju
valnog vektora q odreden Planckovom raspodjelom.

5 P g
fm=%€m ~ %Aw“m ~ %W
O/
- L'& " L- Debye: Di-:\!;i - o/ T e xl'dx
Sou (n’) Wfid‘ie(lhul_i ‘{‘“\”t‘x=:‘—3. gau—»‘so\x ~T ge".—1

- niske temperature (T<06p):
Gornja granica integracije je veliki broj koji aproksimirano s oo pa integral
viSe ne ovisi o T.

gw S .‘_g

e}
- visoke temperature (T>0p):

Eksponencijalnu funkciju u nazivniku razvijamo u Taylorov red do 1+x.

...sew'; e
frh Tg X ~V

Ukupni rezultat p=pn+peru:

‘ Na niskim temperaturama, gdje je
(&) broj termicki pobudenih fonona
mali, prevladava rasprSenje na
necistoama te tako i njithov
doprinos otpornosti. Na visokim
temperaturama (u odnosu na
Debyevu) dominantan je fononski
doprinos te je temperaturna
é’ ovisnost otpornosti opisana
poznatom linearnom ovisno$¢u

p(I)~T.
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Jouleova toplina

Elektroni sudarima (ne¢emo detaljno specificirati kakvim i kojim
mehanizmima dolazi do toga) predaju dio energije kristalnoj resetci Sto se
oCituje zagrijavanjem sustava tj. podizanjem temperature uslijed protjecanja
elektricne struje. Taj disipativni proces na tzv. “radnom otporu” vodica
nazivamo Jouleovom toplinom.

Za opis tog procesa izraCunat ¢emo energiju predanu sudarom ako je
elektron tik nakon disipativnog sudara imao nasumicnu statisti¢ku brzinu
vst, zatim se ubrzavao konstantnim elektricnim poljem E do sljedeceg
disipativnog sudara pri ¢emu u vremenu ¢ postiZze ukupnu brzinu
v=vs-eEt/m, a koju sljede¢im disipativnim sudarom opet “resetira”
(termalizira) na vs.

LS 2
- energija elektrona u trenutku 1 F = ﬂ = ﬂ(if;t ~ &t

- prosjecna energija predana u sudaru koji se dogodi u trenutku ¢ (prosjek je
po smjerovima brzine):

(AEW) = (m( . eE_* __?;“> = _etgygg oA

- prosje¢na energija predana u sudaru s vjerojatnoScu p(f) da se sudar dogodio
u trenutku ¢ (prosjek po vremenu):

{aE) =°fP(t\<AE(ﬂ>dt

Podijelimo interval od 0 do # na N intervala duljine dz. Vjerojatnost p(¥) je
vjerojatnost da se sudar dogodi u trenutku (N+1)-vom intervalu ¢+dt, a ne

dogodiu N intervala duljine #/N prije toga, ako je vrijeme relaksacije .

o tIn t
-l—l':l—l, 1—4 pirat = (4-”")(4-"’_“) .’I‘.(q_t/_") ’t.

oA - N 9t t
=lim (1SR L TRy
N 00
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NasSavsi vjerojatnost, nalazimo i prosjecnu energiju:

(aB)= £

'L"?-

‘L

rt Tdt = -°'—— 2

=T}
- prosjecna snaga predana sudarima n elektrona (koncentracija):

(6 _ eEr _etwiz 2
=wn T =W = = -E' b
i 4
=3

= W =-S_é : Jouleow 2akow

Vodljivost metala u vremenski osciliraju¢em elektriénom polju

Uz iste fizikalne pretpostavke kao za DC vodljivost izlazemo vodic¢
vremenski ovisnom, harmonicki osciliraju¢em elektri¢nom polju
frekvencijom w: E(f)=Eoexp[-i0f].

Analognim postupkom izvodimo fenomenolosku jednadzbu gibanja za
brzinu elektrona pod utjecajem vanjskog polja:

-iut

F ey =-mtee

Vodljivost e biti odredena stacionarnim rjeSenjem:
Tw=Ve ot

koje uvrStavanjem u jednadzbu gibanja daje amplitudu V:

> e = eT i
W wmiy~ivw) ° wm(4~iTw) °
c . ce x - ~lot G
aj=-envbitide: T - &WT = = €
Struja j & \M(.h;'tu)E"e AT E()
G(w)

gdje je oo=e’n1/m DC Drudeva vodljivost (0=0).
Kompleksna frekventno ovisna vodljivost o(®)= or(®)+ioc(o) je:

4+ 0T
A+ (WwT)* :

G("’\ - go




108

Koje je znaCenje vodljivosti kao kompleksne funkcije?

- Realni dio or(®) opisuje realni otpor u fazi sa strujom, odgovoran za
Jouleovu toplinu.

- Imaginarni dio ci(®) opisuje induktivni otpor, pomaknut u fazi za n/2 u
odnosu na struju.

*S(v)

- Gple) WT«l: Gl G‘°(4+ o)
4 t
Gy(w) oTtny: Glvw «G, ((_01'-\‘* E)

Ve

Na niskim frekvencijama prevladavaju realni procesi gusenja (Jouleova
toplina). Buduéi je 7~10"%s, te frekvencije idu sve do u infracrveno
podrucje. Na visokim frekvencijama (vidljiva i ultraljubiasta svjetlost)
prevladavaju induktivni procesi, nema apsorpcije EM zrafenja i Jouleovog
zagrijavanja materijala.

Magnetovodljivost i Hallov efekt

U okviru fizikalnih pretpostavki Drudeovog modela, promatrat ¢emo vodic¢
izloZen elektricnom E 1 homogenom magnetskom polju B. Na naboj ¢, koji
se giba brzinom v, djelovat ¢e Lorentzova sila F=q(E+vxB). Pod utjecajem
Lorentzove sile postavit cemo analogne fenomenoloske klasi¢ne jednadZzbe
gibanja pri ¢emu ¢emo izabrati smjer magnetskog polja u z-smjeru,
B=(0,0,B), dok elektri€no polje moramo uzeti u obzir opCenito E=(Ex,E), E).
Naboj g je “-e” za elektrone, a “+e” za Supljine. Buduci da Lorentzova sila
sadrzi aksijalnu komponentu, odziv na njezino djelovanje, vodljivost, nece
viSe biti skalar ve¢ tenzor.
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r T'g’ 2 R’r-;-vL-\;' =-2 (§+vxE
i Ta
12 ) = v ] sl
A /J-_ 77T = Eg(E"\EME'\‘)
. 2 q 8
-3,/ | | ¥t = |9 % | = 3(\!'32 -\r%}
= O o 8
— d 4 __e e es el
s (a-i-'i-iu;( -—“—“Ex-w\\l‘:g ctoci . Uy +EI“‘3 -—ﬁEx
d 1 _ e e jefen eR _ e
)% T mE %R '—aﬁ}\; o i T ="
d 1 _ e == . et
(at"?)\r!""n_aEz Ve Tiaso By

U jednadzbama prepoznajemo veli¢inu w.=eB/m, §to je elektronska
ciklotronska frekvencija, odnosno frekvencija klasi¢nog kruZenja elektrona
po kruznoj orbiti pod utjecajem Lorentzove sile.

Jedino treca jednadzba nije vezana (jer je Blvz) 1 moZe se direktno rijesiti.
Izrazivsi vy iz druge jednadzZbe 1 uvrstivsi u prvu, nalazimo preostale dvije
komponente brzine elektrona:

eT eT

o\rx-m( E+w'tE3) ) “’3-‘-’%(“%15{" E._‘>

iz kojih lako konstruiramo izraz za struju j=-env:

i | = —2 E
%3 Ty |9t v © 2 ¥
i 0 o 1wy | \E
— i~ I
-> - T i =t ° TEWWOR NAGRETOVODL\IVOST)
j=6E > Gaggmler oo | IR
2 w
0 O 4+ - anksimetcicon © =-Gy

l ~ | ™
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Hallov efekt

Lorentzova sila, zbog svog aksijalnog karaktera, uzrokuje da nosioci naboja
(u ovom slucaju elektroni), koji se zbog elektromotorne sile izvora V,
odnosno elektri€nog polja Ex, gibaju u smjeru x-osi, bivaju zakretani u
gibanju u y-smjeru te se nakupljaju na rubu uzorka 1 nabijaju ga. Na
suprotnom kraju, zbog smanjene koncentracije nosilaca, prevladava
proporcionalna koli€ina suprotnog naboja (pozitivni ioni) koji nije viSe
ravnomjerno neutraliziran. To nabijanje rubova dovodi do pojave
elektri€énog polja Ey u y-smjeru koje djeluje na elektrone silom Fr suprotnog
smjera Lorentzovoj Fi. To nabijanje rubova strujom elektrona jy u y-smjeru,
traje dok se ne uspostavi ravnoteza dviju navedenih sila, nakon ¢ega je j,=0,
a napon ostvaren izmedu rubova uzorka (duljine / 1 Sirine d) u y-smjeru
nazivamo Hallov napon Vx. Ova pojava naziva se Hallovim efektom, a
rezultat je djelovanja magnetskog polja na pokretne nosioce naboja.

Rofome = =o)L ot
3

i:: z-./" c& J-E "'Eg)

d e{:—'»v 5 2 = Q‘j 37 1+(u 't\‘ H::t\o;o

R 1'% Ey

+++ 4+ttt \/=E€,\{‘ Ed =>V-w't_\/

|
=] HALLOV NAPON

\%

Skala koja razlu€uje reZim velikih/malih magnetskih polja svakako je
period ciklotronske rotacije spram relaksacijskog vremena, odnosno w.t. Iz

tenzora o lako se u reZimu w.t« 1 (mala B) 1 o.t>1 (velika B) dobiva:

(1) ol (2) wct>1
6, A
gxx - GTS ~ So — G ((40 )1 B?.
= - -0 4
G,3=-E.J, = 6,WT ~B Gs:‘ gtjx o B
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Veli¢ina kojom se u literaturi najcesce karakterizira Hallov efekt naziva se
Hallova konstanta ili Hallov koeficijent Rxu. Iz definicije Hallove konstante:

i B
k“:ﬁ

1z tenzora magnetovodljivosti, koriste¢i uvjet i§¢ezavanja Hallove struje
=0, lako je dobiti njezinu vrijednost:

R _ Gxg _ A
W= ey
(&, &t 5h)B ewn

Da smo u pocetnom razmatranju umjesto naboja elektrona “-e”” uzeli opcenito
g, dobili bismo izraz za Hallovu konstantu:

\
Ru= v

I ——

iz Cega je vidljivo da je predznak Hallove konstante direktno odreden
predznakom nosilaca naboja u sustavu.

U sustavu u kojem u vodenju sudjeluju elektroni () 1 Supljine (h) s
odgovaraju¢im koncentracijama 7. i n» te mobilnostima p 1 ps, dobili bismo:

R _ “k,;‘\.»— “e)}‘
" e(w P+ Nepo)
|

odakle se vidi da predznak Hallove konstante ovisi i o relativnom odnosu
mobilnosti te koncentracija razli€itih nosilaca naboja.

U materijalima s vrpCastom strukturom spektra, popunjenost i topologija
vrpci odreduju predznak Hallove konstante §to je opCenito vrlo netrivijalan
problem za izraCunati (u odnosu na razmatrani slobodni elektronski plin
gdje nema vrpci (tj. samo je jedna) i Fermijeva povrSina je kugla).

npr. (7=300K):

[ Li [ Mo |cw | Ag | Aw| 2w [ca | A |
W[ v we] [-1a |5 |-058 |08 |-om |+0.2 [roe [-0 |
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Toplinska vodljivost

U uvodu je bilo rije€i o stvaranju neravnoteznog stanja koje vodi na
transportne fenomene. U ovom poglavlju fokusirat ¢emo se na transport
topline. Iz iskustva nam je poznato da, ako se dva kraja tijela (promatrat
¢emo metale) nalaze na razliCitim temperaturama, toplina tece s toplijeg
kraja prema hladnijem - uzrok transporta toplinske energije, (gustoce) struje
topline w(r) [J/m?s], je gradijent temperaturnog polja VT(r).

T
T4 a -> - =»> =
< ) 30
/—- > [
\

J
éy Ty 2 T

Koeficijent x naziva se toplinska (termalna) vodljivost. Najvazniji doprinosi
toplinskoj vodljivosti dolaze od slobodnih elektrona (dominira u metalima,
Ke) 1 0d neelasticnih procesa rasprSenja fonona (dominira u izolatorima, ),
K=K+ U ovom poglavlju fokusirat ¢emo se na ke.

Za rigorozan izvod toplinske vodljivosti morali bismo po¢i od
Boltzmannove jednadZzbe. U ovom poglavlju, kao 1 u Drudeovom modelu za
elektri¢nu vodljivost, upotrijebit ¢emo pojednostavljeni fenomenoloski
model koji ¢e dati kvalitativno isti rezultat. Neka je /o srednji slobodni put
elektrona nakon kojeg se dogodi neelasti¢ni sudar kojim energiju preda
reSetci. Promatramo dio kristala u kojem je xo koordinata neelasti¢nog
sudara, a elektroni u nju dolaze s koordinate xo-/o na temperaturi 71 1 xo+/o na
temperaturi 7> , 71>7>. Ra€unamo koli€inu energije predane resetci u xo. Pri
tome valja uzeti u obzir usrednjenja po smjerovima: elektron gibajuci se
prema xo, da bi stigao u izabranu to¢ku sudara, moZze izabrati jedan od tri
pravca gibanja odredena trodimenzionalnoS¢u sustava (x,),z), a duz tog
pravca moze izabrati jedan od dva moguca smjera (lijevo ili desno tj. prema
xo 1ili od xo0) - to unosi statisticki faktor 1/3*1/2=1/6 u izracun struje topline
predstavljene jednodimenzionalnom skicom.
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Ta. - ! P 1. \-;;‘ =1V\-\’)4'E(X°-l,) , ?r" = U X
* Wa ’ W : c - X
M— ) e - =-
A i . W \',:,t = i“\rlE'(xo-}(,) y e X
. | X 6
t } 4 »
Xo=lo Xo X0
2 b W= W+ W, = % wVv (E(!-l.) E(x.u.))x

Razvijmo E(xotl) u Taylorov red do 1. ¢lana u lo: E(x2e) = E(x) * e o% |

Uvrstavanjem u izraz za struju topline (u x-smjeru, u tocki xo) nalazimo:

A QE
W = ——V\e.\fg—x
3 S e _E T _ ¢, W (u=nE;c ;ﬂ)
o ] ) =5
A QT
- —?eg\‘-Cvgx x‘

Ovaj izraz moZe se poopéiti na: W =— K VT(F)

gdje je toplinska vodljivost: Ke = ‘g bve, = % %’ T
Q,=vT
T
E=2Y

Kako u transportu sudjeluju elektroni s Fermijeve povrsine, za v, E i ¢cv
uvrStavamo relevantne veli¢ine iz Sommerfeldovog modela:

Tkgn T

wEve | BEERd SEV—%

pa izraz za toplinsku vodljivost kona¢no poprima oblik: IK.Q, = %1 k,’.,:: i) :

Promatramo omyjer toplinske k. i DC elektri¢ne vodljivosti 6. Njihova veza
izraZena je Wiedemann - Franzovim zakonom:

€ =TT

: : 3 2/ g\ ..
Definiramo Lorenzov broj: [ = == =+ (%) —> const. 2 sve waterijale !
| J
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Teorijski, Lorenzov broj ista je konstanta za sve materijale. Pogledajmo
eksperimentalne podatke (7=0°C) koji pokazuju zadovoljavajuce slaganje:
| Ay [ ac | Aaw ]| ew | Pn | W | 2n |
L/(2Y| s |28 | sac| 00 [ 302 | ton | 3 |

Primijetimo da klasi¢na fizika (ekviparticija energije E=(3/2)ksT,
cv=(3/2)nks) daje £=3(ks/e)*. Razlika u odnosu na kvantni rezultat u okviru

Sommerfeldovog modela vrlo je mala. Razlog je u €injenici da ke~Ercv pri
¢emu se Er pokrati pa rezultat ne ovisi o Fermijevoj energiji.

Temperaturna ovisnost omjera k./c7 = k.p/T (treba biti konstantan) govori o
validnosti Wiedemann - Franzovog zakona za dani sustav. Razmotrimo
sustav Sommefeldovih elektrona na termalno aktivnoj kristalnoj resSetci.
Podizanjem temperature aktivira se rasprSenje elektrona na toplinski
pobudenim fononima &iji prosjeéni broj n ovisi o temperaturi. Sto ih je
viSe, srednji slobodni put o je kraci, lo~1/npn. Procjenu vr§imo iz relacije
Ke~lovev 1 ovisnosti p(7) za danu temperaturu.

a) T«Bp: nema fonona, otpor dolazi samo od rasprSenja na necisto¢ama

€=const., — Ke~T KeS b.\,-t\_/ (W-F 20kow wrijeds)
¢ = comst. T

b) T<0p:
Vg~ T2 = 0wt —» KewTH| Keg
g %3 TS_ T
c) T>0p:

~4
V\?\‘ ~ T -— eo ~ 7T — K¢ ~C°h$t- KL? ~ COV\s't. (W"F l&hﬂ“ \“'{iCA{S
Sy ! 7

~TEX  (W-F 20kom ne srijeds)

v
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Vodljivost u sustavu s vrpéastom strukturom spektra

Postoji mnogo aspekata koje vrpCasta struktura elektronskog spektra unosi u
fenomen vodljivosti u odnosu na slobodnoelektronski plin u kojem nema
vrpci, ili, bolje re€eno, ima samo jednu beskonacno Siroku vrpcu. Kad se
govori o viSevrpanom sustavu s procijepima izmedu njih, odmah nam se
namece pitanje pobudivanja elektona iz vrpce u vrpcu primjenom EM vala
odgovarajuce frekvencije te njegove propagacije sustavom (ukljucujuci
poluvodice 1 izolatore). Takvim pojavama bavi se Siroko 1 vazno podrucje
opticke vodljivosti kojim se, medutim, ne¢emo baviti u okviru ovog kursa.

Zeli se ipak ukazati na jednu fundamentalnu &injenicu koja nije svojstvena
slobodnoelektronskom modelu, a u realnim sustavima s vrpcama dolazi do
1zrazaja:

Potpuno prazna i potpuno popunjena vrpca ne vode elektricnu struju, veé
samo djelomicno popunjena vrpca omogucava pojavu vodljivosti.

Ovu tvrdnju nije teSko razumjeti ako se sjetimo da definicija elektriCne
struje sadrZi sumaciju po svim stanjima valnog vektora, 2xv(k) ~ 2uk. Ako
je vrpca potpuno popunjena, zbog simetrije je uvijek 2xk=0, pa tako i struja
i1S¢ezava. Za djelomicno popunjenu vrpcu ta simetrija biva naruSena
djelovanjem elektri¢nog polja, tj. 2ukf(k-eE/h) # 0, te to vodi na pojavu
konacne struje. Ranije spomenuta slobodnoelektronska slika odgovara
djelomi€no popunjenoj vrpci oko dna disperzijske relacije koja se tamo
moze aproksimirati parabolom u recipro¢nom prostoru (~43).

£
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VII. POLUVODICI

Do sada smo spominjali metale 1 izolatore. I jedni 1 drugi formiraju
elektronske vrpce s procijepima izmedu njih, samo je kod metala najviSa
popunjena vrpca djelomino popunjena, a kod izolatora je ta vrpca prazna ili
potpuno popunjena. Dvije u energiji najviSe vrpce koje odreduje popunjenje
elektronima tj. Fermijeva energija nazivaju se vodljiva vrpca (kod metala
djelomicno popunjena, a kod izolatora prazna) te prva ispod nje, valentna
vrpca (potpuno popunjena). Poluvodici su takvi materijali, koji bi po
popunjenju vrpci bili izolatori, ali u kojima je procijep izmedu valentne 1
vodljive vrpce dovoljno malen da se termalnom eksitacijom elektroni mogu
pobuditi iz valentne u vodljivu vrpcu. Na dovoljno niskim temperaturama
materijal se stoga ponasa poput izolatora, a kad temperatura dovoljno
naraste iz do tad potpuno popunjene valentne vrpce pobude se elektroni u
vodljivu, a u valentnoj time ostave jednak broj Suljina. Na ovaj naCin
kreirani su nosioci naboja koji doprinose elektri¢noj vodljivosti (joS uvijek
puno manjoj od metalne). Ovo su tzv. intrinsicni poluvodici. JoS vazniji za
tehnoloSku primjenu su poluvodici s primjesama - poluvodi€ se dopira
stranim atomima drugacije valencije od mati¢ne. Stanja tih primjesa nalaze
u procijepu vrlo blizu dnu vodljive 1 vrhu valentne vrpce pa se ve¢ na
srazmjerno niskoj temperaturi atomi primjesa ioniziraju i pune vodljivu i
valentnu vrpcu nosiocima naboja, elektronima i Supljinama.

Po kemijskom sastavu poluvodici su najc¢eS¢e monoatomni (npr. elementi
IV. grupe, Si, Ge, Te...), ili binarni spojevi tipa AxBy (X, y = redni broj grupe
periodnog sustava za elemente A i B) gdje je najces¢e x+y=8 (npr. A1B7:
NaCl, A:2Bs: ZnS, AsBs: GaAs, A4«Ba4: SiGe...). U poluvodi¢ima s
kovalentnom vezom (npr. Si, Ge...) kristalna struktura je dijamantna (svaki
atom okruZen je s 4 susjedna), kod onih s ionskom (npr. NaCl) svaki ion
okruZen je sa 6 susjednih suprotno nabijenih, a u dosta njih prisutna je
heteropolarna mjeSavina kovalentne i ionske veze .
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Intrinsi¢ni poluvodici

Intrinsi¢ni poluvodici su oni u koje nisu dodane primjese. Nosioce naboja
¢ine samo termalno pobudeni elektroni u vodljivoj (C) 1 Supljine u valentnoj
(V) vrpci, njihov broj je jednak: Ne=Ni.

METAL I1OLATOR , PoLUVOM Y
“Ek AEk $E,
VOBLIIVA
) C \ C
L e o AR -
Eg > kgt e i B cmmm e

1 L)Y

NV

VALENTNA VvV //%\
[/117/AY m‘; / k&

»
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Na slikama su shematski prikazane strukture vrpci:

(a) metala: vodljiva vrpca je djelomicno popunjena, elektricna vodljivost je
velika 6~10’Q ™ 'm™*

(b) 1zolatora: vodljiva vrpca je prazna, procijep Eg:>»ksT, vodljivost je
ekstremno mala 6~10"1'Q ™ 'm™

(c) poluvodi€ (intrinsi¢ni): termalno pobudeni elektroni u vodljivoj 1
Supljine u valentnoj preko procijepa E.~ 1 + 2 €V, odredeno Fermijevom
funkcijom raspodjele f{E), vodljivost je 6~107> + 10° Q 'm™,

Elektricna vodljivost 6=enp (1 je mobilnost nosilaca), zbog specificnog
nacina termalnog generiranja nosilaca naboja, u poluvodiima je
fundamentalno drugacija nego u metalima. U metalima vodljivost pada s
temperaturom (6~1/T, n~const, pu pada) dok u poluvodi€ima raste
eksponencijalno (c~exp[-E¢/ksT], n raste, p ~const), kazemo da ima
aktivacijsko ponasanje (s obzirom na ulogu procijepa E;).

AS(T)
?ohavo&\' ¢
metal

v-=
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Poluvodicki procijep E; reda je veliCine 1 eV. Eksperimentalno se odreduje
npr. optiCkom eksitacijom elektrona preko procijepa gdje materijal poCinje
apsorbirati svjetlost (koef. apsorpcije a0) frekvencije o kad je An>E;.

[

Napomenimo da je opticko pobudenje moguce kao direktan proces samo
“vertikalno” (na istom k u BZ, vidi sliku) zbog zakona sauvanja impulsa. U
realnim materijalima dno vodljive i vrh valentne vrpce €esto nisu na istom k
u BZ. Pobudenje je 1 dalje moguce kao indirektan proces, ili preko centara
rasprSenja u procijepu (ako energija fotona nije dovoljna za vertikalni
prijelaz), ili istovremenom apsorpcijom fotona (koji dade energiju za
prijelaz) 1 fonona (koji dade potrebnu razliku impulsa).

Poluvodicki procijep E; ovisi o temperaturi (uglavnom sporo pada s
temperaturom) §to opisujemo fenomenoloSkim izrazom:

T‘l
E‘sm = F%(o) ~ o e

.| Eglo) - AT, T«T,
E'%(o) ~dT , THT,

v

( Eg(ﬂ %, T - karakteristike Polu\roo\{ ca
ver- TwAs: Eg=0Me eV, az3.uc. \5“‘%, T°=°J3\L>

| S | Ge |1v\As IQaAS I
A.45C |0.3¢ |OMLE | A.SU
Ay [0.663 |0.35% [Au

Eq() (o]
Es (300¥) [V}

Vrpcasta struktura spektra poluvodica, napose kvadrati¢ni u impulsu razvoj
disperzije oko vrha valentne 1 dna vodljive vrpce, povlaci i pitanje efektivnih
masa, vrlo vazno u fizici poluvodi€a gdje u vodljivosti sudjeluje elektroni i
Supljine s moZebitno razli¢itim efektivnim masama i pokretljivostima.
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Kako je efektivna masa obrnuto proporcionalna s drugom derivacijom
disperzijske relacije Ex po valnom vektoru (zakrivljenost krivulje), zona oko
minimuma/maksimuma s ve¢om zakrivljeno$¢u imat ¢e manju efektivnu
masu 1 obrnuto. Tako razlikujemo “teske” (h) 1 “lake” (1) elektrone 1 Supljine.

Effective mass, m/m,

Group Crystal E, eV Electrons Holes

v C 5.3
Si 1.1 m; = 0.97,m, = 0.19 0.5,0.16
Ge 0.7 m; = 1.6, m, = 0.08 0.3,0.04
o Sn 0.08

-V GaAs 1.4 0.07 0.09
GaP 2.3 0.12 0.50
GaShb 0.7 0.20 0.39
InAs 0.4 0.03 0.02
InP 1.3 0.07 0.69
InSb 0.2 0.01 0.18

[I-VI Cds 2.6 0.21 0.80
CdSe 1.7 0.13 0.45
CdTe 1.5 0.14 0.37
ZnS 3.6 0.40 5.41
ZnSe ad 0.10 0.60
ZnTe 2.3 0.10 0.60

IV-VI PbS 0.4 0.25 0.25
PbSe 0.3 0.33 0.34
PbTe 0.3 0.22 0.29

Shematski prikaz okoline dna vodljive

l?ce) (Ec) i vrha valentne vrpce (Ev):
E‘: =E b 4
2 o E

WA,
\+'/> y c BT o= e s s Es = E.-Ey
2L

ﬂr
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Broj elektrona u vodljivoj 1 Supljina u valentnoj vrpci odreden je Fermi -
Diracovom raspodjelom, a kako Supljine nastaju pobudivanjem elektrona,
nalazimo sljedecu povezanost raspodjela elektrona f.(E) 1 Supljina fi(E):

4
(&)= ———— )
= -feeﬁ W = 0

4
Q=T
_ | W CGCEF-EV).;Q
£&) + fe&) = 4
takoder : fe(ecb

A
CB(Ec'EF‘ 49

Ev+Ee

Ne =N = £ = £&) = E =5

Fermijev nivo u intrinsi¢nih poluvodi€a (na 7=0) nalazi se u sredini
procijepa.

Elektroni pobudeni u vodljivu, kao 1 Supljine u valentnoj vrpci, u reZzimu
standardnih radnih temperatura rijetko su naseljene (E.»>ksT, njihov broj je
eksponencijalno malen) te se ne nalaze u rezimu jake degeneracije kao npr.
elektroni u metalu. Stoga se Fermi-Diracova raspodjela za opis elektrona u
vodljivoj fe(E) 1 Supljina u valentnoj vrpci fi(E) moZe aproksimirati
analogonom Boltzmannove raspodjele (+1 iz nazivnika F-D raspodjele
moZe se zanemariti). Takoder, vrijedi fe(E) + fu(E) = 1.

4 _E-€Es +EE—€
OV ——— e T 5 LeplEr x> € BT

eG(E‘E;) *x

Na primjer, broj elektrona na dnu vodljive vrpce odreden je s:
Eeg-E _ Es
fe(Ec\:C LT - e T

Koristec¢i aproksimativne izraze za raspodjele, nalazimo broj Ne 1 Ni:

% 2 _E-Es

E, 32 EE’EV
N, =(9,®8dc = 5(2FmikeT) e ot . uz:
(AR ) ] 2% =
k -S“ k '\' &.3 ) m.e.kj:)'mc-k(E-EC.V)

ge,k(E) = 42




Definiramo intrinsicnu koncentraciju nosilaca:  w; = \l Ne Ng,
Iz jednakosti N. = N» nadalje slijedi zakon djelovanja (akcije) masa:
3 S _ _Ea_ _E
V\;=%(L‘T‘tﬂ'> (Wewi) e 2T n;=CT3e wr

1 1 L ¢ )

kavn\dulu\'i\a. Mad'etiiq.\&

te izraz za polozaj Fermijevog nivoa na kona¢noj temperaturi:

E
_— g iE‘ M < Wy,
+
®
1 ] }Ev mc>m\~

'S

koji ukazuje da se Fermijev nivo na kona¢noj temperaturi mice od sredine

procijepa ako postoji razlika elektivnih masa elektrona i Supljina.
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1z izraza za n{(T) moZze se eksperimentalno odredivati E(0) iz nagiba pravca

metodom linearne regresije:

L Eql©) 4
bon, =~ A - 0%

napomena: A je priblizno konstanta

jer smo zanemarili temperaturnu ovi- -
snost s potencijom 3/2 koja je puno §
slabija od eksponencijalne.
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Poluvodici s primjesama (ekstrinsi¢ni)

U intrinsi¢ni poluvodi€, uglavnom Si ili Ge, postupkom dopiranja unose se
supstitucijski atomi primjesa u koncentraciji nekoliko redova veli€ine vecoj
od intrinsiéne (npr. u Si s 7~10"%cm™ doda se N~10'*cm™ atoma
primjesa). Primjese mogu biti donori (peterovalentni atomi, npr. P, As) ili
akceptori (trovalentni atomi, npr. B, Al). Stanje svake primjese formira se
izvan poluvodicke vrpce, u procijepu izmedu dna vodljive 1 vrha valentne
vrpce. Pri tome je stanje donora Ep vrlo blizu dna vodljive, a stanje
akceptora E4 vrlo blizu vrha valentne vrpce. Stanje donora (peterovalentni
atom) sadrzi jedan ekstra elektron, a stanje akceptora (trovalentni atom)
jednu ekstra Supljinu. Vrlo malom energijom ionizacije Ein~0.01eV (100K)
elektron s Ep se termalno pobudi u vodljivu vrpcu, a elektron iz valentne
vrpce popuni Supljinsko stanje E4 1 time ostavi Supljinu u valentnoj vrpci.
Na ovaj nacin broj elektrona i Supljina u vodljivoj 1 valentnoj vrpci znacajno
se poveca, srazmjerno koncentracijama primjesa. Poluvodi¢ se moZe
istovremeno dopirati s Npdonora 1 N4 akceptora, a konacni tip poluvodica
odreden je odnosom Nbp i Na: n-tip (Np > Na) ili p-tip (Np < Na).

NI S
o

7N

E
Ko N >{\ p.%
Hole \q’ ﬁ (
N 2N \ \ . e
gj / Gr—==—===- (sredina yroa“e\m)
\ /Gax
oo J& i
7N

00000

Energije Epi E4 odredene su energijom vezanja otpustenog elektrona ili
Supljine koji se spram mati¢nog iona primjese ponasaju analogno
vodikovom atomu, ali s drugacijom (slabijom) dielektricnom konstantnom &:
svojstvenom kristalu u kojem se elektron nalazi (S1). Analogno Bohrovom
modelu, energija vezanja je (npr. za donor):

A /wmE\ e'Ywm we
E. = — _e) =€ _ .004eV 20 —£%20.2 C.2\43
DT gl\We/ 2(umem) : e N
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To je ujedno i red veliCine energije ionizacije. MoZemo smatrati da su na
sobnoj temperaturi ks7~0.025eV sve primjese ionizirane.

Oznacimo s n koncentraciju negativnih nosilaca naboja, a s p
koncentraciju pozitivnih pri ¢emu je jedna od njih ve€inska. Te
koncentracije odredene su izrazima:

- koncentracija vecinskih nosilaca:

+ Ny = 'P"'“b

n
Vi = -'?-_[u,-n“ {0y - 4y ] (n w-1p)

- koncentracija manjinskih nosilaca:

B 2

V\.P =Y

Zakon akcije masa i razmatranje kojim smo ga izveli vrijedi i za dopirane
poluvodice te drugi izraz slijedi direktno iz njega.

Dodavanjem primjesa, tj. njthovom ionizacijom, Fermijev nivo Er se
pomice u odnosu na sredinu procijepa Ei. Pomak je odreden koncentracijom
ve€inskih nosilaca, ozna¢imo ju s N (moZe biti » ili p):

[ |Ee-Eil = kyT L
Za n-tip Er se pomiCe prema Ec, a za p-tip prema Ev.

Ovisnost koncentracije nosilaca o temperaturi pokazana je na slici (za n-tip):

AN | |
1 1
1 1
I |

Nyt ’ i
[ eksteinsiéns 1 intringient

I

]

 J

o 'i'Fo

N

T

Na Tro~100K (“freeze-out”) dolazi do ionizacije primjesa 1 aktiviraju se
dopirani nosioci (ekstrinsi¢ni rezim). Na dovoljno visokoj temperaturi
(eksponencijalno) se povecava broj intrinsi¢nih nosioca te koncentracijom
preuzmu dominaciju nad onim dopiranim (intrinsi¢ni reZim).
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Elektri¢na vodljivost i magnetovodljivost

Izrazi 1 koncepti izvedeni za (magneto)vodljivost u metalima mogu se
primijeniti u poluvodi¢ima, ali treba paziti na njihove specifi¢nosti,
ponajprije na temperaturne ovisnosti relevantnih veli€ina i puno manje
koncentracije nosilaca te ¢injenicu da u poluvodi€ima vode i elektroni i
Supljine ¢iji se doprinosi vodljivosti zbrajaju.

- ; 1 ; e
GenL - .?e,k“'e.kf’\e\k, A A =essh 2 b o= G'e."'ek,

R, = DAL - wae
e(wpe + )"

Ovo opet navodimo da skrenemo paznju na jednu od tih specifi¢nosti: bitno
drugaciju mobilnost nosilaca naboja u=ez/m nego kod metala. Razlog je u
bitno drugacijem mehanizmu rasprSenja koje odreduje relaksacijsko
vrijeme 7=/o/v. Kod metala je ono odredeno Fermijevom brzinom jer su

elektroni u metalu u reZimu jake degeneracije. U poluvodi¢ima oni su
rijetko naseljeni i ponaSaju se gotovo klasi¢no u smislu ograni€enja na
stanje rasprSenja - nema jedinstvene brzine koja odreduje relaksacijsko
vrijeme. Za procjenu ¢emo upotrijebiti srednju vrijednost iz kinetiCke

teorije plinova: .

e (,(T) T—"gh-

~

G

A =2

TM :%k‘-‘- '—__>

Brojni su opticki efekti vezani uz postojanje aktivne vodljive i valentne
vrpce u poluvodi¢ima, poput fotoapsorpcije, eksitonske apsorpcije,
fotovodljivosti, luminiscencije, Gunnovog efekta itd. za koje na Zalost nema
prostora u okviru ovog kursa. Upravo velik broj razli¢itih mehanizama koji
proizlazi iz njihove vrpCaste strukture 1 drugih svojstava €ini poluvodice
tehnoloski iznimno vaznim materijalima.
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Difuzija*

Proces difuzije, gdje je struja Cestica izazvana gradijentom njihove
koncentracije, spomenuli smo kod transportnih fenomena, a iznimno je
vazan u fizici poluvodi¢a pogotovo kod kreiranja p-n spoja gdje razliCite
koncentracije nosilaca dolaze u kontakt. Fizika sustava odredena je
Jjednadzbom difuzije 1 jednadzbom kontinuiteta. Struja difuzije Cestica je
j~=-DVn, a naboja j=gj., gdje je D difuzijski koeficijent odreden
Einsteinovom relacijom D=pksT/e, a n je koncentracija Cestica. Ako je vise
vrsta nosilaca, doprinosi struji se zbrajaju. Radi jednostavnosti, ilustrirat
¢emo proces difuzije u 1D modelu za jednu vrstu nosilaca (elektroni) kojeg
nije tesko poop¢iti u kona€nom zakljucku. Uz difuzijski, pri konaCnom
elektriénom polju E postoji joS 1 driftni doprinos elektri¢noj struji -enpE pa
je ukupna struja:
l—a = eb%’;‘-- enmt |, g =eT:E-

2
~jedn. Kontinuiteta 9p/ot-+V§=0; (Br), =22 - w20

-en

Drugi proces koji definira koncentraciju nosilaca je njihova rekombinacija
(anihilacija e 1 h dovodenjem u kontakt) s relaksacijskim vremenom 7’:

CLS Y et L T - po¢ koncentracij
M)K__ = ; (no - poCetna koncentracija)

pa je ukupna vremenska promjena koncentracije odredena s:

MY _ () . /9N Mm _ .9 _ , 2AnE) wn-n, JebwAdita
'E)"(“T);("’T)R = 3t =Dox ?x T , MPURQE

JednadZba difuzije parcijalna je diferencijalna jednadzba s rjeSenjem
odredenim rubnim uvjetima.

n 1L,>4>0
Bez ¢lanova koji odrzavaju
neravnotezno stanje, pocetna
koncentracija u vremenu bi
difundirala u prostor do
ostvarivanja homogene distribucije. xo
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Zanima nas upravo suprotna granica, stacionarno rjesenje (vremenska
derivacija je nula) uz zadane neravnotezene uvjete jer ono odreduje struju.
Postavimo model u kojem u x=0 konstantno odrzavamo ekstra koncentraciju
An=n-no 1 pusStamo proces difuzije, driftni proces i rekombinaciju duz x>0.

a) stacionarno rjeSenje s E=0:

X
Sn an . R
bm -4 S° D Aws= Ae ™Y ; L,z{dU DIFV21|SKA DULNINA
- L» _[D
% th ot b\F“%“(kﬂ BR2IWA
D jy=-ehnyy = -AelZ e T WFoAsE4 STe0)4

b) stacionarno rjeSenje s E=const.:

3 -y —
WER R 0 D an=Ae b, pslndfoacy
> MELy

Oblik rjeSenja (a) 1 (b) je isti, ali u (b) nam efektivna difuzijska duljina Lo/y
(y<1) ovisi o polju E i dulja je od one s E=0.

injekcija
elektrona ™

Q—LD—Q

Difuzijsko-rekombinacijski proces i dalje se dogada, no polje ga “odnosi”
dalje duz x-osi i time efektivno produljuje difuzijsku duljinu.




127
VIII. DIELEKTRICNI ODZIV

Promatramo sustav karakteriziran veli¢inom w(r,?) izloZen vanjskoj smetnji
karakteriziranoj potencijalom V(r,f) odnosno odgovaraju¢om potencijalnom
energijom @O(r,¢). Veli€ina w promijeni se zbog utjecaja potencijala te
nastaje inducirana promjena Aw (w — w+Aw). Tu pojavu nazivamo
odzivom (odgovorom) sustava na vanjsku smetnju, a funkciju koja opisuje
vezu pobuda-odziv nazivamo odzivnom funkcijom. Opcenito to je
susceptibilnost sustava: kompletan mikroskopski opis djelovanja smetnje na
sustav nalazi se u makroskopski mjerljivoj susceptibilnosti. Izracun
odzivnih funkcija iznimno je sloZena nelinearna teorija, ali u granici male
smetnje, mozemo formulirati tzv. teoriju linearnog odziva u okviru koje
spomenutu vezu pobuda-odziv mozemo napisati u obliku:

\4
AW = (deae x (F-7,-¢) G

(weaw)g AW(Fe) = X(F,0) F0)

gdje je x susceptibilnost tj. odzivna funkcija. U opCenitoj formulaciji u
realnom (r,?) prostoru susceptibilnost je konvoluirana sa smetnjom (u
integralu) 1, u nacelu, vrlo teska za izraCunati. Ako je sustav translacijski
invarijantan (po r i ¢), odziv se moZe formulirati u recipronom (q,®)
prostoru. Benificija reprezentacije problema u recipronom prostoru je
ocigledna: Fourierova transformacija konvoluciju funkcija svela je na
produkt njihovih Fourierovih transformata.

Kristal, kao medij sastavljen od pozitivnih iona i elektrona, odziva se na
primijenjeno elektricno polje redistribucijom tog naboja - to se naziva
dielektricnim odzivom. Odziv na magnetsko polje 1 pojavu magnetizma u
materijalima razmatrat cemo u sljedeCem poglavlju. Pocet cemo
razmatranjem Maxwellovih jednadZbi u mediju. Na mikroskopsko
elektri¢no, i1li magnetsko polje promatrane Cestice f (“free”-slobodni naboj
ili struja) medij se odaziva induciranjem mikroskopske elektri¢ne
polarizacije, ili magnetizacije na razini atoma/molekula medija ¢ijim se
usrednjenim djelovanjem modificiraju 1 sama makroskopska polja.



npr.:
- elektri¢no:
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VEE) =12,y ~F (W< D)
V[eE+n<Bu0] = N<20)

S ¢
V[eE+*] = %
)
=D
sx@ = A + ¥ x (N <My,0)
/x. wmol,
= (-’)_ " >:| - W e
Vx[/“ h< L\\;ol <Amo|>
= (-.) - -
VX[/‘, —M] - Ag
=H
= Maxwellove jednadzbe:
- u vakuumu: - u mediju:
Gauss, el.: V-E = %‘i VD =%
Gauss, mag.: VB=o0 V-B=o
Faraday: VxE =—2—B VxE =—2—E
. - -p - - (-AE - - -_. Q-B
Ampere: VxR _/xo(h-l-i,at VxH ot o
€=c+ag | ag=-V% § =T o AK='V'*"**3—:
D=%.E +P = %, (1+%)E 2 =p (Re®) = (a4 DA
3D =€E , £=5.8. ¥R =R, B Mope
Te= A4 X, - rerwmitivnost M =4"'_’f‘“ - I’“”"k“““t
2 = ™ = H
P =tXeE 0. suscephbiluogt S SR wag, suscegilloilinost
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napomena:
Elektri€no polje E 1 magnetsko polje (ili “magnetska indukcija”) B
fundamentalna su polja, a dielektri€ni pomak D 1 magnetizirajuce polje H su
izvedena da bi se na makroskopskoj razini uveo doprinos medija. Medutim,
buducdi se eksperimentalno moze kontrolirati E (vanjskim naponom) 1 H
(vanjskom strujom), u literaturi se Cesto susrec¢e konvencija odabira para

(E, H) kao fundamentalnih polja.

(1) METALI

Metale ¢emo modelirati u okviru tzv. “modela Zelea” (“jellium model”):
ionska reSetka modelira se kao 3D nepomi¢na homogena pozitivna
pozadina (Zele) u kojoj se nalazi negativan elektronski plin (sve zajedno
elektricki je neutralno). Za razliku od modela slobodnog elektronskog plina,
gdje su elektroni tretirani kao nenabijene Cestice, sada uzimamo u obzir
njihove dugodosezne kulonske interakcije. Iako globalna neutralnost
sustava postoji, lokalno, ako dode do promjene gustoce elektrona, kulonske
interakcije dolaze do izraZaja. Kao rezultat o¢ekujemo ono zbog Cega je
model slobodnih elektrona 1 davao dobar opis odredenih svojstava metala, a
to je koreliranost u smislu zasjenjenja kulonske interakcije na velikim
udaljenostima, a izrazenu elektron-elektron repulziju na malim.
Pretpostavimo nadalje translacijski invarijantan sustav tj. da mozemo
1zvrsiti Fourierovu transformaciju veliina 1 iz realnog (r,f) prostora prijeci
u reciprocni (q,®) prostor.

. .. . - l&(f-’l'")
- kulonski potencijal elektrona W(r): V-9 = ——=—y ZV;

- Fourierov transformat V(q): 1

V-E =-—5('r) L
_vV(f)-__é(r) ; Ve = %“i"- , =3 e’
1

“

2 |a-r____§_ 9-"
iy gy

2 e 13-% o e
FTwg]e¥ =0 > kX
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Pretpostavimo da se u sustavu promijeni gustoca tj. da se uspostavi p:.
Konsekventno dolazi i1 do induciranja gustoce Ap zbog potencijala (odnosno
potencijalne energije) koju stvori ps, pa je ukupna gusto¢a naboja p=ps+Ap.
Nalazimo se u mediju (“jellium”) koji se na taj nacin odziva na izazvanu
smetnju, a Sto ¢emo modelirati dielektricnom funkcijom e=eoe:, gdje je €0 =

dielektri¢na permitivnost vakuuma, &: = (relativna) dielektricna

permitivnost materijala.

PP
L cE = ;
= -> - - —L: + :4—-
V) V(EOE): ¢ = V'E :% €« §,-(' A = |Ag (gf 1)%'

[NDUCIRANA QUSTOCA

- ukupna potencijalna energija: CP = e
T

(=2¢V 5 & =-eV 2 1 ddden)

1. Thomas-Fermijeva granica (staticka granica)

Pretpostavimo da je smetnja V(q) koja djeluje na elektronski sustav staticka
(0=0) 1 u dugovalnoj granici (q<kr). Tada je valna duljina puno veca od
konstante reSetke (A>a) pa moZemo smatrati da se elektronski plin lokalno
po dijelovima (preko puno WS ¢€elija) nalazi u priblizno homogenom
potencijalu s lokalnom Fermijevom energijom. Nadalje, budu¢i je smetnja
statiCka (ili barem puno “sporija” od procesa kojim se elektroni
redistribuiraju kao odziv na nju, a koji su kakterizirani Fermijevom
brzinom), moZemo smatrati da se sustav stalno nalazi u TD ravnoteZzi tj. da
se lokalni kemijski potencijal Er» (Fermijeva energija na 7=0) izjednaci u
svim dijelovima sustava - taj proces vodi na redistribuciju gustoce naboja
(t). induciranje gustoce).
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AE Een = Em=Eg+ d 4E

Il_l 1 1 AS

1 :\___._J 1
: —_— ;"."'./\ ,. . .,I Ee

¢

‘Q(ﬂ

Procijenit ¢emo induciranu gustocu elektrona zbog redistribucije - vodimo
raCuna da lokalni pozitivni prirast ®(r) vodi na smanjivanje gustoce
elektrona na tom mjestu tj. Ap ~ —®. Nadalje, smetnja je mala u odnosu na
Fermijevu energiju, relevantnu gustou stanja mozemo aproksimirati
konstantnom na Fermijevoj energiji gr. Takoder, mora se voditi raCuna da je
promjena potencijalne energije koju elektroni osjecaju zasjenjena u odnosu
na vanjsku smetnju tj. @/e:.

- - l: THOMAS- FERN)
ag = (-e)3¢ (g) = Qf =41+ {: DELELTR\ENA
% T_ -e\ e ; FuneyJA
4 i el
(E -1)?3 ® el _ | e*as .TwomAs-teERN|
kye = s ' VALNL VE¥TOR

Recipro¢na vrijednost Thomas-Fermijevog valnog vektora kr= ! javlja se u
problemu kao nova karakteristicna duljina - duljina zasjenjenja kulonske
interakcije:

i E ET. -e
- nezasjenjeni: Vg = 9} Vo = e (dwtfsev\c“a— & dupodosetnott 1)
L LIRY ® -

- zasjenjeni: Vy = i: ol i;,

0 e mL_om e kv
Y ERae, T T Ve e
) f
krr uklanja divergenciju Yukawin potencijal - na udaljenosti r>krr !

za male g—0 potencijal je eksponencijalno potisnut.
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IzraCunajmo odziv “jelliuma” ako u njega ubacimo jedan ekstra elektron:

\ 7 - ~lepp
s=(zN% =(J|E )0 =+emig > Mo~ses

<

Na ubaceni naboj -e sustav se odazvao induciranjem +e naboja lokaliziranog
uglavnom oko ubadene smetnje, unutar kugle radijusa kz= . Potencijal
smetnje time je zasjenjen na udaljenostima veéim od k7 . Na taj nadin
svaki elektron u “jelliumu” moZemo promatrati kao smetnju na koju se
sustav odziva. Kao rezultat dobivamo o€ekivanu koreliranost: elektroni na
udaljenostima veéim od kr+ * se ne “vide” i ponasaju se prakti¢ki kao
slobodne &estice bez naboja. Na udaljenostima manjim od kr %, §to je
priblizno radijus WS ¢elije u kristalu, oni se kulonski odbijaju.

Potencijalna energija elektrona u “jelliumu’:

@9.: -CV;.TF) . € t S > @ = LS = cowst.

) a
\ iy
(TH
. &7

TN

° h'I'F !

Problemati¢na divergencija u g—0 granici, vezana uz dugodoseznost
kulonske intrakcije, je “odrezana” u T-F aproksimaciji. Ovo je vrlo vazan
rezultat dugovalne staticke granice “jellium” modela, temelj za modeliranje
fizike metala predstavljene u okviru ovog kursa, temelj za uvodenje
koncepta tzv. Fermijeve teku€ine i drugih vaznih modela.
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II. Granica elektronske plazme (dinamicka granica)

Zamislimo da sve elektrone u “jelliumu” kolektivno pomaknemo u istom
smjeru za iznos X u odnosu na pozitivnu pozadinu. Time smo formirali
makroskopski dipol P iznosa enx, n je koncentracija elektrona. Zatim
pustimo elektri€noj povratnoj sili da elektronski podsustav vrati prema
poloZaju ravnoteze. Nastaje kolektivno koherentno titranje cijelog
kondenzata elektronskog plina, poput titranja plazme. Kvanti ovakvog
titranja nazivaju se plazmoni 1 spadaju u elementarna pobudenja u metalima.
Vazno je primijetiti da u ovom razmatranju nema slobodnog naboja tj. p=0.

Pe-end (PVXN9)

=£oiv-€
=0 =D €.(NE =0
? & f..,('*’)l =0
_8_.#0 w:u‘,

Maxwellove jednadzbe, tj. polja koja iz njih proizlaze, zadovoljene su ako
dielektri¢na funkcija iS€ezava (bar) na nekoj frekvenciji ®=w,. Odredit cemo
ju iz jednadZbi gibanja za elektron u prikazanim uvjetima:

wxX eE
t—3 ) LY
-,X’ . e "'-P. :w?
T wmE, g = 2 FRELVENC(|A
" " en . _ . - |en J
XX = :c (-enxx) = X +g.mx =0 ; W= ELELTROMALE

L Y&™M  TalAnE

Gibanje elektrona opisano je jednadzbom harmonickog oscilatora koji titra
svojstvenom frekvencijom wy. To je frekvencija titranja elektronske plazme
kao kolektivnog, koherentnog gibanja cijelog elektronskog kondenzata.
Tipiéni red veligine frekvencije plazme je wy~10'°Hz (vidljivo i UV
podrucje).
|LC|N&|K|25|
w?[\o"’ "y I A2 I 0. 39 I 0.59 | 0,56 |
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Ostaje izraCunati dielektriCnu funkciju elektronske plazme. Poc¢i ¢emo od
Maxwellovih jednadzbi za nemagnetski metal (u=1) pod utjecajem ravnog
EM vala. Takoder, pretpostavimo da EM val ne vrsi polarizaciju kristalne

reSetke (pomak iona) tj. da je odgovarajuca dielektricna konstanta eR=1.

i das VE gD
V-B =0 ~ = .3
V xE ;_:—: -V'x @ Vx(Vx E) = a—t(VXB> (%)
425 _a ]
LVxB =, +€, 6,35 —
P = (Y =SE)
2 Af TE
®: -VE = -/kog.a—t —ftoﬁo 3¢
; — 2 (kF-iwt - = +E
-upadni EM val: E(%t) = E e ! > V'E=-VE, .a—f-.=-°°E
Uvrstavanjem u gornju jednadZbu nalazimo:
EE: LWSM, +p.8 0" E = = = k
[iogm +ptut] i [ = ‘ TeTe» .
=& M)  Disee
BeadA EM VALA (MAwwon): C = = ‘l' £V \,f\t'iA
Beawh EM VALA (MEdY): U= ) Y(,Ewl JAy€e t INDEES LOWA

- . .y .. 6
Nasli smo dielektri¢nu funkciju: o0 =1+

U vidljivom i UV podrugju u kojem je karakteristi¢na frekvencija w,~10*°Hz
je ot>1 pa moZemo koristiti pribliZzni izraz za vodljivost:

« S, - etnt
©(w) = (m‘.)’-+ ‘ot ? S ==

S B4 SRy HIERE

| 2’{ T—e]I > 3u§e,n:‘c plazmona (zanemarujemo)

wt
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S
€ (W) =1~ =P DiELEETRAA FONKCYA ELEXTROMMLE PLARMG
|

s |

Vidimo da se u izraCunu pojavila upravo karakteristi¢na frekvencija wy 1 da
upravo za o=wp dielektricna funkcija e«(®p)=0 - time su zadovoljene

Maxwellove jednadZbe koje dozvoljavaju rjeSenje u kojem za p~=0 imamo

kona¢no elektri¢no polje i polarizaciju.

Dielektricna funkcija direktno odreduje indeks loma EM vala (svjetlosti) u

mediju n(w)=Ve{), ovisan o frekvenciji EM vala:

- za ®<wp: e{®)<0, n(w) € I = guSenje EM vala u mediju (refleksija)

- za 0>yp: £+(0)>0, N(w) € R = propagacija EM vala u mediju
(transparencija)

Plasma

«— edge

U.l'

Koeficijent refleksije (R) je prakticki 1 sve do granice plazme o, kad
pocinje apsorbiranje EM vala na plazmonima.

Razmotrimo limes:

(¢]
: , A A543 Y on"
A = .- = {2 it Sl U | R N | T
L o0 = b (515 = b 22570 = b oh5 ~ Umg #0
%—>0 %—>0 >0 Q>0

Za infinitezimalno malu pobudu p+—0 dobivamo konacan odziv Ap#0 - to je
indikacija da se na toj frekvenciji nalazi svojstveni mod sustava (poput npr.
matematickog njihala bez trenja - vlastitom frekvencijom titra bez tjeranja).
Plazmoni su svojstveni modovi kolektivnog titranja kompletnog kondenzata
elektrona u “jelliumu” (poput npr. fonona za kristalnu reSetku).
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III. Opcenito o odzivu sustava interagirajucih cestica - RPA

U IiII razmotrili smo stati¢ku 1 dinamic¢ku granicu odziva elektrona u
“jelliumu” na EM smetnju. Ovo se razmatranje moZe poop€iti, a navest
¢emo samo rezultate koji se mogu naci u okviru raCuna smetnje, ili nekom
drugom metodom fizike mnostva Cestica. Podimo od sustava bez e-¢
interakcije gdje elektroni popunjavaju Fermijevu kuglu na 7=0. EM
interakcija (foton) pobudi elektron iz Fermijevog mora u viSe stanje, a na
njegovom mjestu ostane Supljina. Taj par nakon nekog vremena se anihilira
(rekombinira) u foton. Ovaj osnovni proces e-h pobudenja smetnjom

®(q, o) valnog vektora q 1 frekvencije o predstavlja temeljni odziv
neinteragirajuceg sustava.

Pripadajuca susceptibilnost dana je Lindhardovom funkcijom:

. £(EE) ~ $(EET))
XQ(S_'“‘) e ez ‘\'\w-l—E('\Z)—E(i...'i)-\»ir » ¥Y—O0

gdje je E(K) slobodnoelektronska energija, a €iji izracun nije jednostavan
problem, pogotovo na kona¢noj temperaturi koja ulazi u raun kroz
Fermijeve funkcije u brojniku.

Formulirajmo sada susceptibilnost sustava s e-e interakcijom ¥ koja
vanjskoj gusto€i naboja pr daje potencijalnu energiju ®@:=Vps, pri Cemu je sve
ovisno o (q, ®). Ranije smo pokazali:

¢=Vgc
\ A% J, A% $
6¢=(5-1)% SREEE SRR ~

v

Odzivna funkcija (susceptibilnost) koja veze fizikalno mjerljivu vanjsku
pobudu @: s induciranim odzivom Ap nazovimo ¥, tj. Ap = x®+. Tada gornji
izraz za dielektri¢nu funkciju moZemo pisati u obliku:

q
E-‘I+Vx.

Nadalje, formuliramo pomoc¢nu susceptibilnost ys, tzv. “zasjenjenu” koja
predstavlja odziv na unutras$nje ukupno polje @sr koje je nemoguce mjeriti.
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To je konstruirana veli€ina koja ¢e nam pomoci izraCunati trazeni odziv s e-¢
interakcijom uvodenjem odredenih aproksimacija. Definiraymo:

X Eb_? =b_?=8-x'_ _ Xser
= ‘btf %{f B _>x_8'r

te uvrstimo u gornji izraz:

- X see
€ - A1+V Cx

= €= 4 - Vg

e

U ovom koraku uvodimo aproksimaciju slucajnih faza (“random phase
approximation” - RPA) koja konstruiranu zasjenjenu susceptibilnost u
gornjim izrazima aproksimira susceptibilnoS¢u neinteragirajuceg sustava yo:

RPA: Xge X = | € = 1 - Vxo
== Xo
X‘4—Vx..,

Dobili smo (aproksimativne) izraze za sustav s e-e interakcijom izraZene
preko susceptibilnosti za neinteragirajuci sustav. Odmah upada u oci
modifikacija neinteragiraju¢eg odziva uvodenjem interakcija:
neinteragirajuca susceptibilnost podijeljena je tzv. Stonerovim faktorom
1-Vy0, koji je u principu manji od 1. To dovodi do pojaCanja interagirajuceg
odziva u odnosu na neinteragirajuci. Susceptibilnost je mjera fluktuacija u
sustavu, te ako 1-Vyo— 0, divergencija susceptibilnosti i indicira
nestabilnost postojeceg osnovnog stanja sustava i tendenciju interakcija da
uspostave novo osnovno stanje drugacije simetrije - FAZNI PRIJELAZ.
Budu¢i da 1 interakcije 1 susceptibilnost ovise o (q, ®), moZemo naslutiti da
u =0 (staticka granica) mozZe doci do faznog prijelaza favoriziranog onim
valnim vektorom za koji je Stonerov faktor najdivergentniji. To se doista
dogada u sustavima anomalne dimenzije (jake anizotropije pa se mogu
tretirati kao kvazi-jednodimenzionalni ili kvazi-dvodimenzionalni) i opaza
kao val gustoce naboja ili val gustoce spina, ili za polupopunjenu 2D
kubicnu reSetku Sto tipi¢no rezultira antiferomagnetizmom.
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napomena:
U “jellium” modelu yo odgovara procesu pobudenja e-h para fotonom i
njihovoj anihilaciji u foton. U kvantnoj teoriji polja to se moZze predstaviti
Feynmannovim dijagramom:

e a
% (3 o) j kg kreacijn e-%
653 (iu) ) N\'&< X

———— t

3 N ‘e
}M e
Le

R . f k . . . . k .o [ o q
azvoQj 1a tora Zasjenjenja Iintera C1c a = AN

ekvivalentan je lancu dijagrama Ow ¥ OWOW & s

Sto je proces zasjenjenja kulonske interakcije validan u sustavima s velikom
gusto¢om elektrona (kreacija-anihilacija je najvjerojatnija da se dogodi prije
nego drugi moguci procesi).

awlilocije e-b

o€

=4+ VX + (Vx.)"-t-

Lindhardova dielektricna funkcija:

B et £(EE) - $(E(E+3))
(g ) =4- i"iz-l:zs Yo +E®) -E®R+7) +iy

L J

oo Na grafu je prikazana domena faktora

zasjenjenja interakcije 1/ex(q, ®) s
istaknutim podru¢jem mogucih e-h
pobudenja (dozvoljeno zakonom
saCuvanja energije za E(K)=h%?2m) i

Plo.zuoh

izoliranom plazmonskom granom
(disperzijom).

1!’0
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Iz Lindhardovog izraza mogu se izvesti Thomas-Fermijeva granica i granica
plazme koje smo ranije pokazali. I jedna 1 druga su u dugovalnom limesu pa

koristimo razvoj Fermijeve funkcije po malom g«:

% - fany 'r-;('}("'i':%

te Ee- by = B E-S13 3K

- Thomas-Fermi (0=0):

I - fe-fe4q
gf(i) - 1 €. 1‘% Fe - £t43

-3.3%
o et 1N
= 1 Wit c.ztz 2 =

€.f’ a"t.s : '5/"
S/
=N
— g _ ke
+ =4 +==
1 e.zt 1 2'. V
- granica plazme:
_ 4 e fe-fe4g
Eded= 1 G.f'tzs fw + Fp ~Etag
%
=1+ &t iﬁ_f
2 )
CLothw £ 94— :tw"‘l
~f + & S 320, o
=4+ €.t kW tzsi“ (“' it t"')
3 IR f.‘e;Tf\w g i:—% ::—w‘.-ci 3 poreijllne sumirety
¢ s
M . R
g
=n
®°
exn — w
=4{- f.‘.m_w" =1{- :.

wr/

(%= W)
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(2) IONSKI KRISTALI*

EM val (elektri€no polje E) veZe se na dipolni moment jedinicne celije
ionskog kristala p (uzrokuje pomake pozitivnih (+q) 1 negativnih (-q) iona u
1 v te tako inducira dipol p=g(u-v)) - gledamo vibracijski odziv kristalne
reSetke na vanjsku pobudu, odnosno vezanje EM vala na fononske modove.

E . aw [@=ck (EM)

- E —+ ‘o

. «i—
Q0 Q 0 Q PN ‘;O_i A
QoQaQo
6090 90 .

Buduc¢i je brzina svjetlosti ¢ puno veca od brzine zvuka vs, do vezanja EM
vala (EM) dolazi samo na opti¢ke fonone (O) ¢ija rezonantna frekvencija
®,~10"3+10""Hz ukazuje da ¢e se EM val koji interagira s reSetkom nalaziti
u IR podrugju spektra. Valna duljina EM vala koja odgovara tim
frekvencijama je A~10°+10°A odnosno oko 10°a, dakle puno veéa od
elementarne Celije a. Zbog toga moZemo smatrati da se velik broj
elementarnih ¢elija nalazi izloZen prakticki homogenom elektricnom polju
tj. da se nalazimo u dugovalnom limesu k—0. Zbog toga u jednadZbama
gibanja za Celiju s dva atoma u bazi (to su +q 1 -q ion) moZemo ukloniti
indekse Celije tj. smatrati kao da se sve Celije ponaSaju identi¢no s obzirom
na koordinatu, (u(?),v(¢))—(u,v)exp[-iof], a EM val tretiramo kao
homogeno vremenski promjenjivo polje E=E exp[-iw¢]. Naravno, u
jednadzbe gibanja treba dodati ¢lan koji opisuje vezanje naboja iona na
elektri¢no polje vala, £gE, medutim umjesto na vanjsko polje E, naboj
Celije veZe se na lokalno polje E* koje Celija u volumenu kristala osjeca, a
koje je rezultat polarizacijskih procesa u kristalu trigeriranih vanjskim
poljem. Pomaci su paralelni s poljem pa moZemo prijeci na skalarnu
notaciju.

R (Vv-uw) + gE*
2B (u-v)- g€”

"'60" Mq W
—W‘L V\,_\T
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Iz jednadZbi gibanja jednostavno je odrediti u-v:

koje pak odreduju dipolni moment elementarne Celije p=g(u-v) te ukupnu
(gustocu) polarizaciju uzorka P=np (n - koncentracija dipola):

Vec¢ ranije (u II. poglavlju) uveli smo funkciju polarizabilnosti a. kao
odzivnu funkciju koja daje vezu induciranog dipola na primijenjeno polje.
U ovom slucaju a(w) je frekventno ovisna polarizabilnost elementarne
Celije koja veze polarizaciju 1 lokalno elektricno polje: P=naE*, gdje je:

4 2t
o () e

Razmotrimo $§to je to lokalno (Lorentzovo) polje E* koje djeluje na
elementarnu Celiju. Na kristal djeluje vakuumsko vanjsko polje E i uzrokuje
polarizaciju kristala odredujuci dielektri¢ni pomak D=¢ E , koji s druge
strane definira iznos makroskopskog Maxwellovog polja E buduéi je

D=¢ E+P. Polje koje se dodatno osjeca zbog polarizacije uzorka je

E =-P/g . Medutim, kristal nije kontinuirani medij, njegova diskretna
struktura dozvoljava da se Supljina u kojoj se nalazi promatrana Celija
takoder polarizira utjecajem polja u kristalu. Tu Supljinu aproksimirat ¢emo
kuglom, $to predstavlja dobru aproksimaciju u kubi¢nim kristalima (kocka
upisana u kuglu). Iz elektrodinamike je poznato da elektri¢no polje u
volumenu dielektri¢ne kugle polarizirane polarizacijom P iznosi E,= P/3¢_.
Lokalno polje suma je navedenih doprinosa: E*=E + E +E,.

->
- -> - =
- o >Eo D=¢E+® =LE > Eo=§+f_°
+ - ¢E_" =2
- +fa - + E,,=—1
E,D L
i 2K /- + T _A®
<= — Ez-‘ji_"
- 4= -
promatrana 2y 2 a2 = o P
Celip E = E+E+E, =mE+3q

|
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Sada odziv moZemo reformulirati s odziva na (nemjerljivo) lokalno polje E*
na odziv na makroskopsko polje E (iz Maxwellovih jednadZbi):

Vidimo da “gola polarizabilnost” na

N - g biva ‘fpojaée.lna”. nazivnikom <1. koji
i na(E+3 2") dolazi od utjecaja lokalnog polja
= p=_N* [ poput povratne sprege (polarizacija
A -2 “hrani” samu sebe). Za dovoljno

\ \ veliku polarizabilnost ¢elije na
nazivnik tezi u 0 i omogucava

, s . sustavu posti¢i spontanu kona¢nu
Nadalje, moZemo odrediti polarizaciju za infinitezimalno malu
dielektricnu funkeiju: pobudu - FEROELEKTRICNOST.

D=cE+P = P=£ (g, -0)E
LscE

te izjednaCavanjem dva gornja izraza za P nalazimo:

Eel)-1 _ Nl

€+ 3% Clausius - Mossotti relacija
A

Ev(w) = —::.fi- * primijetimo da za mali na izraz
o . mozemo razviti u Taylorov red pa u

prvom neiS¢ezavaju¢em ¢lanu dobivamo
izraz bez Lorentzove lokalne korekcije:

€ () = 44-%

Mozemo, takoder, reformulirati 1 samu funkciju polarizabilnosti a(®),
uvodenjem nove, renormalizirane rezonantne frekvencije wr umjesto mg
zbog vezanja na dipolni moment, nametanjem zahtjeva da polarizaciju
piSemo u obliku P=na’(®)E, s rezonantnom frekvencijom wr, a da je
jednaka gore izvedenom izrazu s rezonantnom frekvencijom wo. U ovom
trenutku ne definiramo posebno znacenje nove, renormalizirane rezonantne
frekvencije or, to ¢emo uciniti nesto kasnije.



' ol (w) . ) - L A
A (w) -4_ n ol () ) d(w) = H\"‘Q-: -0t : w'l:wl—hz‘z
3¢o d(u):ll A T ° 3{ Hf
My W,y =W
q
— Ecle) =1 +

?. M, w"'—w'-
L ]

= _Q_‘; — FRERVENCIIA 10WSLE PLAZW™ME
Qp~ 10%Ha : IR dio speldea

Razmotrimo moguce naine vezanja EM vala na ionsku resSetku:

EM wval: E =-’ ,(E.r-wt)

(°) Yo, € ()0 ; k1

-\; -{3 = T : transvevraalnd wod
() qw=0,, €,=0; k| T>1>

= L : longitudinalni wmod

Dok u vakuumu Maxwellove jednadZbe dozvoljavaju propagaciju samo
transverzalnog EM vala, vidimo da u ionskom kristalu vezanjem na titranje
reSetke postoji mogucnost propagiranja ne samo transverzalnog vala vec i
longitudinalnog EM vala. To se dogada na izoliranoj frekvenciji o. na kojoj
dielektri¢na funkcija ima nulto€ku. Na ostalim (dozvoljenim) frekvencijama
propagira se transverzalni EM mod s rezonantnom frekvencijom wr.

Promotrimo sada karakteristi¢ne granice dielektri¢ne funkcije e():

- statiCka (o< ot - pobudenja EM valom puno nize frekvencije od or; ®—0)

wq?

() —
Q‘. —> $VT= A4 +£°wa;

- visokofrekventna (o>wr - pobudenja EM valom puno vise frekvencije od
or koji vrsi eksitacije preko procijepa i propagira brzinom v=c; ®—00)

¢e — i(°°3_=_4
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Uvodenjem gore odredenih karakteristi¢nih vrijednosti dielektri¢ne funkcije,
mozemo zapisati izraz za &():

€y = ¢l i_%:’) g QM i'_"" o, S karalterict ke
A==t : waateriiala
| wT | \
(ve2a)
- za ®=0L =>&(mL)=0:
0=¢, gV g =5 o ¢ | LYDDANE-SACHS-
_ oy ey ~ §**| TELLER relacija (LST)
A- o

Dvije karakteristiCne frekvencije 1 dvije karakteristicne granice dielektricne
funkcije koje karakteriziraju materijal nisu nezavisne - vezane su LST
relacijom.

£ | g 01[‘0\3] L[“’“]
NaCt | §62 | 226 | 308 | S0
LiF | €9 | A3 |S.8 |10
KI | hau |26 [191 |2.64
Agr [124 | k6L | 450 |25

Pokazali smo ranije da je indeks loma svjetlosti n=Ve.. U intervalu izmedu
or 1 oL je &<0. To znaci da je indeks loma imaginaran tj. da u tom intervalu
frekvencija kristal ne mozZe propagirati EM val. Dolazi do njegove fotalne
refleksije.

Disperzijska relacija EM valova vezanih na fononske modove resetke:

g |z
NIS'(Q)
toto g @, M)t R R
w(i _A-_—_)_Ck = £70 — (5T ) +fck = 0
w3
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Bikvadratna jednadZzba daje dvije grane rjeSenja za w(k):

wzi(k') — 2'_'15:’ [w: i(o) " cr.‘z. + J ( w: i(o)_‘_ Ct.‘z,)?._ l‘{(o-)w:: e ]

Limesi rjeSenja:

kﬁo; w_:c_
[
ll_%m: W= Ly

Vezani modovi EM zraCenja i fonona nazivaju se POLARITONI.

n photon - Like B

04

=

W

Lo, (9 = k
OJL--
“aap” (wewma propagacie)
Wy 1 “P\\onon- Like"
eo_()
k
o >

(3) ATOMSKA POLARIZABILNOST U DIELEKTRICIMA

Ako je kristal sastavljen od atoma ili molekula (molekulski kristali) koji su
neutralni objekti, vanjsko elektri€no polje E EM vala inducira u njima
dipolni moment tako da razmice srediSta pozitivnog (jezgra) i negativnog
naboja (elektronski oblak) koji su prije bili u istoj tocki.
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S istim argumentima kao 1 kod ionskih kristala i ovaj problem tretirat ¢emo u
dugovalnoj granici tj. EM val ima prostorno homogeno polje preko velikog
broja elementarnih ¢elija 1 moZe se modelirati kao E=Eqexp[-iwf]. Centar
pozitivnog 1 negativnog naboja razmaknut je poljem za iznos x 1 pod
utjecajem polja titra kao tjerani harmonicki oscilator, gdje s ®g modeliramo
snagu “povratne sile” koja vraca srediSta naboja u ravnotezni polozaj
izraZene preko odgovarajuce joj frekvencije (kao kod harmonickog
oscilatora). Karakteristi¢ne vrijednosti su o ~ 10*® Hz (vidljivo i UV
podrucje).

o s e -‘.ut
X +wfx = -;E,e.

E=o E

Polarizacija je P=-enx, gdje je n koncentracija elektrona (ukupna u kristalu
tj]. u atomima koji ga ¢ine):

P = net 1 g it et 14 atowmska

m Or-Qt0 + Pl L~ Wt ?olarimkclwos't

£ P= nit | ]

Dielektricna funkcija:

2
DotE+P = =4+ = = gan=q4+ et

Lece CE . Eom g~
=ity
Indeks loma:
— = Indeks loma ovisi u frekvenciji

() =,|9‘,Cu = \] 1+ “—L“’IF (dakle 1 o valnoj duljini): ljubiCasta
' - 1 svjetlost “lomi se” jace od crvene.

napomena: Kristal se na EM val odziva atomskom polarizabilno§¢u. Ako
stavimo atomsku “povratnu silu” =0, dobivamo dielektri¢nu funkciju
slobodnoelektronske plazme u metalu: e{®)=1—wy*/®?.
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(4) DIPOLARNA ORIJENTACIJSKA POLARIZABILNOST

Dielektri€ni materijali u strukturi mogu imati i permanentne (elektricne)
dipole. Izlaganjem elektricnom polju dolazi do tendencije njihovog
uredivanja paralelno s poljem u cilju spustanja energije. Termodinamika t;.
particijska funkcija na kona¢noj temperaturi pokazuje efekt “uneredivanja”
sustava tj. raspodjele dipola po svim stanjima energije te kompeticija
navedenih efekata definira osnovno stanje. Ovaj odziv nazivamo
paraelektricnost i potpuno je analogan odzivu paramagneta koji se ¢eSce
razmatra u literaturi 1 koji €e biti izloZen u sljede¢em poglavlju. Podrucje
spektra EM vala za ovaj odziv je mikrovalno. Nadalje, dovoljno izraZene
dipol-dipol interakcije mogu voditi na spontano uredenje sustava tj.
kreiranje makroskopskog dipolnog momenta uz infinitezimalno malu
pobudu - to nazivamo feroelektricnoscu, a analogna je pojavi
feromagnetizma koja ¢e biti obradena u sljedecem poglavlju.

0

Ukupnu polarizabilnost dielektrika, koja je zbroj parcijalnih relevantnih za
materijal, ovisno o frekvenciji EM pobude moZemo ilustrirati grafom:

3
0( . B =1y —P
dip s =
3
d\ﬁ\ O—"-L
v \ro-i

wi krovalowt \& MQC\“\ LV
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IX. MAGNETSKA SVOJSTVA TVARI

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo odziv materijala na magnetsku pobudu
koji opCenito nazivamo magnetizam. Magnetizam tvari posljedica je
mikroskopskih magnetskih momenata (dipola), bilo permanentnih koji se
ureduju, ili onih induciranih magnetskim poljem. Odziv se mjeri
magnetskom susceptibilno$¢u ym te (relativnom) permeabilnos§cu p.. U tom
smislu razlikujemo 3 vrste magnetizma:

(1) DIJAMAGNETIZAM: magnetsko polje inducira elementarne magnetske
dipole koji se orijentiraju suprotno vanjskom polju; ym<0, pu<1.

(2) PARAMAGNETIZAM: magnetsko polje ureduje permenentne
elementarne magnetske dipole koji se orijentiraju u smjeru vanjskog polja;
Ym=> 0, U= 1.

(3) FEROMAGNETIZAM: sli¢an paramagnetizmu u smislu da postoje
permanentni dipoli koje magnetsko polje ureduje, medutim postoje 1 dipol-
dipol interakcije koje dodatno favoriziraju uredeno stanje paralelnih dipola
pa mogu voditi na pojavu spontane magentizacije, teorija izlazi izvan okvira
linearnog odziva tj. magnetizacija je nelinearna funkcija polja; pu->1.

Medu magnetskim dipolnim momentima p glavni doprinos dolazi od onih

vezanih za elektron, a medu njima razlikujemo:

- spin elektrona: intrinsi¢ni magnetski moment (relativisticka QM):
Hs=—(e/m)s,

gdje je s spin elektrona (intrinsi¢ni angularni moment 71/2), a y—=— e/m je

spinski giromagnetski omjer

- orbitalno gibanje elektrona: orbitalno gibanje (“kruZenje”) elektrona

uzrokuje mikroskopsku strujnu petlju koja kreira magnetski moment:

pi=—(e/2m)L,
gdje je L angularni moment elektrona (L=rxp, p je impuls, r radijvektor
klasi¢ne putanje), a yL=—e/2m je orbitalni giromagnetski omjer (ys= 2yL)

w

d
4

S

-

v

?
s 1821408 =14 4F 0% < [Fejav 2 29T 5T o £ 34(wmd)

L .

| KL
3

\

-

i
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Bohr - van Leeuwenov teorem:
Klasi¢ni sustav nema izrazen magnetski moment.

- ilustracija dokaza:

U particijsku funkciju elektrona magnetsko polje ulazi minimalnom
supstitucijom (Peierlsova supstitucija) p—p+qA, gdje je g=-e naboj
elektrona, A = (1/2)Bxr je vektorski potencijal magnetskog polja B=rot(A):

2s+1 p !d ~[H [5|$) sugst. ) _ ?.s+1 p “A R -RH(3,$)
Peteadl =
-0 =de il ~ —)-41A
— 4 >
“tgA=-2 Pt9A | Bur 9A oot g =0

kontinuum (Llagiswo Liztka)
%G\f (W&V\fﬂl -Guuk&)

Klasi¢ni sustav ima kontinuiran fazni prostor po kojem integriramo pa
minimalnom supstitucijom nista ne mijenjamo (kad vektorski potencijal
dodamo beskonaénim granicama, one su i dalje beskonacne).
Kvantnomehanicki sustav sadrZi zabranjena podrucja stanja u faznom
prostoru (procijepi, “gap”) €ije su granice konacne i one se mijenjaju
minimalnom supstitucijom. Dakle, magnetizam je u potpunosti
kvantnomehanicki fenomen - tek u kvantnom sustavu vektorski potencijal
“prezivi” integraciju pa rezultat u konacnici ovisi o magnetskom polju.

Neke temeljne relacije koje ¢emo koristiti pri izvodu magnetizma u sustavu:

- magnetizacija: M= adpd

- slobodna energija: Fz-kT w2

_ . e sio e - (‘E“ — ” ... =
particijska funkcija: 2:=3e , Bz -pmB (Ex-p-B)

- magnetizacija i

M _M
susceptibilnost: M= 5 K= )

gllo
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[ATOMSKI MAGNETIZAM]

(1) ATOMSKI DIJAMAGNETIZAM (Langevineov dijamagnetizam)

Ovaj tip magnetizma javlja se u materijalima s potpuno popunjenim
atomskim ljuskama (nema nesparenih elektronskih spinova koji bi dali
dominantni paramagnetski efekt). Posluzit cemo se jednostavnim modelom
u kojem elektron koji kruzi oko jezgre brzinom v s radijvektorom r, izloZen
magnetskom polju B, osjeca dodatnu silu - Lorentzovu silu Fi=-evxB koja
mijenja frekvenciju kruZenja, a samim time inducira promjenu struje koja
daje dijamagnetski orbitalni magnetski moment elektrona. Kulonsku silu
jezgre koja ima ulogu centripetalne sile u problemu karakterizirat ¢emo
frekvencijom .

Lovewtova sila.:
( ﬁl. S -2 .\..rx-i)
F =-evB=-enwB

lwlonela s\, | R:

e _ L
Flzwmr o,

= - T
Newronowsa, &eo\no.oli'bq Si\bak.\od W\a_[_ = F_: + FL (u \'&\MLV\A-_\_ B)

2
WML 0 = wmwy - enwl

2 eB L _A _Q_B-i-‘l(%?- z)
(N +WQ—"U° =90 : c""ﬂ_""z(w- ~ +L(L0°

e® e® e
O = Wo= g3 ) WLE 7 * FRELVEDUIA LARMOROVE WECESI|E
v ) e

G
O, ~ 10 e % L~ 1" Ka

Efektivna frekvencija orbitiranja elektrona smanjena je u odnosu na onu

odredenu samo kulonskom silom - efektivno je inducirana struja u
suprotnom smjeru koja povlaci induciranje magnetskog dipola Ap u smjeru

suprotnom od polja (odziv s negativnim predznakom - dijamagnetski).
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Treba napomenuti da smo mogli izabrati 1 obrnuti smjer polja kada bi se

efektivna frekvencija orbitiranja povecala, inducirala bi se struja u smjeru
orbitiranja, ali ona bi opet inducirala magnetski moment Ap koji je suprotan

smjeru polja tj. odziv bi 1 dalje bio dijamagnetski u skladu s Lentzovim
pravilom.

Struja / 1 magnetski moment Ap induciran Larmorovom precesijom:

Medutim, putanje elektrona su trodimenzionalne pa treba naci prosjecnu
vrijednost 7.2:

Nz g‘\’??) ") dF

Prosjek kvadrata radijusa staze odreden je kvantnomehanickom ocekivanom

raCunamo.

- prosjecna vrijednost magnetskog dipolnog momenta: A&p = -

K —

- magnetizacija: M =w> &, = —% 9%2{3
L 5 ) « T stednp erjedwost ¢ i-te Quske
koweewtvacija atowa Lcuma Po popumieniwe Uuskama atoma

- dijamagnetska susceptibilnost x=M/H, H=B/py:

— ol .
Ky = — A e*n M, T (M 2a LAk n~dten
a="¢c wm g -5
i i = Xd~ 10
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%[W¢][-14 -3¢ [-19 |23 [-an [na[-02 [-ca |

Moze se zakljuc€iti da y« raste s rednim brojem elementa (viSe je elektrona
koji doprinose magnetizmu). Nadalje, pozitivni ioni imaju manji, a negativni
veci x4 od odgovarajucih neutralnih atoma - to je zato jer zbog odbijanja
istoimenih naboja negativni ioni imaju veci radijus staze, a pozitivni ioni
manji radijus staze nego u neutralnom atomu.

Objasnjenje pojma “Larmorove precesije”:

- klasi¢na mehanika - moment sile (“torque™): i—t =% . T=vxF F =.'(>'
- magnetski dipol u polju B: T = % ® dik __ e .3 [
o =) dt 'Lm"' T
(taloder :\e-.}.'iz-:—w-‘-\:) ﬁs :—:—Bﬁ.xB l/:
(2% N

JednadZzba opisuje precesiju momenta p oko osi duz magnetskog polja B

frekvencijom wi=eB/2m.

Vazno je napomenuti da se ova precesija ne smije pomijesati s ciklotronskim
kruZenjem slobodnih elektrona u magnetskom polju frekvencijom w.=eB/m,
gdje je po 1znosu ®c = 2@L.

(2) ATOMSKI PARAMAGNETIZAM (Langevineov paramagnetizam)

Ova vrsta magnetizma dominantna je kod atoma ¢ije vanjske ljuske nisu
potpuno popunjene pa u njima imaju nesparene spinove koji daju
permanentne magnetske momente. Magnetski moment potjece od
kombinacije spinskih doprinosa i doprinosa orbitalnog gibanja elektrona. Ve¢
ranije je naglaseno da magnetsko polje B nastoji urediti magnetske dipole p

u smjeru polja u cilju postizanja minimuma energije, dok termodinamika
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sustava, opisana particijskom funkcijom na kona¢noj temperaturi 7, ukazuje
na raspodjelu po svim (orijentacijskim) stanjima energije te time na
uneredenje sustava dipola. Kompeticija navedenih efekata odreduje
temperaturno ovisnu vrijednost magnetizacije.

8 =0 E
{ I s
PRy

F]:o ﬁ#o

Problem ¢emo razmatrati koristeci klasi¢ni 1 potom kvantnomehanicki
pristup:

-1- Klasicni pristup:

aiy B ARt e sl w ke
<
Leey= e i = ot ? : vjemiahwadt walafewin dipolo
<€) POO\ kauteun € w odwosu no B
M ( Boltwmoannowa VQ-SP'ds'-L&-\)

e A R
P S/‘;R(‘ﬂo\ﬂ_ f:aos‘(’stu‘e de e T {Supst.'é }
T = = - _p

-~

(€0 as - AR e
(,sinede el

= Lo

L C,(sq= ctk(x\_ "7 : LARGEVINGOVA FUBKQ)\A

X«

C'(,(\ ~ 4? X (Twl'-oro\l \'o.‘)_\roi

" do 3.veda)
=
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Granica malih magnetskih polja spram temperature pB<ksT (x«1):

nw ,03‘ 8
kT

- magnetizacija: M =wu ‘T/‘k% =%
L 3

2
- paramagnetska susceptibilnost y,=M/H, H=B/py: X, = ;’:;j.; G 1T

CURIEN 2400

=3

10
() 200 M~ 10 o® ) TaroL D g, ~405

pararache] AL | Mn | W | duyanagueet| Cu | Aw W0 |
x,[co"u..;’]lna_ |+‘38 |+'3C | %a [“’-s“"]l""’ |"'5-c |'3~° |

Omjer dija- 1 para- doprinosa susceptibilnosti u atomu je |ﬁ x 0.02

-2- Kvantnomehanicki pristup:*

Kvantnomehanicka interpretacija paramagnetizma leZi u kvantizaciji stanja
magnetskog momenta u vanjskom polju i korektno provedenoj algebri
(kvantiziranog) angularnog momenta J koji se sastoji od spinske S 1
orbitalne L. komponente. Ukupni angularni moment je J=L+S, dok su
komponente sume parcijalnih angularnih momenata svih elektrona u atomu
tj. L=2iLi, S=2.iSi. Kvantni angularni moment kvantiziran je u jedinicama
djelovanja 1, pa se iznosi mogu pisati kao J=hj, L=hl, S=hs., gdje suj, lis
kvantni brojevi angularnog momenta (s=%1/2, =0, £1, £2,...). Magnetsko
polje razbija energijsku degeneraciju magnetskih momenata (u orbitali)
Zeemanovim cijepanjem: E=-p-B=gusBmj, gdje je ps=eh/2m=0.9274-102
J/IT Bohrov magneton (magnetski moment spina 1/2), g je Landeov faktor
(faktor koji je rezultat kvantne algebre angularnog momenta), a m; je
projekcija angularnog momenta na os kvantizacije paralelna magnetskom
polju (npr. elektron u s-orbitali za koju je =0, ima m=-1/2 1 +1/2).
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Doprinosi magnetskom momentu atoma su:

- spinski: /-:s =~ zsﬁ%% ) Qg2 (spinshd givomagnetsky falctor)
> b
|2l = 210 Tl =M

- orbitalni: }:L == Me % 3 4=1  (ovbikalwi giromagnetsly faltor)

Pri raCunanju totalnog magnetskog momenta, mora se uzeti u obzir ¢injenica
da spinski magnetski moment interagira s orbitalnim magnetskim
momentom vlastitog elektrona (tzv. vezanje spin-staza; L-S vezanje). Ovaj
relativistiCki efekt nije velik, ali uzrokuje precesiju magnetskog momenta

kojeg zbrajanjem daju pLi ps €ime L 1 S viSe nisu saCuvane veli¢ine (“dobri
kvantni brojevi”’). Medutim ukupni angularni moment J=L+S, oko kojeg
magnetski moment precesira, ostaje saCuvana veliCina. Projekcija
magnetskog momenta p=ptpsna J daje prosje€ni magnetski moment {p)
koji odreduje magnetizaciju.

(/\A>=/Atn£‘f’ :—g/kﬂ%,

A(i+) + S(s+4)-L(L+4) | Launesov
2 J(§+4) - FAwTOR

3=1+

Landeov faktor odreden je algebrom angularnog momenta, a popunjavanje
stanja s 1 / u ljuskama, koja vode na j, Hundovim pravilima:

1. Spin s poprima maksimalnu vrijednost dozvoljenu Paulijevim principom.
2. Orbitalni moment / poprima max. vrijednost konzistentno s (1).

3. Ako je ljuska popunjena manje od pola, j=|/-s|, a ako je viSe od
polupopunjena, j=/+s.



156
- energijska stanja magnetskog dipola u polju:

KLM: >
4r& 2
15--3 E=-pmt ! E=-(m)8,
/“3% ="ﬂ%m‘e 5(\{':‘3)'8“ ...,:‘.4.8
04 (kontuuwirona
d‘a\.'\a ke ) :
-
§:2i+4 diskeetnle
lawio 3
- magnetizacija:

M=, N Tl SN .
LR )"’l:\-'l )
1 sguyet
M=

; e‘FEi
a) Spinska susceptibilnost (I=0)

Sustav atoma ima popunjeno samo s-ljusku (/=0) pa je j=s te g=2. Sustav
ima samo 2 stanja s=+1/2 pa je:

= 34 s
Vot ‘—'L/‘sT = FMg
8 13
- e%— e_% L s Mo o B DT (Bax->1 , x5>1)
P e mE Mt S s

Ml B&T (Bxmx xe«
elT + ¢ LT ~ bt * /M L‘\/( ———

Fizikalni limes je psB<ksT (B~1T<>T7~1K pa je na sobnoj temperaturi B«T)

X = -E ' X = Mo Eﬁ Kvantni rezultat (2 stanja) u odnosu na klasi¢ni

(B=pH) | kg7 (kontinuum stanja) razlikuje se za faktor 3.
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b) Opceniti slucaj atoma s proizvoljno popunjenim ljuskama (I#0)

Ljuske u atomu su popunjene do konacnog /#0, dakle popunjeno je 2j+1
stanja ukupnog angularnog momenta. Prosje¢na projekcija magnetskog
momenta duz osi kvantizacije je:

. i(f‘z) e el ' ‘ . i
/l —1$—IZE ) ( /13)‘- 1¢ odredew F“\‘)&dv\\.w foawndeoviw ,‘n\:\\?fc’w g
_Z_s e U lasavkndus L:ro'&&u» 3

Magnetizacija je dana izrazom (bez izvoda):

= : ' B
|M =g M) BS(X3| , X= %&_\__

_2j+A (i+)x _ 4 . LLo T
B =5 et sreth gy BRLLOUINOVA Pl

Susceptibilnost u fizikalnom limesu psB<ksT (x«1) je:

Xy = LY. V) ) P=3 |A(s+4) (p: efelhivwi beoy Bohrovils

3 k T W\O\a\l\z‘tona )

U klasicnom limesu, koji odgovara kontinuumu stanja j, tj. j—oo, lako je
pokazati da se Brillouinova funkcija svodi na Langevineouvu:

wa 3(’0 = L.\..{"‘;.H c‘l;k(z“ﬂ)x 3 bl T } = cthx - L».. ‘—ct\\. x — C‘Ulux-i- =00
“-bh 1% ) S d % 2

z(zs) (Taxtorov va2voy)

dok je pps=p. Time se kvantni rezultat svodi na klasicni.
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(3) ATOMSKI FEROMAGNETIZAM

U dijjamagnetima 1 paramagnetima magnetizam se javlja u prisustvu
vanjskog magnetskog polja. U feromagnetima (F) 1 njima srodnim
antiferomagnetima (AF) magnetizam se javlja spontano i u odsustvu
vanjskog polja (formalno kaZzemo u prisustvu infinitezimalno male pobude).
Do pojave feromagnetizma i antiferomagnetizma dolazi u materijalima s
permanentnim magnetskim momentima, poput paramagneta, ali s posebno
1zraZenim interakcijama medu magnetskim momentima. Dipol-dipol
interakcija (efektivna, kasnije ¢emo objasniti kakva) spontano ureduje
dipolne magnetske momente i to: u medusobno paralelan polozaj u
feromagnetima i u medusobno antiparalelan poloZaj u antiferomagnetima
ako je temperatura niZa od kriti¢ne temperature 7c (Curieva temperatura u F,
Neelova temperatura u AF), a ako je 7>T¢, tvar je paramagnet (P).

Poznati feromagneti su prijelazni metali (Fe, Co, Ni) i rijetke zemlje (Gd,
Tb) te oksidi poput CrO-, a antiferomagneti (Cr, Mn).

Fe | C Ne Lecowmagnetske N S
Z . do S\va : AN \'\‘

To [¥] | douy |auoy | 624 — —;\‘/f Ny

Zbog minimiziranja Gibbsove energije feromagnetizam u materijalu na
kona¢noj temperaturi javlja se u domenama. Djelovanjem vanjskog
magnetskog polja neke domene se povecavaju, a neke smanjuju, no za
dovoljno jako polje cijeli uzorak postaje homogen (jedna domena) i
magnetizacija je maksimalna.

Odziv magnetizacija M - magnetizirajuce polje H je nelinearan, a upravo
zbog izrazene interakcije, u feromagnetu dolazi do pojave histereze.

At Pri magnetiziranju uzorka primjenom H, za
H=0 zadrzava se magnetizacija (Mr -
remanentna magnetizacija) te je potrebno

H  primijeniti polje suprotnog smjera (Hc -

" koercitivno polje) da magnetizacija padne na
nulu. Ovisno o ja¢ini Mr (i Hc) razlikujemo
“meke” 1 “tvrde” feromagnete.
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Naglasili smo da su za pojavu spontanog magnetizma kljucne interakcije
magnetskih momenata. 1z klasi¢ne elektrodinamike poznat je izraz za
magnetsku dipol - dipol interakciju. Vazno je uociti da je magnetski moment
kao takav relativisticki efekt. Dipol - dipol interakcija samim time je
relativno slaba, dapace, klasi¢na dipol - dipol interakcija omogucila bi
pojavu feromagnetizma s kriti€nom temperaturom od cca. 0.03K.
Eksperiment medutim ukazuje da su te temperature reda veli¢ine 10°K,
dakle 5 redova veli€ina vece nego bi dala klasi¢na interakcija dipola.
Odgovor je u €injenici da je dipol - dipol interakcija u materijalu efektivna,
a izvoriSte ima u daleko jacoj, kulonskoj interakciji koja nije relativisti¢ki
mala. Elektronska valna funkcija u atomu, koji je u kristalu na ¢voru reSetke
Ri, produkt je koordinatnog ®(r-Ri) i spinskog dijela S(r-Ri) tj. ¥i= @i S..
Ta valna funkcija ima odredeno preklapanje s valnom funkcijom na ¢voru
R;. Postoji stoga konacan matri¢ni element kulonske interakcije dva
elektrona odredene tim valnim funkcijama izmedu ¢vorova Rii R;:

Y *-. i e (B I i, o - - =
Ey=- { fdudy 4(%-?-{)4’("5‘71)'?:7“ AP GBS = - 3,55,

33;\' :

IWTEGLAL \THELE
( "EXCHMANGE INTECRAL")

Interakcija se efektivno manifestira kao spin - spin (dipol - dipol)
interakcija Si-Sj, medutim s matri¢nim elementom Ji; kulonske prirode
(dakle, daleko ve¢im od direktne spinske interakcije koja takoder postoji
ali je zanemarivo mala). Uzevsi u obzir sve doprinose kulonske
interakcije 1 ispravne simetrizacije elektronske valne funkcije
(antisimetri¢na) formira se ukupni matri¢ni element J;; koji moze imati
pozitivni ili negativni predznak te efektivni hamiltonijan sustava spinova
u interakciji - Heisenbergov hamiltonijan:

= 5 3 :
Hom~D Wl P i
i3 \‘Jl) |

150 =2 F u(gaen3¢=-3—$—3—3—3— O‘>
1< 0 > AF uﬂaen')e'--z—i—z—g—i—
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Aproksimacija srednjeg polja

Prvi korak u rjeSavanju Heisenbergovog hamiltonijana, koji je dvocesti¢ni
problem te samim time netrivijalan za rijesiti, je tzv. aproksimacija srednjeg
polja (“mean-field approximation” - MF). Lokalno dvocesti¢ni problem
aproksimiramo efektivno jednocesti¢nim tako da dvocesti¢nu interakciju
zamijenimo usrednjenim poljem, jednakim za sve Cestice, u kojem “Zivi”
promatrana Cestica, a koje potjece od svih ostalih koje ju okruzuju. Veé
intuitivno je razvidno da ovakav pristup zanemaruje fluktuacije i da Ce biti
manje vjerodostojan u sustavima u kojima su one izrazenije. MF
aproksimacija je stoga to loSija Sto je efektivna dimenzionalnost sustava
niZa, u 1D je praktic¢ki neupotrebljiva, dok je u 4D ili viSe prakticki
egzaktna.

H =—§ ]‘Ji §S = - Z‘ (Zs]“\g&) E; = - Z‘ <Z§ ]“-S.&>§‘
E/As-ﬁ("n

MF aproksimacijom Heisenbergov dvocesti¢ni problem sveli smo na
jednocesticni problem spina S na ¢voru Ri u efektivnom vanjskom
homogenom polju Bvr) koji smo razmatrali u poglavlju o paramagnetizmu.

Weissova teorija feromagnetizma

U okviru Weissovog pristupa sustav spinova tretira se kao paramagnet u
kojem, pored vanjskog, srednje polje nastalo interakcijom dipola stvara
dodatno magnetizirajuce polje Hwr) koje uzrokuje magnetizaciju M.

CHF) 7\' o Z j

y = = ~ 0" : Weissova konstanta
T e WS

Weiss: H "=A M
T - g7/ o

dodatno magnetsko polje u “paramagnetu s interakcijama”: "= : Mo A M
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Promatramo sustav spinova s=+1/2 u interakciji. Za paramagent Ciji je
magnetski moment bio isklju€ivo spinski izveli smo magnetizaciju:

’ N
M= g 8402

U taj izraz moZemo supstituirati B—B+BwrF) 1 raCunati magnetizaciju u
vanjskom polju pojacanu srednjim poljem. Medutim, traZimo uvjet pojave
spontane magnetizacije, tj. M#0 kad je B=0 pa u izraz uvr§tavamo samo
Weissovo polje Br):

_ My A AM M _ [}*0/“7% Aw M ]
M= “f‘% th kT Mg t\"' keT Mg
=X = % =X
-~ 2
= X = {&(%x} B e &’{ﬂ : CUOR\GUA TEMPGRATURA
L ) ) L e 1 CL_{I‘{'\‘.EM)

!

transcedentna jednadzba - rjeSavamo ju numericki/graficki:

A‘i =X
1l 3 rem
Te
$<i M@
721 x

v

Jednadzba za T>T. ima samo jedno rjeSenje y=0 koje daje M=0. Za T<T,
jednadZba ima tri rjeSenja, jedno y=0 koje je nestabilno, i dva y#0 koja su
stabilna 1 daju kona¢nu magnetizaciju +M#0. Na grafu desno prikazano je
rjeSenje jednadzbe +M(T). PonaSanje M(7) u okolini kriti¢ne temperature 7
je M(T) ~ \N(Te-T) tj. ima kriti¢ni eksponent 1/2. To je “potpis” MF
aproksimacije u okviru koje je rezultat izveden.
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Izvedimo M(T) u okolini kriti¢ne temperature 7c. Razvijamo th(y)=y-y*%3 pa
uvrStavanjem u jednadzbu nalazimo (za rjeSenje x#0):

X :%x—%(%xf = MM ~x~{T-T

Izvedimo susceptibilnost u paramagnetskoj fazi sustava na 7> T.. Treba nam
ovisnost o B pa u poCetnu jednadZzbu ® uvodimo kompletnu supstituciju
vanjskog 1 Weissovog polja B— B+Bmr). Medutim, kako je 7> T¢, argument
th(y) je mali pa ga moZemo razviti u th(y)=<y. JednadZzba tada glasi:

M=~ “’““ AM)
M JanB
A-= =Lkp = M= 3
( " S ke (T-Te) ey
X = N Mo M5 _ _¢C
: P— k‘(‘-‘ Tc.) T- Tc

J

CUR\E - WEISSOV ZAVLON

Axr

T

0 Te

Primje¢ujemo pojavu divergencije susceptibilnosti (mjere fluktuacija, u
ovom slu¢aju feromagnetskih) na 7=T7c. To indicira da je paramagnetsko
stanje nestabilno na temperaturama ispod 7¢ 1 da nastupa FAZNI PRIJELAZ
P—F pri ¢emu je novo F stanje stabilno ispod 7¢. U okviru iznesenog opisa
vidimo da parametar uredenja (magnetizacija) na 7=7. kontinuirano s
konacne vrijednosti i§Cezava - fazni prijelaz Il reda.
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(4) LANDAUOV DIJAMAGNETIZAM ELEKTRONSKOG PLINA*

Razmatramo plin vodljivih elektrona u metalu na 7=0 (jako degenerirani
fermionski plin) u vanjskom magnetskom polju B. Kako smo ranije
pokazali, u okviru (semi)klasi¢ne slike elektroni u metalu vrsSe ciklotronsko
gibanje. Oni kruZe po putanjama radijusa jednakog Larmorovom radijusu
Ri=mvr/eB frekvencijom w.=eB/m.

Svaka kruZna petlja predstavlja
inducirani magnetski dipol usmjeren

H T jskom polju. Meduti
| ~ suprotno vanjskom polju. Medutim, u
Z le)® 9 O CBJ klasi¢noj slici svi magnetski
O1010|10|0 > doprinosi kruznih petlji to¢no se
| 1 7 poniste s magnetskim momentom
iO O OO0 S. struje koja te€e rubom sustava i
\ OO0 O_XO () suprotnog je smjera. Klasi¢ni sustav
< OI010I0|O ne daje magnetizam (van Leeuwenov
Ul bt teorem) - objaSnjenje moramo

potraZziti u okviru kvantne mehanike.

U srzi kvantnomehani¢kog objasnjenja dijamagnetizma je redistribucija
elektronskih stanja nastala uvodenjem vanjskog polja. Polazimo od
Schrédingerove jednadzbe slobodnog elektrona u magnetskom polju
usmjerenom u z-smjeru, B=(0,0,B), u koju magnetsko polje uvodimo preko
vektorskog potencijala A minimalnom supstitucijom p—p+gA.

AL
P YH =Et® | pop-ed

Tt a =(0,Bx, 0) - LAWDdAUOVO

BAEDARENE ¢
B-(5,0,%)
RolBxz =A% § |- _Bss, Bxa
X 4

izaberemo A fako da je VA—BSQ"'B—"'}

baidarna transformacija : A—>A+VA } 'RX‘)
2 4 3
32 3\5/)

O '63 9
o Bx O
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Parcijalna diferencijalna jednadzba je separabilna i vidimo da eksplicitno
ovisi jedino o x. RjeSenje u y i1 z koordinati je stoga ravni val te se ukupno

rjeSenje moze napisati kao produkt nepoznatog rjeSenja ¢p(x) 1 ravnog vala u
y- 1 z-smjeru:

Pt = booe e

pa uvrs§tavanjem u jednadzbu nalazimo (ravne valove smo pokratili nakon
djelovanja diferencijalnih operatora i izlu€ivanja vlastitih vrijednosti 4 1 £2):

- ?.va[g'at?) (‘l‘ = &)14’("’ - I‘:‘b(")] =E¢m

) LV} g
™ il %— eB )c{)m = ‘)QX")

(3 £ X, 75& ®
2
Mk (- K,) b = € doa

-w

Problem smo sveli na poznati problem kvantnog harmoni¢kog oscilatora
frekvencije wc=eB/m, s pomaknutim ravnoteznim poloZajem iz ishodista u
to¢ku xo=Fk,/eB (ovisi o ky 1 B). RjeSenje je poznato iz udZbenika kvantne

mehanike (spektar se pomakom iz ishodiSta ne mijenja):

€= R (n+ ) ?’ Ehk =hw, (n+ 7_) + 2= t “‘ . W - LANDALOV]

: MIVOY

Spektar elektrona u magnetskom polju pretrpio je fundamentalne promjene u
odnosu na slobodnoelektronski u odsustvu polja. Pokazat ¢emo da se broj
stanja nije promijenio uvodenjem polja, ali su se ona redistribuirala.
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1z izraza za Ex(kz) vidljivo je da se spektar sastoji od dvije komponente:
Komponenta ovisna o 4- identi¢na je spektru slobodnog elektronskog plina
bez magnetskog polja, moZemo zakljuciti da se u smjeru paralelnom s
magnetskim poljem elektron 1 dalje giba slobodno (¢ak i klasi¢no znamo da
Lorentzova sila ne utjeCe na smjer paralelan polju). Komponenta ovisna o
kvantnom broju », koji karakterizira stanja harmonickog oscilatora,
“apsorbirala” je dva slobodnoelektronska kvantna broja, kx 1 &y, koji suu
(2D) ravnini okomitoj na magnetsko polje. MoZemo rec€i da je u tom smislu
magnetsko polje “jednodimenzionaliziralo” izvorno dvodimenzionalni
spektar. Izvorno (kvazi)kontinuirani 2D spektar slobodnog elektrona
E(kx,ky)=h?(kx*+ky*)/2m pretvoren je niz diskretnih nivoa energije

razmaknutih za oc - nazivamo ih Landauovi nivoi, a pojavu Landauova
kvantizacija. Samim time moZe se zakljuciti da su Landauovi nivoi
viSestruko degenerirani, odnosno da sadrze veci broj elektronskih stanja -
magnetsko polje uvelo je dramatiCne promjene u funkciji gustoCe stanja u
odnosu na slobodne elektrone. Njihovu degeneraciju odredit cemo iz
“rubnih uvjeta” problema. Pretpostavimo pravokutni uzorak LxxLy (treca
dimenzija nije afektirana magnetskim poljem pa ju zbog jednostavnosti
izostavljamo). (1): u y-smjeru rjeSenje je ravni val s brojem stanja k;
odredenim Born - van Karmanovom kvantizacijom, &=2nN/Ly. (2): u x-
smjeru rjeSenje je valna funkcija harmonickog oscilatora, s tim da centar
valne funkcije (dakle i1 valnog paketa koji bi dao poloZaj elektrona) treba biti
unutar uzorka tj. 0<xo<Lsx.

AY
2N
& \‘ bs ehb 1
Ly : X ) O<X<Lx = o¢k <T‘-x 30(‘04 LxLx
| Xeo X
- — ng
. N zﬁt‘L"LI - zut\L“L‘.!

Utvrdili smo degeneraciju Landauovih nivoa - svaki Landauov nivo je /'
puta degeneriran, pri ¢emu taj broj ovisi 0 magnetskom polju i dimenziji
uzorka. Takoder, pokazali smo da magnetsko polje ne mijenja broj stanja (ve¢
ih samo redistribuira po energiji).
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PovrSinu reciprocnog prostora AS koju zauzimaju stanja valnog vektora koja
padnu na jedan Landauov nivo mozemo izraCunati koriste¢i definiciju
ciklotronske mase mc [masa u izrazu za ciklotronsku frekvenciju je u stvari
ciklotronska, w=eB/mc, ali u slu¢aju slobodnih elektrona s parabolicnom
disperzijskom relacijom proizlazi da je m—=m - to nije sluc€aj za drugacije
oblike disperzije E(K)].

Lawndomova
kvanl chi\'Q
Ferwe kugle

Ukupna energija elektronskog plina

Usporedujemo Fermijevu energiju te potom ukupnu energiju elektronskog
plina prije 1 nakon uvodenja polja B na 7=0. U B=0 situaciji elektroni
popunjavaju stanja do Fermijeve energije EF, svako stanje je 2 puta (spinski)
degenerirano. U B#0 situaciji elektroni redom popunjavaju Landauove nivoe
Ei(n) pri ¢emu je svaki /4 puta degeneriran. U razmatranju zanemarujemo
Zeemanovo cijepanje.

Pri redistribuciji elektrona po Landauovim
AE nivoima, dio elektrona se digne u energiji, a
dio spusti (vidi +/- na slici). Taj proces je
/ simetri¢an 1 poniStava se ako je Landauov
B e nivo potpuno popunjen te je ukupna promjena

S S AT e energije sustava nul.a}. ngnji -ivnterval energije
\\\\ \\( S hed o o!(o EF, rpedut%rvn, nije sm%etrl.can.. .Lar}dau-cv)v
2/ />_* Ev nivo je djelomi¢no popunjen i uvijek je vise
T\\\{ -~ %w.  elektrona koji se dignu u energiji od onih koji
‘// P2 —E” X, re, € SpUSte. Povecanje energije elektronskog

sustava ovisi o polozaju EF.
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Pratit cemo promjenu energije elektronskog sustava AE(B)=E(B+0)-E(B=0)
spram inverznog magnetskog polja 1/B jer se pokazuje da je promjena tada
periodi¢ka. Po¢nimo s B—oo, tada je AE —oo (nulti Landauov nivo je
beskonacno visoko i svi elektroni se podignu na njega). Smanjivanjem
polja, odnosno povecanjem 1/B, AE se spusta dok se ne ostvari situacija da
se Er nade tocno na sredini izmedu dva Landauova nivoa - tad se doprinosi
kompenziraju 1 AE=0. Daljnjim povecanjem 1/B simetrija se naruSava te
prevladavaju elektroni koji se dignu u energiji, konsekventno vodeci na rast
AE. Taj rast nastavlja se do vrijednosti polja za koje EF koincidira sa
sljedec¢im Landauovim nivoom te daje maksimalni AE. Scenarij oscilacija
AE spram 1/B dalje se periodi¢ki ponavlja (slika).

>

AE/

n=o =

T A

EF= El(.” [ E.;= Eé“] Ep= E:'n
Brchu, Epsdby,

ﬂwl"

IzraCunat ¢emo uprosjeCenu vrijednost AE tako da mnozimo prosje¢nu
promjenu energije po jednom elektronu (razlika energije konacnog
Landauovog nivoa i prosjecne energije elektrona u intervalu koji padne na
njega) s brojem elektrona koji padnu na taj Landauov nivo (produkt gustoce
stanja gr 1 Sirine intervala energije koji padne na Landauov nivo).

AE = ['fu- $(ErrEi-*2) |- 9 [ B -(B- )

konacna rrocieé’vm ‘w&’d'w,, firiva iwtervala

B [(eef ]
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Dobiveni rezultat reproducira oscilacije AE koje povlace oscilacije
termodinamickih veli€ina koje ovise o AE (magnetizacija, susceptibilnost).
Ova pojava nazivaja se de Haas - van Alphenov efekt.

Za analiticki izraCun estimirat ¢emo maksimalni u€inak Landauove
kvantizacije tj. promatrati samo envelopu krivulje AE(B) koja povezuje
njezine maksimume AEmax(B) koji se dobiju za polja kad je EF~=EL.
Rezultat je validan za mala polja kad su oscilacije praktic¢ki nerazlucive
zbog eksperimentalne rezolucije.

_ Y PR S T {3
ABwas = AE[ . = Fo Ml = SEEEE
ez _ 9F _ _9aE _  X:eRe? - _ 2
- magnetizacjja: M = __aB(T:o} 2B = " hpr B = —QemiB
.. o o« I 3
- dijamagnetska Landauova susceptibilnost: X = = = —F pmo M

ToCan racun preko slobodne energije (vidi npr. Ziman) dao bi:

— *
KL= =3 FeMeMs  LANDAOOVA DIAMAGUETSLA SUSCEFT\SILWOCT
1 J

De Haas - van Alphenove oscilacije
magnetizacije M spram vanjskog polja B.
Oscilacije su priblizno periodicke spram 1/B,
dok spram B one bivaju sve “gusce” kako je
polje manje, pa da bi se eksperimentalno
vidjele polje mora biti dovoljno snazno. Za
mala polja su eksperimentalno nerazlucljive,
a envelopa oscilacija M priblizno je linearna
u B, dajuci priblizno konstantnu
susceptibilnost. Ovo su efekti opazljivi na
vrlo niskim temperaturama pa smo izracun
radili na 7=0.
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(5) PAULIJEV PARAMAGNETIZAM ELEKTRONSKOG PLINA

Slobodni elektroni u metalu nose intrinsi¢ni permanentni magnetski moment
- spin 1/2. Vanjsko magnetsko polje “ureduje” spinove kvantnomehani¢kim
mehanizmom. Polje vr§i Zeemanovo cijepanje spinskih stanja koja su
degenerirana u odsustvu polja, pa unificiranjem Fermijeve energije sustava
dio elektrona promijeni orijentaciju spina (“spin flip”) te tako u konacnici
imamo viSe magnetskih momenata jedne orijentacije nego druge, t;.
kona¢nu magnetizaciju sustava. Kako je 1 ovo niskotemperaturni fenomen,
sustav radi jednostavnosti promatramo na 7=0.

Zeemanovo cijepanje: . :
- Stanje spina s paralelnog s B je
SE nize u energiji od stanja spina
- v g*o . .

pev—td s . antiparalelnog polju.

4 3;1_
JE = |"Xs/‘sSB| = |' zf*sEBI =psB

Al
Hamiltonijan elektrona je: '}-l = 'z% — g, My S- El

pa je odgovarajuci spektar elektrona spina paralelnog (1) 1 antiparalelnog
(}) polju:

Es

- L X

£
= ~ Ml EB=3 + B

Razmotrimo redistribuciju N=/g(E)dE elektrona (na 7=0) u mag. polju:

B=0

B
1. — 13+ :
/TITSH :“s?i.y\ ‘('[(?“ L 1
0 Ee [ lo E;r- _E
SE| &€ :
ki\‘
|
,'&(9) S '&(E) I
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« | -




170
Uvodenjem polja, 6N elektrona spina | promijeni spin u 1 (“spin flip”), da
se Fermijev nivo izjednaci, te pritom spuste svoju energiju za 6E. Ovo se
dogada u uskom intervalu energije 6E oko Er (ostatak je inertan - jako
degenerirani fermionski plin) pa se broj elektrona koji izvrSe “spin flip”
moze izraCunati mnoZenjem gustoce stanja na Fermijevom nivou gr/2 s
intervalom energije elektronskih stanja koja izvrSe redistribuciju 6E (gr/2 je

jer je gr izraCunata za 2 degenerirana spinska stanja, a ovdje uzimamo u
obzir samo jedno). UCinak “magnetizacije sustava” rezultat je ove

specificne promjene ukupne energije elektronskog plina AE koju ¢emo
izraCunati mnoZenjem prosjecne promjene energije po jednom elektronu -6F

1 broja elektrona koji sudjeluju u promjeni oN:

DE =-SE-3sE - -Lg. e

2 - _NAE _ 2
- magnetizacija: e B

- susceptibilnost y=M/H: % = 3¢ p, g~ PAULIIEVA PARAMAGWETSEKA
' 1 (SPLNSKA)) SUCCEPTIBILNIST

napomena: Magnetizaciju 1 susceptibilnost mogli smo izraCunati i direktnim
izraCunom razlike spinskih populacija iz gustoce stanja, razvojem Fermijeve

funkcije po malom parametru 6E:

M-_'/M$(Y\T— )

= pef T2 [£(E-ma?) - £(E+mep)]dE

f
s + em——
fExpg®) = £(E) E uyB 2 le.

O .g O
= p5 B (3B dE = ain (a@I(E-ENdE = gl B

=Qe

Tzo0: L(E)= O(E-E,)
) 2% = _S(E-Ey)
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Ukupna susceptibilnost elektronskog plina

Kada bi elektronski plin u materijalima bio u potpunosti opisan modelom
slobodnog elektronskog plina, svi materijali imali bi ukupnu elektronsku
susceptibilnost paramagnetskog tipa:

X=X 4 Xp =-Fdpmous + SeMepuy = TaMepuy > O

Medutim, elektronski spektri u metalima karakterizirani su vrpcama koje
definiraju efektivhu masu m*. Dvije veliCine koje ulaze u susceptibilnost
ovise o efektivnoj masi, gr* = (3/2)(n/Er) ~ m* (jer je Er= h2k?/2m*) i

us*=he/2m* ~ 1/m*. MnoZenjem te dvije veli¢ine s m/m, moZemo ih

napisati u obliku gr* =(m*/m)gr 1 ps*=(m/m*)us tj. izrazene preko
slobodnoelektronskih veli¢ina. Medutim, u Bohrovom magnetonu efektivna
masa javlja se samo u dijamagnetskom problemu i manifestira u y. buduci
se elektron giba po stazi koja je modificirana efektivnom masom. U
paramagnetskom problemu Bohrov magneton pripada spinu, intrinsi¢nom
magnetskom momentu na koji vrpca nema utjecaja. Stoga u y» Bohrov

magneton ostaje nepromijenjen tj. ps. Stoga ukupna susceptibilnost je:

b et = A (-5 ]
* = >0, 2 w¥* > \IV:T - \»famajvxd
<0, 2 WX % . dijpwognet

Ovisno o efektivnoj masi metal moZze biti dijamagnet (mala m*, npr. Bi), ili
paramagnet (velika m*, npr. Li, Na, K).
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(6) FEROMAGNETIZAM ELEKTRONSKOG PLINA

U elektronskom plinu spinova 1/2 uzimamo u obzir i e-e interakciju. Ovdje
treba naglasiti da je potrebno implicitno uzeti u obzir kristalnu reSetku, ne u
smislu vrpc€aste strukture, utjecaja na spektar i slicno (to zadrzavamo kao za
slobodni plin), ve¢ u smislu diskretne pozicije elektrona i koreliranja dva
elektrona na nekom ¢voru resetke. Neka u modelu koji razmatramo atomi na
tim ¢vorovima imaju po jedan nivo energije koji moze primiti dva elektrona
suprotnih spinova. Samim time Paulijev princip, koji prijeci da se dva
elektrona istih spinova nadu na istom ¢voru reSetke, ugraden je u valne
funkcije njihovom simetrizacijom (elektronska valna funkcija mora biti
antisimetri¢na). Sljedeca korekcija je ugradivanje kratkodosezne odbojne
interakcije kulonske prirode koja korelira dva elektrona razlicitih spinova na
istom ¢voru reSetke. U realnom prostoru ta interakcija je kontaktna (na
istom ¢voru postoji, a dalje je nema) Vd(ri-r2) §to u reciproénom prostoru
daje konstantu U koja predstavlja "cijenu" u energiji ako se dva elektrona
razliCitih spinova nadu na istom ¢voru reSetke. Takva interakcija u
reciproCnom prostoru moze se napisati u obliku interakcije koncentracije
spina 1 s koncentracijom spina | s konstantom U, u literaturi poznata kao
Hubbardova interakcija Hin=Un1n,. U “paramagnetski hamiltonijan" u
kona¢nom polju B iz poglavlja (5) dodajemo 1 Hubbardovu interakciju.

H= % '-%,/A;-S.-E g2 UV\1V\& /

(
/ T :- AYV) :“Splv\ Lt '
. AW
|
N
I

8E| SE

17&(9) T—

Scenarij redistribucije elektrona po stanjima isti je kao u paramagnetskom
slu€aju, medutim, u slu€aju s interakcijom pomak u energiji 6E ne iznosi

peB kao u slu€aju paramagnetizma ve¢ sadrZi i interakcijski doprinos

proporcionalan U koji valja odrediti iz optimizacije promjene totalne
energije AE tj. varijacijskim principom.
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Broj elektrona koji izvr$i “spin-flip” tj. promijeni energiju u prosjeku za
oF je 6N = (gr/2)6E, a 1z hamiltonijana je vidiljivo da su doprinosi u
ukupnoj promjeni energije elektronskog plina:

AE = A, + AEM.3+AE{\,¢c

AR, = JE- 80 = %%F(SEY' P PrWA{EWMOL cAnrnL an&id‘p_
2boq wnR. ?c%o. v Cm\fdid,
(on Spiwovo. Se Pmm:.‘\w L
s?ms'b\‘ w M‘Y\"Xc)
AEMZ'-'-' ".}‘ABB -28N = -)AB%FBSE : wa\m\ \AL&SV\L&&& "‘“"’"“ﬁ"
N SP:.V\A \l Se O’kw ' pmét
M spivova 1 2a &N
o) =0)
AE‘\.& - E‘i:: = Ef:* (i s Pw‘\u\ﬂs {M\'—Q;.).Skl
UL (e (E-m)-55] o eryiie
= -U(SN) = - L ugy(sE)

AE = 36(FE) ~pug 3, B BE — LUL(sEY

32?3 =0 = Qe dE -3 B -gUKSE=0 = 5E= 1":‘%&
AE =4 (:f_ﬂg} (2-4(t - ) - 0n) -1=+,is
2 2
- magnetizacija: M =-°§f ) = :”‘gf B
S *
- susceptibilnost: X _= 3"‘"6;’
T2

Susceptibilnost u brojniku sadrzi Paulijevu paramagnetsku susceptibilnost,
pojacanu “Stonerovim faktorom” u nazivniku. Kada Ugr/2—1, dolazi do
divergencije susceptibilnosti Sto indicira fazni prijelaz elektronskih spinova
u uredeno feromagnetsko stanje za infinitezimalno malo vanjsko polje B.
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X. SUPRAVODLJIVOST

Pojam supravodljivosti (“superconductivity” - SC) obi¢no vezemo uz
“vodenje elektriCne struje bez otpora”. Odmah se mora istaknuti da
supravodljivost ni na koji nain nije povezana sa “super-vodljivos¢u” (iako u
engleskom jeziku nazivi koincidiraju) tj. konvencionalnom vodljivos¢u bez
otpora koja bi bila ostvarena u idealnom kristalu (u kojem u najboljem
slu€aju mozemo ostvariti balisticku vodljivost). Supravodi€ predstavlja
fundamentalno drugacije osnovno stanje elektronskog podsustava u metalu,
kondenzat svih elektrona sparenih u Cooperove parove (aproks. bozonskog
karaktera) s koherentnom fazom, koje se ostvaruje faznim prijelazom iz
metalnog ili tzv. “normalnog” (N) stanja na niskoj temperaturi. Dapace,
metali koji su dobri vodi€i, ne mogu €ak niti postati supravodici (npr. zlato
il1 bakar nisu supravodljivi), ve¢ se supravodljivost ostvaruje u relativno
lo§im konvencionalnim vodi¢ima (olovo, Ziva, aluminij), a tzv.
visokotemperaturna supravodljivost u keramikama (pretezno bakreni oksidi
poput YBCO, LaSCO, BSCCO) koje su iznimno losi konvencionalni vodi¢i.
Bas zbog fundamentalno novog mehanizma, koji je neperturbativan, od
eksperimentalnog otkri¢a supravodljivosti (Kamerlingh Onnes, 1911.) proslo
je gotovo 50 godina do teorijskog objasnjenja (Baardeen-Cooper-Schriffer
(BCS), 1957; Bogoliubov-Valatin, 1958.).

Eksperimentalno otkri¢e supravodljivosti pripisuje se Kamerlingh Onnesu
koji je mjerio elektri¢ni otpor Zive na vrlo niskoj temperaturi (pronaden je
teku¢i helij 1 omogucavao je takve eksperimente) te primijetio da ispod
temperature od 7c=4.2K otpor p pada na nulu.

o Postavlja se pitanje da li je p=0 ispod T, ili
je samo iznimno malo? Fila 1 Mills 1963.
pokazuju eksperimentalno da je vrijeme
gusSenja SC struje u supravodljivom prstenu
veée od 10° godina. Danas se smatra da je
0T, DI u SC stanju p=0 egzaktno.
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Nakon zive, supravodljivost je ubrzo pronadena i u drugim metalima, i dalje
tzv. “niskotemperaturna” tj. vezana za hladenje teku¢im helijem (4.2K), a
osamdesetih godina proSlog stoljeca u keramikama temeljenim na bakrenom
oksidu nadena je tzv. “visokotemperaturna” (HiTC) supravodljivost (Miiller-
Bednorz, 1986.). Iznimna tehnoloska vaznost HiTC supravodica je
supravodljivost koja se moZe odrzavati hladenjem komercijalno isplativim
teku¢im dusSikom (77K) umjesto vrlo skupog tekuceg helija. Mehanizam
koji bi objasnio pojavu supravodljivosti u HiTC materijalima do danas nije
razjasnjen.
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Year of Discovery

Pokazuje se da prisustvo necisto¢a nema presudnu vaznost za
supravodljivost, ve€a koncentracija ne€istoa smanji ostrinu supravodljivog
prijelaza no ne mijenja 7c. Primjer nikla:

p
’ Pure sample
Impure
sample
1 l |
3.0 372 374 376 3.78 R
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Izotopni efekt

Medutim, iako se utjecaj neisto¢a pokazao marginalnim, pokazuje se da
supstitucija nekog elementa u strukturi supravodi¢a njegovim izotopom (isti
element s jezgrom drugacije mase) mijenja 7c. Npr. za Zivu:

Av¢ | '\‘.\S.’-ll?.oo_q |'z_o?_.o |7_:,1.L, |
Tc [K] | l«.'\t‘.‘\l L.AG0 | LAY | L.1e |

Utvrdena je fenomenoloska relacija koja veze 7¢ 1 masu izotopa M preko
eksponentne ovisnosti karakterizirane s o

1 el{ncu‘ll Ca | Hg |Mo | PL | Re | Fw. |
M L |[os [os |0z [os |on |o.q |

Vidi se da se za veéinu supravodita moze priblizno uzeti Te~1/NM. Sjetimo
se rezultata za frekvenciju fononskih modova kristalne resetke, m~1/\M.
Ve¢ odavde intuitivno se naslucuje da 7c ovisi o frekvenciji fonona, a kako
se supravodljivost dogada u elektronskom podsustavu, da je pojava
supravodljivosti povezana s elektron-fonon vezanjem. Pokazat e se da je za
mehanizam supravodljivosti odgovorna efektivna elektron-elektron
interakcija koja se propagira fononima, a odgovorna je za vezanje elektrona
u Cooperov par.

Energijski procijep
Mjerenje elektronskog doprinosa toplinskom kapacitetu indicira postojanje
energijskog procijepa u SC stanju - ima tzv. aktivacijsko ponasanje.

Kao kod poluvodica i izolatora, kod kojih
je u spektru prisutan procijep,
eksponencijalna ovisnost indicira da jeiu
supravodicu Cestici (Cooperovom paru)
potrebno dovestiti energiju vecu od praga
(toplina, foton..) da bi ga se pobudilo tj. da
postoji procijep u elektronskom spektru
izmedu osnovnog 1 pobudenog stanja.
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Doista, pokazuje se da u SC stanju postoji procijep Sirine Eg=2A~103eV na
Fermijevoj energiji EF koji “gapira” kompletnu Fermijevu plohu tj. povrSinu
Fermijeve kugle. U tom smislu razvidno je zaSto je SC stanje stabilno: ako
se Fermijeva energija u osnovnom stanju metalnog slobodnoelektronskog
plina (N) nade u procijepu uslijed stvaranja nekog novog osnovnog stanja,
znaci da to novo stanje ima niZzu energiju od prethodnog jer popunjava samo
stanja do donje granice procijepa tj. energije EF-A. Supravodljivi procijep je
parametar uredenja SC stanja koji ovisi o temperaturi s pribliznim kritiénim
eksponentom 1/2.

After Blatt,
Modern Physics

Postavlja se pitanje kako supravodi€ uopce vodi struju ako ima procijep i
potpuno popunjenu vrpcu ispod njega (pokazali smo da je normalni sustav s
takvom konfiguracijom izolator)? Odgovor se nalazi u €injenici da u SC
stanju ispod procijepa elektroni nisu u normalnom, ve¢ kvalitativno
drugacijem stanju - makroskopski kondenzat Cooperovih parova s
koherentnom fazom koji vodi elektricnu struju. RasprSenje na potencijalu
necistoCe bacilo bi elektron u procijep, a to stanje je zabranjeno, pa samim
tim 1 rasprSenje koje vodi na otpor izostaje. Ako je energija, odnosno struja
veca od kriti¢ne da rasprSeni elektron zavrsi u stanju iznad procijepa, SC
stanje se urusava.
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Magnetsko polje i Meissnerov efekt
Magnetsko polje jace od kriticnog, H>Hc, uniStava SC stanje pri cemu Hc
ovisi 0 temperaturi.

FHT)
H. )]
SC N
2 o ‘i; >
TV
- Ho (™) = H.(0) [1 -(7‘) ] .T<%

Feromagneti, primjerice, nisu supravodici, unutraSnja magnetska polja
ocCigledno uniStavaju SC stanje.

Magnetsko polje interagira sa supravodi€em na vrlo specifi¢an nacin.
Meissner i Ochsenfeld 1933. izmjerili su da uzorak u SC stanju “istiskuje”
vanjsko magnetsko polje kojem je izloZen te da je u volumenu supravodica
polje B=0 - Meissnerov efekt. Uslijed ove pojave SC uzorak, ispravno
postavljen, levitira u vanjskom magnetskom polju. Ovdje treba napomenuti
da se kriterij za dokazivanje supravodljivosti uzorka sastoji od dva dijela:
(1) i1S€ezavanje elektricnog otpora, (2) Meissnerov efekt.

=

B = (A+M) = p, (1+2)H
=0 @‘Xhz-il, ‘F;:-I-:l

P

Superconducting
sphere

Normal
sphere

1

T>T, é

V)

Uz povrsinu SC uzorka
induciraju se dijamagnetske
struje koje tocno poniste vanjsko
polje u volumenu uzorka.
Supravodi€ je idealni dijamagnet.




179

S obzirom na nafin prodiranja magnetskog polja u SC uzorak razlikujemo
supravodiCe tipa I 1 tipa II. SC tipa I su gore opisani, magnetsko polje
prodire tek u povrSinu uzorka i eksponencijalno pada prema volumenu, a uz
povrsinu se u tom sloju stvaraju dijamagnetske struje koje idealno
poniStavaju vanjsko polje i stvaraju u¢inak njegovog “istiskivanja” iz
supravodljivog uzorka. Ta pojava dogada se za polja manja od kriti€énog He,
nakon kojeg SC stanje nestaje. SC tipa II imaju kompleksnije ponaSanje.
Postoje dva kriti¢na polja: Hei 1 He2. Za polja manja od Hei, uzorak se
ponasa kao SC tipa I, dok iznad polja He2 supravodljivost nestaje. Pri
poljima izmedu Hc! 1 He2, polje djelomicno prodire u uzorak na vrlo
specifian nacin, o obliku Abrikozovljevih virova (“vortex’). Abrikozovljevi
virovi podru¢ja su uzorka u normalnom stanju kroz koja magnetsko polje

ulazi u uzorak ¢€iji je ostatak supravodljiv.

Abﬂ\m.w(ievc witove

Abrikozovljevi virovi organiziraju se u 2D reSetku heksagonalnog tipa
(Abrikozovljeva resetka) kad su najstabilniji. Uz rubove podrucja
Abrikozovljevih virova takoder teku dijamagnetske struje koje potpuno
poniStavaju magnetsko polje u supravodljivom dijelu uzorka. Specifi¢nost
magnetskog toka u svakom Abrikozovljevom viru je da je kvantiziran:

§:SE-J§ =v\.§° , W=02 . 3&30. Se @oz % =92.0628- \J‘s\ﬂlo

KVANT MAQNETSEOG TOKA
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SC tip II

HCA ch
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Elektrodinamika supravodica

Da bismo dobili analiti¢ki uvid u procese koje magnetsko polje vrsi nad
supravodljivim sustavom, treba konstruirati elektrodinamicki model koji ¢e
uzeti u obzir specificnosti SC stanja. Ono Sto valja naci jest odzivna funkcija

struja-vektorski potencijal statickog magnetskog polja, tj. J=F(q)A u
okviru linearnog odziva, poSavsi od hamiltonijana problema u kojem
koristimo Coulombovo bazdarenje V-A=0:

H=2 (e eh) = z——v+z e (J-A +AV) +

Kanonski impuls je p = mv - eA, pa je semiklasi¢na brzina koja definira
struju v=p/m + (e/m)A. Na temelju toga moZemo pisati struju J=) -evi u
obliku:
J=Zeh -8R
i=4

PALAMAGVETSL DotRisds — 1 T DIAMAGWETSY] DHopRInos

Dijamagnetski doprinos moZze se direktno ocitati, no za izraun
paramagnetskog morali bismo izraunati osnovno stanje odredeno
hamiltonijanom 7 tj. spektar. To je priliéno kompliciran postupak koji
necemo provoditi u okviru ovog kursa, a vodi na Londonovu jednadzbu u
g=0 granici te, ako se uzme u obzir nelokalnost odziva g#0, na Pippardove
jednadzbe. U jednostavnijoj granici homogenog magnetskog polja (g=0)
moZe se pokazati:

— “2caN A 4 A0,/ 23T
3"'_7LL(T)A° 14— 3 %&QL \" AL = /‘V\e"
Ko
LONDONOVA jﬁ-‘—
IEDNADE BA 0 'i'c.

Iz rezultata je vidljivo da se u normalnom (metalnom) stanju paramagnetski
i dijamagnetski doprinos egzaktno dokinu (# = 0) dok u SC stanju

dijamagnetski doprinos dominira (% < 0), a maksimalan je na 7=0.
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Omjer s gornje slike ima joS jedno fizikalno znacenje:

Njime je odreden omjer broja elektrona koji sudjeluju u SC stanju spram
ukupnog broja elektrona, ovisno o temperaturi.

Intuitivno, da bi objasnili opazanja, Gorter 1 Casimir predlazu
fenomenoloski model dva fluida (SC 1 N komponenta) 1 postuliraju:

ng (M =w [1-(Z)']
U okviru modela dva fluida moZemo dati pojednostavljeni, fenomenoloski

nacrt izvoda Londonove jednadzbe:
U SC stanju elektron se giba bez otpora pa klasi¢na jednadzba gibanja glasi:

Stacionarno rjesSenje jednadzbe (dJ/d=0) pokazuje da je struja u SC stanju
konstantna tj. da je E=0. 1z 3. Maxwellove jednadzbe, V xE=—0B/0X,
nalazimo da je 0B/0f=0 tj. B=const. To je u oCiglednom kosu s
eksperimentalno opaZzenim Meissnerovim efektom koji kaze da je B=0 u SC
uzorku. Na temelju toga, London postulira sljede¢u modificiranu relaciju:

ng et ng. oL o« (1)
= R=eowt. X = ﬁgo\/

Jednadzbe (I) 1 (II) predstavljaju drugi iskaz Londonove jednadzZbe.
Podimo od 4. Maxwellove jednadzbe:
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Postavimo polubeskonacni uzorak tako da je x-smjer okomit na povrSinu, a
magnetsko polje u y-smjeru. Jednadzba glasi:

N R — MoWNg €2

X
i - ALz |
By = Tt e, D B =B @e ™ | x-l T

Magnetsko polje eksponencijalno opada kako
prodire u uzorak duz x-smjera, gdje A ima
fizikalno znaCenje penetracijske dubine polja
u uzorak.

= A s e A l#? & %8 A Bs(¥)a _ 14 s
¢ Mo Mo g’ %3 % Mo PP 3 Po A
o B‘sm o
(’) V\g ez -x— - . A
js('(ﬂ = - /u.‘;m. B, (4 r »Pooog\hs\,_q s{‘cus& W a-s\useru do

i duleine A« x-sw\-:)eru

Gornji izraz predstavlja dijamagnetsku struju odgovornu za Meissnerov
efekt.

Fenomenoloski izraz za temperaturnu ovisnost dubine penetracije polja u
okviru modela dva fluida je:

™7
7\('\'):7\.[ ‘?:]

A0)
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Teorija supravodljivosti (BCS)*

Teorijsko objasnjenje fenomena supravodljivosti (niskotemperaturne u
okviru BCS teorije), zahtijeva tri koraka:

1 - Privlacna efektivna elektron-elektron interakcija

2 - Cooperov problem: vezano stanje 2 elektrona u prisustvu Fermijevog
mora (Cooperov par)

3 - BCS valna funkcija - koherentno stanje svih Cooperovih parova

1 - Privlacna efektivna elektron-elektron interakcija

Ranije smo intuitivno spomenuli da je za niskotemperaturnu supravodljivost
odgovorno elektron-fonon vezanje. Rigorozno rjeSenje ukljucivalo bi
razmatranje Frohlichovog hamiltonijana koji opisuje to vezanje te kanonsku
transformaciju kojom se eliminiraju svi doprinosi rasprSenja prvog reda
(elektron-fonon), koji vode na otpor, a zadrze doprinosi drugog reda
(elektron-fonon-elektron) koji vode na efektivnu elektron-elektron
interakciju izmjenom fonona. Zbog matematicke kompliciranosti taj
postupak ne¢emo provoditi, ali ¢emo problem rijestiti u okviru tzv.
“elektrodinamickog pristupa’, u kojem ¢emo privlacnu interakciju izvesti
preko dielektri€ne funkcije, a koji daje kvalitativno isti rezultat.

Polazimo od “jellium” modela u kojem uvodimo modifikaciju: do sad
homogenu i nepomi¢nu pozitivnu pozadinu promatramo kao pokretnu. Pri
tome je od iznimne vaznosti odnos karakteristi¢nih brzina kojima gibanje
vrse elektroni 1 pozitivna pozadina. Karakteristina brzina gibanja elektrona
je Fermijeva brzina v/~10°m/s. Za specifi¢na gibanja pozitivne pozadine
odgovorni su ioni kristalne reSetke koji vrSe fononske pomake s
karakteristicnom brzinom zvuka vs~103m/s. Pokazat ¢e se da je odnos vr»>vs
kljuCan za postizanje privlacne e-e interakcije te time 1 za samu
supravodljivost. Kako su elektroni puno brzi od pomaka pozitivne pozadine,
moZemo 1th promatrati u adijabatskoj granici, prakticki kao da svaki
fononski pomak odgovore prakticki trenutno, odnosno da im se odziv moze
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dobro opisati statickom Thomas-Fermijevom dielektricnom funkcijom.
Pomake pozitivne pozadine modeliramo kao dugovalne oscilacije pozitivne
ionake plazme (analogno elektronskoj plazmi, ali s drugacijom
karakteristicnom frekvencijom zbog puno vece mase iona). Za opis
dielektriénog odgovora upotrijebit ¢emo dielektri€nu funkciju plazme. U
“jelliumu” koji sadrzZi elektronski i1 ionski podsustav, elektroni predstavljaju
1zvor zasjenjenja za ione, a ioni (tj. pomi¢na pozitivna pozadina) za
elektrone, svaki sa svojim karakteristicnim dielektricnim odgovorom. Cilj
nam je izraCunati totalnu dielektri¢nu funkciju &: i vidjeti kako ona
modificira elektron-elektron interakciju. Ranije smo pokazali vezu vanjske
smetnje @1 ukupne energije s odzivom @ = @y/.. tj. & @ = @y. Problem
¢emo razloZiti u tri karakteristi¢ne slike koje mozemo matematicki opisati:

a) elektroni zasjenjuju vanjsku smetnju @r+ ione ®i» svojim dielektriénim
odgovorom €« (@ + Dion je smetnja za elektronski podsustav):

Ee\é - é;"' éiou

b) ioni zasjenjuju vanjsku smetnju @+ elektrone @« svojim dielektricnim
odgovorom €in (Or+ ®e je smetnja za ionski podsustav):

Eiohé - é;‘ * ée\

¢) elektroni+ioni zasjenjuju vanjsku smetnju @y svojim ukupnim
dielektriénim odgovorom &: (®rje smetnja za elektronski+ionski podsustav):

Erézéc

(&) +(&)—=(c): (iel i Er)@ = @, +dy+ P |10

=¢
= & =&yt

4 i A

£

4 s L _ 4
Ev Eet 1+ €l el
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Ranije smo izveli:

*
Eet (gw) =1 -I-% : ThoMAS-FERMI (W =0)
o ;
Ciowl(g,W) = 4 - u,'_’ :newsjenena ionska plarma s frekvencijows plazwe 2,
o Qm_amen_zmm
T Tom T Eo W
Q=2e \_//’T_ele\dvom\m
nwe= % V\GLDA Y \oonCCvch’&Cl'd ouq Wase H
A A A A
S i smeee _n.?. = 2 o _ul 1
81‘ i!l 4+/:{' _ 4 i!t 1-2%?
£¢'. /-EQQ )
T 28sjemiena ionska plazwa !
2 (RS R * 2—“ et“
Np 15, s I M Ewm 2 A\ Z2m 2 _ 2
. oo = — = — —_— — = W
T X, T &, 4 fe, L T T W OrL s (D)
2«\(“ € _3n
o Q= 30
2€¢
Eﬁm_:%
(@) = [FEE0g ~ % g :ROUN-STAUERV Fowol
—_ << ]

t. Vg (braina 2vunka)

Zasjenjenjem frekvencije ionske plazme elektronskom dielektricnom

funkcijom dobili smo frekvenciju akustickog fonona u dugovalnoj
(Debyevoj) granici - to je tzv. Bohm-Staverov fonon, klju€an za privlanu
e-¢ interakciju koju trazimo.

Vratimo se na totalnu dielektri¢nu funkciju:

8

N -
€elgw) Tk -

Ovom dielektricnom funkcijom zasjenit ¢emo golu kulonsku interakciju
elektrona u "jelliumu" ®r=-eV(q) 1 vidjeti kakvom ukupnom efektivhom
interakcijom @ ga "vidi" 1 s njim interagira drugi elektron.
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y w" et Wt
i (Qnu) = [N 2 = L 2
€. (a‘u) 3 ,? Faks Ot -9 io( Q) Ot -ep ()

2asjeniena steficka  retardaesy s\g
kulouska {wtarakesia efelt ov\sqn
(THomMAS - FEtm) 0 -efe\wev\e.\s\

Vidimo da je rezultat "jellium" modela u kojem je pozitivna pozadina bila
nepomic¢na (Thomas-Fermi staticki zasjenjeni potencijal - Yukawin
potencijal) sada dobio dodatni frekventno ovisan faktor, tzv. retardacijski
faktor. Retardacija interakcije je pojava koja se javlja kada odziv vremenski
kasni za pobudom zbog konacne brzine odziva u smislu vremena
redistribucije konstituenata sustava. Prije upusStanja u analizu rezultata,
uvedimo joS§ jedno pojednostavljenje: aproksimirat ¢emo, sad kad znamo
koja mu je priroda, frekvenciju Bohm-Staverovog akusti¢nog fonona (koja
je ovisna 1 0 valnom broju g) karakteristicnom frekvencijom akusti¢kih
fonona, Debyevom frekvencijom .

et Lo’“ e* ( wp > 9 w
— 4 + — (]
é(ﬂ.bﬂ 20(3_"4-\: ) -~ °<1+k & 0 e, &

U gornjem izrazu hq predstavlja impuls, a iw energiju izmijenjenu
intrakcijom elektrona e1 1 e2 posredstvom fonona (kako prikazuje
Feynmanov dijagram na slici).

Razmotrimo grani¢ne slu€ajeve:

a) ®=0: retardacija odziva prakti¢ki ne postoji, pozitivna pozadina trenutno
se redistribuira 1 zasjeni elektronsku smetnju pa e1 i e2 “ne vide” jedan
drugog tj.

tID:O
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b) w—o0: retardacija odziva je beskonacno duga, pozitivna pozadina je
statiCna 1 nikad se ni ne pomakne - rezultat se svodi na statiCcku Thomas-
Fermi sliku

(o]
< { A
(‘uyzl,‘we'_(q.,./zi):_e_ o
b W Eo(T+ ) ~5) T e ()

Frekvencija o ne mora biti beskonacna, ali dok god je vec¢a od Debyeve
frekvencije wp, ®>0 tj. e-¢ interakcija je odbojna.

¢) o s op: frekvencija je priblizno jednaka, ali manja od Debyeve -
interakcija mijenja predznak i postaje negativna, tj. efektivna e-e interakcija
postaje priviacna. Ovo vrijedi dok god je frekvencija fonona koji se
izmjenjuje e-e interakcijom manja od Debyeve, ali §to je ona manja, manja
je 1 interakcija (® ~  u brojniku izraza). Najsnaznija efektivna privlacna e-e
interakcija dobiva se izmjenom fonona frekvencije skoro jednake Debyevoj,
ali jo§ uvijek manje (nazivnik izraza tada je najmanji).

Cb (9w = e = <O
: 20(3_" + \n’;F) R v
T<o
Q /@ . Intuitivno moZemo pokusSati razumjeti ovaj rezultat
G----et ¥ zamislivsi elektron e1 koji je Fermijevom brzinom
@f’ﬁ proSao “jelliumom” 1 izazvao da se ionska reSetka
e * odazove 1 krene ga zasjeniti brzinom zvuka (koja je

puno manja). Ionska reSetka zgusne se na tom mjestu,

ali elektron, puno brzi, ve¢ je napustio to mjesto i tu
ostaje nekompenzirana koncentracija pozitivnog naboja koju “vidi” drugi
elektron e2 1 bude privucen. Ovaj efekt naziva se “prezasjenjenje"
("overscreening") interakcije. Pritom je klju¢no da retardacija interakcije
bude optimalna. Niti prebrzi odziv reSetke (potpuno prezasjeni interakciju pa
ona bude zanemariva), ni prespori (ne prezasjeni interakciju dovoljno pa ona
ostane odbojna) ne vode na trazeni efekt privlacne e-e interakcije.
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2 - Cooperov problem

U (/) smo pokazali da e-e interakcija u prisustvu pomic¢ne ionske reSetke
moze biti privlana. Medutim, privlacna interakcija nije garancija
kvantnomehanickog vezanog stanja. U prirodi su poznati sustavi s
privlatnom interakcijom kod kojih naprosto potencijalna jama nije
“dovoljno duboka” da se u njoj formira kvantno stanje. Tzv. Cooperov
problem je kvantnomehanicki problem dva elektrona s privlaénom
interakcijom, ali u prisustvu Fermijevog mora ostalih elektrona na niskoj
temperaturi tj. 7=0 u nasSem razmatranju. Pokazuje se da je upravo prisustvo
Fermijevog mora, koje s dva promatrana elektrona medudjeluje samo
Paulijevim principom, klju¢no za formiranje vezanog stanja tj. egzistenciju
rjeSenja Schrodingerove jednadZzbe s energijom manjom od 0.

Na 7=0 aktivni elektroni su na Fermijevoj plohi (| k |=kr), a pokazali smo da
je izmijenjena energija za privla¢nu interakciju reda veli¢ine fiwp. Elektrone

koji bi formirali Cooperove parove trazimo dakle u tankom sloju debljine
2hwp (rasprienje s promjenom energije +hmp) oko Fermijeve energije EF, ili
2mp/vr oko kr. Pritom valja paziti na ispravnu simetrizaciju dvoelektronske
valne funkcije (antisimetri¢na) tj. uzeti u obzir 1 spin elektrona.

Eptoy Cf)oper. forrpulira problem na .

Ee sljede¢i nacin: na potpuno popunjenu
) /~\ Ees+ by Fermijevu kuglu stanja |k |<kr

\ b & dodaje dva ekstra elektrona na
N poloZajima r; i r; izvan nje (| k1|,

3 / ) = . | k2 | > kr) koji interagiraju izmjenom
v v e fonona privlatnom interakcijom
(| r1-r2 ).
H=H, + du7,-%D

Doprinos #  je obi¢ni kineticki hamiltonijan slobodnog elektrona. U

tretmanu interakcijskog €lana preskocit ¢emo vise tehnickih koraka koji se
odnose na razvoj po sfernim harmonicima 1 navesti samo rezultat.
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Interakcijski ¢lan hamiltonijana aproksimirat ¢emo negativnom (privlacna
interakcija) konstantom interakcije - | g|2 u recipro¢nom prostoru (g je

konstanta elektron-fonon vezanja iz Frohlichovog hamiltonijana) unutar
ljuske izmedu Er i Er+hop, a nulom izvan nje:

¢(?4'?;\ ':-lSIz S(-ﬁ-?‘;) ) N‘U)

Dvoelektronska valna funkcija koja ulazi u Schrédingerovu jednadzbu
ALY ,s;r,5)=E¥(r,s ;r,s ) mora biti antisimetri¢na. Ona se sastoji od
produkta koordinatnog @(r.-r,) i spinskog dijela y(s.,s,) koji stoga moraju
imati suprotni paritet. U BCS pristupu optimumom se pokazuje spinski
singlet (antisimetri¢na x(s.,s,) - suprotni spinovi) i simetri¢na koordinatna
funkcija s obzirom na permutaciju elektrona 1 i1 2. Valnu funkciju piSemo u
sustavu centra mase u kojem se javlja relativna koordinata r=r -r,, a dio koji
opisuje gibanje centra mase (tj. kineticku energiju Cooperovog para)
naprosto ispustamo jer ne doprinosi energiji vezanog stanja. Koordinatni dio
prikazat ¢emo, nadalje, kao superpoziciju (ravnih valova) neokupiranih

elektronskih stanja.

B YRt = YE-RF[ I - D]

ke -‘211 T A: X (SA.SJ =-X (SMSA)
Ee+ oy S: ‘?(?.-?1)=‘0(?;—$4)
-iﬂl A4 ('?l - ?:.) = Z ‘f'l: e;k.r" e-‘.k'& \-l:;

|E|>kp | SN
; weolupirana shu:\q - ove

ogvomi cenje poshiedien e
pothojan]a 'Fertgi"wog Wela
\ polaie se \slSuEnws 20,
Ve2amo Stawie € v e,
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Uzimajucéi u obzir poznato rjeSenje Schrodingerove jednadzbe za slobodni
elektron, #Z @(r1-rz)=2€:@(ri-r2), gdje faktor 2 dolazi jer su dva elektrona u
igri, Schrodingerova jednadzba ukupnog problema daje:

[]4 +«f(lf|)]‘?(v) =Ee®» = (E 2€.)% = Z‘hu\'k
Ki>ke t _ = (& e .(u e

Kad uvedemo ranije navedeno pojednostavljenje u obliku interakcijskog
¢lana (konstanta - | g|2 u reciproénom prostoru), nalazimo:

W= =1 2t 2

A ¢
£ zG|.|12|>I<F Ik ke

- 2 _31
y ISIe e i = Z - I;e
ke JPke |1:|>|<FE L k>ke E ~2€0

Sumu po K pretvorimo u integral po energiji (od Er do Er+hwmp, pa

pomakom varijable od 0 do fimp tj. ishodiSte mjerenja energije smjestimo

na Fermijevu energiju Er) te uzmemo u obzir da je ljuska po kojoj
integriramo uska u smislu da je gustoc¢a stanja gotovo konstantna i priblizno
jednaka gr, ¢ime kona¢no dobivamo jednadzbu za spektar energije para
E=2Er+AFE (mjerene od 2EF):

TR e B
-3 [ = aE=—TR m -1k R
v e — )(.eISI‘% T y
_.__‘QM_AE' -2twy L ISPgr <<

- AE

Nekoliko vaznih zakljucaka slijedi iz ovog rezultata:

(1) Energija para AE je negativna (tj, E<2EF), dakle postoji vezano stanje -
Cooperov par. Fermijevo more normalnih (nevezanih) elektrona nestabilna
je spram kreiranja para vezanih elektrona (on je stanje niZe energije - novo
osnovno stanje). Energija vezanja proporcionalna je fononskoj frekvenciji

wp, modificiranoj faktorom koji unosi snagu vezanja g.
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(2) Na 7=0, vezano stanje postoji i1 za infinitezimalno slabo vezanje g!

Prisustvo popunjenog Fermijevog mora kroz Paulijev princip omogucava
taj rezultat. Tehnicki, to je realizirano oktroiranjem gore navedene sumacije
po k, bez kojeg ne bi bilo ni vezanog stanja. Kako se temperatura dize,
paulijevski utjecaj Fermijeve kugle slabi 1 potrebna je konacna, sve jaca
interakcija za opstojnost Cooperovog para. Stoga je supravodljivost
niskotemperaturni efekt (za “visokotemperaturnu” jo§ nemamo teorijsko
objasnjenje - ne nalazimo mediator koji bi osigurao dovoljno snazno
vezanje na tim temperaturama).

(3) Granica g=0 nije analiti¢ka - ne moZe se razvijati po g tj. ovaj rezultat ne
moze se dobiti raCunom smetnje.

3 - BCS valna funkcija

Nakon §to je pokazana mogucnost egzistencije Cooperovog para 1
nestabilnost Fermijevog mora spram njegovog formiranja, sljedeci korak u
objaSnjenju supravodljivosti u okviru BCS modela je postuliranje da svi
elektroni u hop-okolini Fermijeve povrsine podlijezu tom scenariju, tj. da

su svi vezani u Cooperove parove. Nadalje, fundamentalni Schrifferov korak
je postuliranje valne funkcije svih Cooperovih parova kao koherentnog
Stanja - posebnog mnogocesticnog kvantnomehanickog objekta s
koherentnom fazom svih konstituenata koji iz kvantnog rezima “prezivi”’ 1 u
makroskopsku, klasi€nu granicu (primjeri su: supravodljivost, LASER,
suprafluidnost u Bose-Einsteinovim kondenzatima,...).

Najpogodnijom za opis mnogocesticnih pojava pokazuje se baza broja
Cestica u kojoj razapinjemo Hilbertov prostor rjeSenja. Radi se o
reprezentaciji prostora nad kojim operiraju operatori stvaranja i poniStenja
Cestice u nekom kvantnom stanju, redistribuirajuci ih po stanjima notirajuci
njihov broj, a rezultat je u konacnici ekvivalentan drugim reprezentacijama.
Osnovnim stanjem problema |0), “vakuumom” bez i jednog pobudenog
objekta (Cooperov par, elektron izvan Fermijeve kugle itd.) smatramo jako
degenerirano mnogocesticno stanje elektrona u Fermijevoj kugli na 7=0.
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CE . operator stvaranja elektrona u stanju k
Cy :  operator ponisStenja elektrona u stanju k

AT L% ,[kI>k, : Fermijevo more + 1 elektron u stanju k
= A kl<k, :nulajer je stanje ve¢ popunjeno

Co 0> = k> ,lkl<k, :Fermijevo more - 1 elektron u stanju k
i |kl>k, :nula jer je stanje bilo nepopunjeno

cplio=lo> |, cilio=o (k) loy=0

g

komutacijske relacije: [CK.‘CL] = SK.,K.‘ ) ¢ c.]=0 , [c.cu]=0

A

o A . B
operator stvaranja Cooperovog para: P = CE? C_E v 3 Bploy=lkt-kid
At \2 ®
(B ) 10> =0
g—llil>\c.:
Z“kp: © A
BCS valna funkcija: ~ Yes =N €54 [0) = NTT(1+u4®)l0)
’ eavoy elsponencifalne
funleeije | kovighenie
relacte ®

v\ofmo.lv.'ucijsh onstanta
Loltor 20 vourljociicke méun

Normiranje BCS valne funkcije |Wscs|2 = 1 vodi na oblik:

©, ¥ a 4 2 T _
Faes =-|;[ (u\,.+“:‘>:)|°> ) u‘;: Tl Lojwl+ ol =1
\ ] %

Zbog jednostavnosti, Supljinska stanja neCemo razmatrati. Gornjom valnom
funkcijom, varijacijskim postupkom minimizacije energije odredit cemo
osnovno stanje BCS hamiltonijana; E=(Wscs | # | Wacs), koristeéi

Lagrangeove multiplikatore, uz uvjet konstantnosti srednjeg broja Cestica.
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BCS hamiltonijan, koji smo uveli ranije razmatraju¢i Cooperov problem,
napisat ¢emo u bazi broja Cestica:

H= Ze L |3lzcn S Sty G
at

Vs P, B

Nadalje ¢emo preskociti brojne tehnicke korake koji se ti€u varijacijskog
racuna za koje se savjetuje konzultirati dodatnu literaturu (Annett) i iznijeti
skicu kljuénih koraka 1 glavnih rezultata.

Za ilustraciju, prezentiramo jedan od tehnickih koraka izraCuna srednjeg
broja Cestica jedne projekcije spina u bazi broja Cestica, ostali izrauni rade
se na analogan nacin:

) = L¥esl Cha Cun| Yeesd

+ ¥ * 4+ 4
= <0|((4|,_ +\ C H.C\ﬁ) CrrCyra (uk A Qk{)lo}

= Iy* —> N= z«“u)"'(“u» 2214

K

ZEGUH -1g Zu\w Uy Uy

I ovdje ¢emo koristiti aproksimaciju srednjeg polja (MF) za tretiranje
interakcijskog €lana u hamiltonijanu. Suptilno pitanje je Sto definirati kao
“srednje polje” odnosno koji operator fizikalno daje makroskopsku
neiScezavajucu vrijednost usrednjavanjem. Na raspolaganju su sve
kombinacije Cetiri elektronska operatora koji figuriraju u interakcijskom
hamiltonijanu od kojih treba izabrati dva pa ih tretirati usrednjeno. Pokazuje
se da je to operator poniStenja Cooperovog para (ili stvaranja, koji mu je
hermitski konjugiran). On u sebi sadrzi dva operatora ponistenja elektrona.
Svaka druga kombinacija koja sadrzi mijeSane operatore stvaranja i
poniStenja vodila bi na iS€ezavajuci efekt. Srednja vrijednost operatora
poniStenja Cooperovog para odredivat ¢e parametar uredenja SC stanja i u
konacnici odredivati 1 supravodljivi procijep u elektronskom spektru.
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e o]
def: A= ISIZZ“(c_u Ges) S8 W ST PARAMBTAR UREREW)A
k

A 1ma neisCezavajucu vrijednost zahvaljujuci koherentnoj fazi stanja s N,
N+2, N+4,... elektrona u BCS valnoj funkciji po kojoj usrednjavamo.
Variranje E po faktorima »* 1 v* (koji su funkcije ranije uvedenog a) s
Lagrangeovim multiplikatorima p, za ograni¢enje na konstantan N, 1 Ex, za
ograniéenje |u|2 + | v|2 =1, vodi na sustav jednadzbi:

QE 2N
= Y AT E.uy ] = (er’/‘ A )(‘j . (‘j
_ 9E N i i - =k
0=3v ~Max ~EWL A v

Gornja jednadzba daje svojstvenu vrijednost:

Ep= (6~ ) +IA1F

koja ima interpretaciju spektra kvaziCestica (elektrona) u SC stanju, a koji se
razlikuje u odnosu na slobodnoelektronski ex otvaranjem procijepa 2A na
Fermijevoj energiji (kem. potencijal pn), te komponente svojstvenog vektora:

2 _ 4 €L ~M 2_ A, €=M * _ O
|wy | —;(4"—& ) , IVl —;(4 E. ) ) WY, = 2EL

te kona¢no moZemo odrediti parametar uredenja iz “jednadZbe procijepa”:

°A ez, (e 1
= 1E, _1 =R %“i de\]e’-HAl*‘

2 ] : "
A= |3 : "gap equation

¢ije priblizno rjeSenje (glavni dio integrala dolazi od logaritamske
divergencije oko gornje granice) daje:

Gt
=gl Qe (B52) = JAl = 2% e R tgap
T

PARANETAR UREDENIA (SC Peocyye?) LA T=o
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Parametar uredenja ima vrlo sli¢nu strukturu energiji vezanja Cooperovog
para: fononska (Debyeva) energija modificirana eksponencijalnim ¢lanom
koji raste s energijom vezanja. Razvidno je (opet) da je na 7=0 parametar
uredenja konacan, iako eksponencijalno mali, 1 za infinitezimalno slabo
vezanje.

Otvaranje procijepa u spektru kvazicestica (elektrona) zorno je vidljivo na
funkciji gustoCe stanja koja je u normalnom stanju slobodnoelektronska

((E)YNE):
4g(e) k/

-
"—
-

0 Ep'A) EF '\E'q»A

Opisan je dio BCS teorije na 7=0. Dovoljnom energijom, ili fluktuacijama,
mogu se ostvariti pobudenja nad osnovnim BCS stanjem. Pobudene Cestice
su elektroni, ali ne u potpunosti slobodni u punom smislu ve¢ spinski
korelirani (jer Cooperov par Cine 1| elektroni).

Na konacnoj temperaturi prosjecna vrijednost broja pobudenih kvazicestica
odredena je Fermijevom funkcijom f(E). Taj dio elektrona modificira
parametar uredenja i “gap equation” koje smo odredili na 7=0:

(0]
A = |s|1zk w, ¥ (1-248) AT
L < e [ SITmT y A o
- %Fo Jet+lal? Sc N
T

:> Lch = 4.43‘\2:.),,-6)(?[—';'—““] Tc (A-0) )

Te
2A0) = 3.52 s Te Al0)~T,




